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PROLOGO A ESTA EDICION 


Pareciera que el estado actual de cosas, en su sentido mas amplio, evidencia la ne- 
cesidad de una definicion precisa acerca de que se debe aprender en Matematica. El de- 
sarrollo extraordinario que estan teniendo las ciencias y la tecnologfa nos lleva a pre- 
guntamos, entre otros aspectos, cuales son los temas, las aplicaciones, el grado de pro- 
fundidad, la metodologla, mas apropiados para que el aprendizaje de las Matematicas 
agregue valor real al sujeto que aprende. Asf, buscamos la combinacion mas adecuada 
de los elementos que naturalmente concurren hoy en el aprendizaje; pero, quizas hoy 
nuestros afanes no se justifican en encontrar una formula correctamente ponderada pa¬ 
ra lograr el aprendizaje optimo de la Matematica, sino, en poder responder a traves de 
un nuevo paradigma, a las preguntas sobre que Matematicas se debe procurar ensenar 
y como se debe guiar el proceso de aprendizaje de esta ciencia. 

Notemos que los procedimientos de evaluation que se utilizan para medir el avan- 
ce en el aprendizaje, se basan en mediciones de logros parciales que se suman o prome¬ 
dian ponderadamente. Esta atomization de objetivos conduce a profesores y estudian- 
tes a confrontar sus progresos revisando “piramides” de logros parciales disenadas pa¬ 
ra tal proposito. Muy bien sabemos que aquellos objetivos que hoy no logramos y que 
son tanto de la mayor importancia como tambien de la mayor intangibilidad, inevitable- 
mente escapan a las dimensiones que las piramides de logros parciales despliegan. 

Es en este estado de cosas nace una nueva edicion de este texto de Precalculo. Na- 
ce bajo los signos del cambio de paradigmas que se presiente; con autores, cada uno de 
ellos, de culturas nacionales muy diferentes; y, por sobre todo, alentado por la convic¬ 
tion comtin que el camino que andamos hoy, nos conduce hacia una restauracion del 
pensamiento matematico desde una vision que situa a la Matematica como una activi- 
dad genuinamente humana, y que, por tanto, es capaz de ejercer un poderoso efecto en 
la realization y transformation personal de aquellos individuos que se acercan a eila. 

Ciertamente, es un objetivo principal de este texto acercar a los estudiantes a la Ma¬ 
tematica y a su esencial naturaleza: el pensamiento matematico. La perspectiva elegida 
para ello ha sido la de la modelacion matematica, ya que ella brinda la mayor variedad 
de ambitos para el desarrollo de este pensamiento: la realidad, las teorfas, los ambien- 
tes virtuales. Es al pensamiento matematico a lo que se expondra el lector en los varia- 
dos temas que se tratan en este libro. Y no hay pensamiento matematico que no se ori- 
gine desde la experiencia de la realidad y sus leyes, dada la obligada condition de todo 
hombre o mujer en el mundo. De aquf el rol preponderante que la modelacion adquie- 
re en esta propuesta de apropiacion de la Matematica por parte del lector. 

El contexto desde el cual nace la vision que se presenta en este texto, ha venido for- 
jandose desde hace algunos anos en la Universidad Adolfo Ibanez. Un plan innovador 
para la carrera de Ingenierla Industrial y la propia preocupacion de nosotros, los profe¬ 
sores, por realizar una contribution del mas alto valor en la formation de nuestros es- 



tudiantes, nos ha Ilevado a dedicar especiales esfuerzos y estudios para comprender me- 
jor el rol de las Matematicas en la formacion de un individuo a nivel de educacion su¬ 
perior. Hoy ya podemos afirmar que avanzar en la direccion correcta no esta libre de 
obstaculos, que requiere de gran valor y de una decision inquebrantable por enunciar la 
verdad que nos es dado hallar; que exige irrenunciable amor al conocimiento y, muy en 
particular, a la Matematica que profesamos como vocacion de vida. De todo esto se im- 
pregna esta primera version multinacional basada en el texto clasico de Precalculo, ter- 
cera edicion, de Stewart y col. Esperamos que la lectura de este texto tambien impreg- 
ne al lector del espfritu que ha motivado a sus autores para poner a disposicion de el la 
variedad, riqueza, y profundidad del pensamiento matematico. 


Hector Hevia, Ph. D. 

Profesor Titular, Universidad Adolfo Ibanez 
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INTRODUCCION 


CALCULADORAS Y CALCULOS 


Las calculadoras son esenciales en la mayor parte de los temas matematicos y 
cientfficos. Nos liberan de llevar a cabo tareas rutinarias, de manera que podemos 
enfocarnos con mayor claridad en los conceptos que estudiamos. Las calculadoras 
son herramientas poderosas, pero sus resultados necesitan interpretarse con cuidado. 
A continuacion describiremos las caracteri'sticas de una calculadora adecuada para un 
curso de precalculo, y daremos gui'as de accion para interpretar los resultados de sus 
calculos. 


CALCULADORAS CIENTIFICAS Y GRAFICAS 

En este curso necesitara una calculadora cientifica —que tenga, como mmimo, las 
operaciones aritmeticas usuales (+, —, x, -f) y funciones exponenciales, logarftmicas y 
trigonometricas (e x , 10 x , In, log, sin, cos, tan). Ademas, sera de utilidad una memoria 
y por lo menos, algun grado de programabilidad. Muchas calculadoras cientfficas 
pueden llevar a cabo operaciones sobre matrices y determinantes. 

Su instructor pudiera recomendarle o hacerle ver la conveniencia de adquirir una 
calculadora grafica. Este libro tiene subsecciones y ejercicios opcionales, en los que es 
necesario el uso de una calculadora grafica, o de una computadora con software de 
graficacion. Estas subsecciones y ejercicios especiales han quedado identificadas por el 
sfmbolo -|| . 

Es importante darse cuenta que, debido a una resolution limitada, una calculadora 
grafica solo da una aproximacion de la grafica de una funcion. Puede trazar unicamente 
un numero finito de puntos, y entonces conectarlos para formar una representation de 
la grafica. En muchos ejemplos hacemos notar que se debe tener cuidado al interpretar 
las graficas producidas por las calculadoras. 


CALCULOS y cifras significativas 

La mayor parte de los ejemplos y ejercicios de este libro involucran valores 
aproximados. Por ejemplo, un ejercicio dice que la Luna tiene un radio de 1074 millas. 
Eso no significa que su radio sea exactamente de 1074 millas, simplemente es el radio 
redondeado a la milla mas proxima. 

Un metodo simple para especificar la exactitud de una cifra es indicar cuantas cifras 
significativas tiene. Las cifras significativas en un numero son aquellas desde la prime- 
ra cifra diferente de cero hasta la ultima cifra diferente de cero (leyendo de izquierda a 
derecha). Por lo que 1074 tiene 4 cifras significativas, 1070 tiene 3,1100 tiene 2 y 1000 
solo tiene una cifra significativa. Esta regia a veces conduce a ambiguedades. Por 
ejemplo, si una distancia es igual a 200 km redondeado al kilometre mas proximo, 
entonces realmente el numero 200 contiene 3 cifras significativas, no simplemente una. 
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Esta ambigiiedad se evita si se utiliza la notacion cientifica —esto es, si se expresa el 
numero como un multiplo de una potencia de 10. 

2.00 x 10 2 

Cuando se trabaja con valores aproximados, los estudiantes a menudo cometen el 
error de dar una respuesta final con mas cifras significativas que los datos originales. 
Esto es incorrecto, ya que no se puede “crear exactitud utilizando una calculadora. El 
resultado final no puede ser mas exacto que las mediciones recibidas en el problema. 
Por ejemplo, suponga que nos dicen que los dos lados mas cortos de un triangulo 
rectangulo son de 1.25 y de 2.33 pulgadas de largo. Si aplicamos el teorema de 
Pitagoras y utilizamos una calculadora, encontramos que la hipotenusa tiene como 
longitud 


Vl.25 2 + 2.33 2 ~ 2.644125564 in 

Pero en vista que las longitudes dadas fueron expresadas hasta tres cifras significativas, 
la respuesta no puede ser mas exacta. Podemos, por tanto, unicamente decir que la hipo¬ 
tenusa tiene 2.64 pulgadas de largo, redondeando a la centesima mas proxima. 

En general, la respuesta final debera expresarse con la misma exactitud que la 
medicion con menor exactitud dada en el enunciado del problema. Las siguientes reglas 
hacen mas preciso este principio. 

: | 

| | 

i ; 

A1 multiplicar o dividir, redondee el resultado final de manera que tenga i 

I tantas cifras significativas como las que tiene el valor dado con el numero mas j 

I bajo de cifras significativas. j 

A1 sumar o restar, redondee el valor del resultado final de manera que su 
j ultimo dfgito significativo este en el lugar decimal que ocupa el ultimo dfgito j 

j significativo del valor de menor exactitud dado como dato. j 

A1 elevar a potencias o extraer rafces, redondee el resultado final de manera j 

| que tenga el mismo numero de cifras significativas que el valor dado. 


Suponga que se mide la parte superior rectangular de una mesa y es de 122.64 pulga¬ 
das por 37.3 pulgadas. Su area y su perfmetro se expresan de la siguiente manera: 

Area = longitud x ancho = 122.64 x 37.3 = 4570pulg 2 Ties cifras significativas 

Perfmetro = 2(longitud + ancho) = 2(122.64 + 37.3) = 319.9 pulgadas. Dfgito de decirnos 


Note que en la formula para el perfmetro, el valor 2 es un valor exacto, no una me¬ 
dicion aproximada. Por tanto, no afecta la exactitud del resultado final. En general, si 
un problema involucra solo valores exactos, podemos expresar la respuesta final con 
tantas cifras significativas como queramos. 

Uj| Note tambien que para hacer que el resultado final sea tan exacto como sea posible, 
debera esperar hasta el ultimo paso para redondear su respuesta. De ser necesario, uti- 
lice la memoria de su calculadora, para retener los resultados de calculos intermedios. 
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1NTRODUCCION 


FORMULAS ALGEBRAICAS 


RECTAS 

Pendiente de la recta que pasa por P x (xj, y,) y 
P 2 ( X2 ,y 2 ): 

n-y i 

m = - 

X2~Xl 


FORMULAS DE DISTAMOA Y FUNTO 
MEDIO 

Distancia entre P j (xj, yj) y P 2 (x 2 ,y 2 ): 

y/(X2 - X \) 2 + (y 2 - yi) 2 


Ecuacidn punto-pendiente de la recta que pasa 
por P I (x x , y j) con pendiente m: 

y-yi =m(x-xi) 

i 

Eduacidn pendiente-ordenada al origen de la 
recta con pendiente m y ordenada al origen b: 

y = mx + b 

FORMULA CUADRATICA 
Si a n 0, las raices de ax 2 + bx + c = 0 son 
—b ± -Jb 2 — 4a c 


Pisnto medio entre Pi P 2 ' 


/ xi+x 2 
V 2 


yi +y2 \ 

2 ) 


TEOREMA DEL BINOMIO 



FORMULAS DE FACTORIZACION EXPONENCIALES Y LOGARITMOS 


X 2 - y 2 = (x - y)(x + y) 

y — a x <— 

+ * = log fl y 

(x ± y) 2 = x 2 ± 2xy + y 2 

y = e* <— 

* * = In y = log e y 

x 3 ±y 3 = (x± y)(x 2 Txy + y 2 ) 

a° = 1, a 1 = a ; 

log a 1 = 0, log a a = 1 

(x ± y) 3 = x 3 ± 3x 2 y + 3 xy 2 ± y 3 

a x =e xln a . 

lnx 

,0g ^ = i^ 

DESIGUALDADE5 

a x -a y = a x+y ; 

log a (x • y) = log a x + log a 

Si a > b y b > c, entonces a > c 

a x 

— = a x ~y ; 

a y 

log a ^ = log a x - log a y 

Si a > b, entonces a + c > b + c 

( a x ) y = a xy ■ 

log a x> = y log a x 

Si a > b y c > 0, entonces ac > be 

Si a > b y c < 0, entonces ac < be 

( 1 ab) x = a x b x ; 

/ a\ x a x 

\b) = Ip 


I a I < b si, y solo si, — b < a< b „ i/n nrx 

II ’ 3 Cuando n es entero, a ' = ZJa 
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INTRODUCCION 


teorema de DEMOIVRE 

z “ = [r(cos 6 + i sen 6)" = /-"(cos nd + i sen n&) 


Vz = [r(cos 0 + i sen 0)]' ln 

, l 8 + 2kir 0 + 2 kit 

= r 1/n cos --1- i sen 

\ n n 

donde k = 0 , 1 , 2,.. .,n- 1 



Formula de rotacion de los ejes 

x = X cos <j>-Y setup y = X sen <p + Ycos <p 

Formula del angulo de rotacion para secciones conicas 

A - C 
cot 2 <p - r 


1. una parabola, si e = 1 

2. una elipse, si e < 1 

3. una hiperbola, si e > 1 


REFERENCIAS PARA EL CALCUIO 

Muchos estudiantes tienen dificultades en sus cursos de calculo con 
las matematicas de precalculo. El calculo requiere que usted 
comprenda y recuerde los temas del precalculo. For esta razon, 
pudiera ser util conservar este libro como referenda de consulta 

t „ r- _I! J Ain afonfA 


Algunas referencias a temas de calculo incluidas 
en este libro: 

Asintotas * paginas 361,534 

Calculo de funciones trigonometricas • pagina 405 

Componentes de un vector 8 pagina 503 


Cicloide • pagina 573 

Definicion del numero e • pagina 268 

Cocientes de diferencias • paginas 54 

Factorization con exponentes fraccionarios • pagina 54 

Formulas para reducir las potencias de seno y coseno • pagina 467 


Expresiones fraccionarias • pagina 54 
Formulas del angulo medio * pagina 468 


rnoRDENAPASPOLARES 



ECUACIONES POLARES DE SECCIONES CONICAS 

La grafica de una ecuacion polar de la forma 


ed 


1 ± e cos 6 


ed 


: e sen 8 


Es una section conica con excentricidad e y con un foco en el ongen. 
La section conica es 


Funciones crecientes y decrecientes • pagma 231 

Limites • paginas 361 

Maximos y mlnimos locales 8 paginas 323 

Funcion exponential natural • pagina 268 

Funcion logaritmo natural • pagina 283 

Ley de enfriamiento de Newton • pagina 304 

Metodos numericos 0 pagina 405 

Curvas parametricas • pagina 570 

Coordenadas polares * pagina 554 

Ecuaciones polares de secciones conicas ° pagina 565 

Medicion en radianes • pagina 387 

Sustitucion trigonometrica a pagina 451 






■ INTRODUCCION AL CALCULO 




CONCEPTOS 

FUNDAMENTALES 



Para los antiguos sacerdotes 
egipcios, el calculo del volu- 
men de una piramide era un 
proceso complicado debido a 
que el lenguaje del algebra 
todavfa no se habfa inventado. 
Sin embargo, con la notacion 
algebraica podemos calcular 
facilmente el volumen de una 
piramide utilizando la formula 
V= \b 2 h. 


Uno aprende haciendo las cosas; porque aunque piense que lo sabe, no 
tendra la certidumbre hasta que lo intente. 


SOFOCLES 






En este primer capjtulo repasaremos los conceptos basicos del algebra y la geometrfa 
analftica que necesitaremos a lo largo del libro. 



Diofanto vivio en Alejandria aproxi- 
madamente en el ano 250 a.C. Escri- 
bio un libro titulado Aritmetica, el cual 
se considera como el primero acerca 
de algebra. En el se plantean metodos 
para obtener soluciones enteras de 
ecuaciones algcbraicas. Este texto se 
ha lefdo por mas de mil anos. Fermat 
(vease la pagina 458) hizo algunos de 
sus mas importantes descubrimientos 
mientras estudiaba este libro. La prin¬ 
cipal contribucion de Diofanto es el 
uso de si'mbolos para representar las 
incognitas en un problema. Aunque su 
simbolismo no es lan sencillo como el 
quo se utiliza hoy cn dia, fue un avan- 
ce importante en comparacion con cs- 
cribir con palabras. I in la notation de 
Diofanto, la ccuacibn 

^ - 7X 2 + 8x - 5 = 24 
se escribe 

AK v at,8 A r r)MeiKd 

Nuestra modema notacion algebraica 
no se utilizo de forma comun-sino hasta 
elsigloXVII. 


FIGURA 1 

El sistema de los numeros reales 


NUMEROS REALES ___ 

Recordemos los diferentes tipos de numeros que forman el sistema de los numeros rea¬ 
les. Empezamos con los numeros naturales: 

1,2,3,4,.. . 

Los enteros son los numeros naturales, junto con los negativos y el cero: 

... ,-3,-2,-l,0,1,2,3,4,. .. 

Construimos los numeros racionales mediante razones entre numeros enteros. Asf, 
cualquier numero racional r se puede expresar como 

fYl 

r = — donde m y n son enteros yn^O 
n 

Ejemplos de esto son 

1 _3 az. — 46 017 — JJL 

2 7 — 1 U - A/ 100 

(Recuerde que la division 0 no es valida en ningun caso, por lo que expresiones como 
5 y 5 estan indeftnidas.) Tambien existen numeros reales, como V2, que no se expre- 
san como una razon entre numeros enteros, por lo tanto, se conocen como numeros 
irracionales. Se puede demostrar, con diversos grados de dificultad, que cada uno de 
los numeros siguientes es tambien un numero irracional: 


V 3 V5 tt 

TT 

El conjunto de todos los numeros reales, por lo general, se denota mediante el srm- 
bolo R. Cuando utilizamos la palabra numero sin adjetivo, queremos decir “numero 
real.” La ftgura 1 muestra un diagrama de los diferentes tipos de numeros reales con los 
que trabajaremos en este libro. 
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CAPITULO 1 CONCERTOS FUNDAMENTALES 


Una parte decimal que se rep lie como en 
el caso tie 

a = 3.5474747 . . . 

corresponds a un numero racional. Para 
convertirlo a una razon entire dos enteros. 
escribimos 

1000a = 3547.47474747. . . 

iO.y = 35.47474747... 

990a- = 3512.0 

por lo que x = ■ (La idea es multipii- 

car x por las potencias adecuadas de 10, y 
despues restar para eliminar la parte que 
se repite.) 


FIGURA 2 
La recta real 


FIGURA 3 


Todo numero real posee una representacion decimal. Si el numero es racional, en- 
tonces su parte decimal correspondiente se repite. Por ejemplo, 

\ = 0.5000 ... = 0.50 § = 0.66666 ... = 0.6 

= 0.3171717... = 0.317 f = 1.285714285714... = 1.285714 

(La barra indica que la secuencia de dlgitos seiialados se repite por siempre.) Si el 
numero es irracional, la representacion decimal no es repetitiva: 

V2 = 1.414213562373095 ... tt = 3.141592653589793... 

Si detenemos la expansion decimal de cualquier numero en un cierto lugar, obtenemos 
una expresion aproximada del numero. Por ejemplo, podemos escribir 

3.14159265 

donde el simbolo = se lee como “es aproximadamente igual a”. Mientras mas decimales 
tengamos, mejor sera la aproximacion que obtendremos. 

Los numeros reales se pueden representar mediante puntos sobre una recta, como 
se muestra en la figura 2. La direccion positiva (hacia la derecha) se indica mediante 
una flecha. Escogemos un punto arbitrario de referencia O, llamado el origen, que co- 
rresponde al numero real 0. Dada cualquier unidad conveniente de medicion, cada 
numero positivo x esta representado por un punto en la recta a una distancia de x 
unidades hacia la derecha del origen, y cada numero negativo —x esta representado por 
un punto que se encuentra a x unidades hacia la izquierda del origen. Asi, todos los 
numeros reales estan representados mediante un punto en la recta, y cada punto P 
sobre la recta corresponde exactamente a un numero real. El numero asociado con el 
punto P se conoce como la coordenada de P, y la recta entonces se conoce como recta 
de coordenadas, o la recta de los numeros reales o simplemente recta real. A 
menudo identificamos el punto con su coordenada y pensamos en un numero como un 
punto sobre la recta real. 


-4.9 -4.7 

\ / 


HH- 


-3.1725 
\ -2.63 


-72 


-H-F- 

-3 


-I-F- 


1 U 
16 8 4 1 

\U 2 


_ 75" 
72 ^ 75 


-H4+H—i—i—i—i—i- 


4.2 4.4 4.9999 

\ 7 7 

I l-FH-H- 


-5 \ -4 

-4.85 


-2 


0 f 

0.3 


1 


4/ \ 5 
4.3 4.5 


Los numeros reales estan ordenados. Decimos que a es menor que b y escribimos 
a < b si b - a es un numero positivo. Geometricamente, esto significa que a se encuen¬ 
tra a la izquierda de b en la recta real. (De manera equivalente, podemos decir que b es 
mayor que a y escribir b > a.) El sunbolo a ^ b (o b ^ a) significa que a <b o a = b y 
se lee “a es menor o igual a b”. Por ejemplo, las siguientes desigualdades son ver- 
daderas (vease la figura 3): 


7 < 7.4 < 7.5 


—v<—3 V2 <2 2 2 


— 1 IT 

—I-M-1-1-F- 

—4 -3 -2 -1 0 


72 

H—• ♦-1-1-F- 

1 2 3 4 5 


7.4 7.5 

\ 7 

♦ V —1 


8 
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rj PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES 

A1 combinar los numeros reales utilizando las operaciones familiares de suma y multi¬ 
plicacion, utilizamos las siguientes propiedades de los numeros reales. 


Propiedad 




1 '>!} 'i uh pvll. •• = r -i i .VC 

• ieV 1 &V-i W W- 1 ? 




Nombre y Description 


j a+b-b+a 


i ab-ba 


| (a + b) + c = a + (b + c) 

( 

i 

( ab)c — a(bc ) 


a(b + c)=ab + ac 
(b + c)a = ab + ac 


7 + 3 = 3 + 7 


3 • 5 = 5 ■ 3 


(2 + 4) + 7 = 2 + (4 + 7) 


(3 - 7) - 5 = 3. (7 • 5) 


2-(3 + 5) = 2- 3 + 2- 5 
(3+5)-2 = 2- 3+ 2- 5 


Propiedad conmutativa de la suma 

Cuando sumamos dos numeros, el orden no 
tiene importancia. 

Propiedad conmutativa de la multiplicacion 

Cuando multiplicamos dos numeros, el orden 
no importa. 

Propiedad asociativa de la suma 

Cuando sumamos tres numeros, no importa 
cuales dos sumamos primero. 

Propiedad asociativa de la multiplicacion 

Cuando multiplicamos tres numeros, no 
importa cuales dos multiplicamos primero. 

Propiedad distributiva 
Cuando multiplicamos un numero por la suma 
de otros dos numeros, obtenemos el mismo 
resultado si multiplicamos el numero por cada 
uno de los terminos y a continuacion 
sumamos los resultados. 


De nuestra experiencia con los numeros sabemos intuitivamente que estas propieda¬ 
des son verdaderas. Para revisar estas, calcule las expresiones a ambos lados del signo 
2 ( 3 + 5 ) igual en cada uno de los ejemplos de la tabla. Las operaciones en los parentesis deben 

“I | efectuarse primero. Asf, por ejemplo 


(2 + 4) +7 = 6 + 7= 13 y 2 + (4 + 7) = 2 + 11 = 13 


La propiedad distributiva es muy importante en algebra, ya que describe la forma en 
que la suma y la multiplicacion se relacionan entre si. Es aplicable siempre que multi- 
pliquemos un numero por una suma. La figura 4 explica por que esta propiedad fun- 
ciona para el caso en el cual todos los numeros son enteros positivos; sin embargo, la 
Propiedad distributiva propiedad es verdadera para cualesquier numeros reales a, b y c. 

EJEMPLO 1 m Uso de las propiedades de los numeros reales 
Sean x, y, z y w numeros reales. 

(a) (x + y)(2zw) = (2 zw)(x + y ) Propiedad conmutaliva de la multiplicacion 


• • • 
• • • 

2-3 
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(b) (x + y)(z + w) = (x + y)z + (x + y)w 


Propiedad distributiva 
(coa a = x + v) 


= (zx + zy ) + (wx + wy) Propiedad distributiva 

= ZX + zy + WX + wy Propiedad asoeiativa de la suma 


En el ultimo paso eliminamos los parentesis porque, de acuerdo con la propiedad 
asoeiativa, como se agrupen los sumandos no importa. * 


|H| No cometa el error de suponer que 
-a es un numero negativo. Si -a es nega- 
tivo o positivo dependera del valor de a. 
Por ejemplo, si a = 5 entonces -a — — 5, un 
numero negativo; pero si a = -5 entonces 
-a = -(-5) = 5 (propiedad 2) es un numero 
positivo. 


El numero 0 es especial en el caso de la suma; se conoce como neutro aditivo, por¬ 
que a + 0 = a para cualquier numero real a. Todo numero real a tiene un negativo, -a, que 
satisface la ecuacion a + (—a) — 0. La resta (o sustraccion) es la operation inversa de 
la suma; para restar un numero de otro, simplemente sumamos el negativo de dicho nu¬ 
mero. Por defmicion 


a-b = a + (- b ) 


Para combinar numeros reales que involucran negativos, utilizamos las propiedades 
siguientes. 


PROPIEDADES DE LOS NEGATIVOS 


Propiedad 

1. (-l)a = -a 

2 . —(— ci) — ci 

3. (-a)b = a(-b) = -(ab) 

4. (-a)(-fc) = ab 

5. -(a + b) = -a - b 

6. —(a - b) = b-a 


Ejemplo 

(—1)5 = -5 
-(- 5 ) = 5 

(-5)7 = 5(-7) = -(5 • 7) 
(—4)(—3) = 4-3 
_(3 + 5) = -3 - 5 
-(5 - 8) = 8 - 5 


La propiedad 6 establece el hecho intuitivo de que a — byb — a son los negativos el 
uno del otro. La propiedad 5 a menudo se utiliza con mas de dos terminos; 

-(a + b + c)=-a-b-c 

EJEMPLO 2 B Uso de las propiedades de los negativos 

Sean x,yyz numeros reales 

(a) -(x + 2)=—X — 2 Propiedad 5 

(b) -(x +y-z) = -X-y — (-z) Propiedad 5 

— — X — y + Z Propiedad 2 ® 

El numero 1 es especial para la multiplicacion; se conoce como neutro multiplicati¬ 
ve, ya que a ■ 1= a para cualquier numero real a. Cualquier numero real a diferente de 
cero tiene un inverso, 1/a, que satisface la ecuacion a -(1 la) = 1. La division es la ope¬ 
racion inversa de la multiplicacion; para dividir un numero, multiplicamos por el inver¬ 
so de dicho numero. 
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Si b & 0 , entonces, por definition. 


a + b = a ■ — 
b 

Escribimos a - (1 lb) simplemente como alb. Nos referimos a alb como el cociente de a 
y b o como la fraction de a sobre b\ a es el numerador y b es el denominador (o divi¬ 
sor). Para combinar numeros reales utilizando la operation de division, aplicamos las 
propiedades siguientes: 


PROPiEDADES DE LAS FRACC 




Propiedad 

Ejemplo 


Descripcion 

a c ac 

2 5 2-5 10 


Para multiplicar fracciones, multiplique los 

1 ' b d ~ bd 

a c a d 

3 7 “ 3 • 7 “ 21 

2 . 5 _ 2 7 _ 14 



numeradores y denominadores. 

Para dividir fracciones, invierta el divisor y 

b d b c 

■ • 

3 7 3 5 15 


multiplique 

a b a 3- b 

3. i - --- 

2 7 2+7 9 

- c — - 


Para sumar fracciones con un mismo denomi- 

c c c 

5 5 5 5 


nador, sume los numeradores 

a c ad + be 

2 3 2 • 7 + 3 • 5 

29 

Para sumar fracciones con diferentes 
denominadores, obtenga un denominador comiin. 

b ' d bd 

5 + 7 ~ 35 

35 

ac a 

5. — = - 

2-5 _ 2 


Despues sume los numeradores 

Cancele los numeros que son factores comunes 

be b 

3-5 3 


tanto en el numerador como en el denominador 

a c , , 

6. Si — = —, entonces ad = be. 
b d 

2 6 

- = -, asf 2 • 9 = 3 • 6 


Multiplique en forma cruzada 


Cuando se suman fracciones con denominadores diferentes, por lo general no utili- 
zamos la propiedad 4. En lugar de esto volvemos a escribir las fracciones, de manera 
que tengan un denominador comun (normalmente menor al producto de los denomina¬ 
dores) y entonces utilizamos la propiedad 3. Este denominador es el Mmimo Comun 
Denominador (MCD) que se describe en el ejemplo siguiente 


EJEMPLO 3 @ Uso del MCD para sumar fracciones 


Evalue: 


A _Z_ 

36 + 120 


SOLUCION Al descomponer cada denominador en sus factores primos obtenemos 


36 = 2 2 • 3 2 y 120 = 2 3 • 3 • 5 


Determinamos el mmimo comun denominador (MCD) formando el producto de todos 
los factores obtenidos en la descomposicion, utilizando la potencia mas elevada de cada 
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uno 


de ellos. Asi, el MCD es 2 3 • 3 2 • 5 = 360. Por lo tanto 


5 7 

+ 


5-10 7-3 


36 120 36 • 10 120 • 3 


Prop ied ad 5 


50 21 

360 + 360 


71 

360 


Propicdad 3 


mm 


CONJUNTOS E INTERVALOS 

En el analisis que sigue, es necesario que utilicemos la notacion de conjuntos Un con- 
junto es una coleccion de objetos, conocidos como los elementos del conjunto. Si S e. 
un conjunto, la notacion G significa que a es un elemento de S, y <2 sigmfica que b no 
es un elemento de S. Por ejemplo, si Z representa el conjunto de los enteros, entonces 

3 Alsmnos^onjuntos se pueden describir listando sus elementos entre Haves. Por ejem¬ 
plo, el conjunto A formado por todos los enteros positives menores que 7 se puede 

escribir como 


A = {1,2,3,4,5,6} 

Tambien podrfamos escribir A en notacion constructiva de conjuntos en la forma 
A = {x I x es un entero y 0 < x < 7} 

que se lee “A es el conjunto de todas las x tal que x sea un entero y 0 < x <T. 

Si 5 y T son conjuntos, entonces su union S U Tes el conjunto constituido por todos 
los elementos que estan en S o en T(o en ambos). La interseccion de S y ^; el con¬ 
junto S n T formado por todos los elementos que estan tanto en S como en T. En o 
palabras S n T es la parte comun de S y de T. El conjunto vacio denotado como 0 es 
el conjunto que no contiene ningun elemento. 



EJEMPLO 4 ■ Union e interseccion de conjuntos 

Si S = {1,2, 3,4, 5}, T= {4, 5, 6, 7} y V = {6, 7, 8>, obtenga los conjuntos 5 U T, 

snTysnv. 


SOLUCION 

S U T= {1,2,3,4,5,6,7} 
snr={4,5> 

snv=0 


Todos los elementos en S o en T 
Elementos comunes tanto a 6 como a V 
S y V no tienen ningun elemento eD comun 


Ciertos conjuntos de numeros reales, conocidos como intervalos, se presentan con 
frecuencia en el calculo y geometricamente corresponden a segmentos de recta Por 
ejemplo, si a<b, entonces el intervale abierto desde a hasta b esta integrado por todos 
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FIGURA 5 

El intervalo abierto (a,b) 


FIGURA 6 

El intervalo cerrado [a,b] 



En un intervalo abierto no existe 
un numero mas grande o uno mas 
pequeno 


Cualquier intervalo contiene una in- 
finidad de numeros; cada uno de los 
puntos de la grafica de un intervalo 
corresponde a un numero real. En el 
intervalo cerrado [0,1] el numero mas 
pequeno es 0 ,y el mas grande es 1 ,pero 
el intervalo abierto (0,1) no contiene 
algun numero que sea el mas grande o 
el mas pequeno. Para verlo, observe 
que 0.01 esti cerca de 0, pero 0.001 
esti aun mas cerca, 0.0001 todavia 
mas cerca y asf sucesivamente, por lo 
que siempre podemos encontrar un 
numero en el intervalo (0,1) mas cerca 
de cero que cualquier otro numero 
dado. Ya que el 0 mismo no esta en el 
intervalo, este no contiene ningun 
numero que sea el mas pequeno. De 
forma analoga, 0.99 esta cerca de 1, 
pero 0.999 esta mas cerca, 0.9999 aun 
mas cerca. Debido a que 1 mismo no 
esta dentro del intervalo, este no con¬ 
tiene algun numero que sea el mas 
grande. 



los numeros entre a y b y se denota mediante el sfmbolo ( a,b ). Utilizando la notacion 
construedva de conjuntos, podemos escribir 

(a, b) - {x I a < x < b} 

Note que los puntos extremos, a y b, no estan incluidos en este intervalo. Este hecho 
queda indicado por los parentesis ( ) en la notacion de intervalos y por los cfrculos en 
bianco de la figura 5 en la grafica del intervalo. 

El intervalo cerrado de a a b es el conjunto 

[a, b] - {x I a =£ x «£ b} 

Aqut los puntos extremos del intervalo han quedado incluidos. Esto se indica mediante 
corchetes [ ] en la notacion de intervalos y con los cfrculos solidos de la figura 6 en 
la grafica del intervalo. Tambien es posible incluir solo un punto extremo en un inter¬ 
valo, como se muestra mas abajo en la tabla de intervalos. 

Necesitamos considerar tambien intervalos infinitos, como 

(a, co) = {x I x > a} 

Esto no significa que el °° (“infinito”) sea un numero. La notacion (a, 00 ) corresponde 
al conjunto de todos los numeros que son mayores que a, por lo que el sfmbolo 00 sim- 
plemente indica que el intervalo se extiende de manera indefinida en la direccion po- 
sitiva. 

La siguiente tabla lista los nueve tipos posibles de intervalos. Cuando estos se anali- 
cen, siempre supondremos que a < b. 


Notacion 

Descripcion del conjunto 

Grafica 

(a, b) 

{x 1 a < x < b} 

a b 

[a,b] 

{x 1 a =£ x *£ b} 

-. .—► i 

a b 

[a,b) 

{x 1 a =£ x < b} 

a b \ 

0 a,b] 

{x 1 a < x =£ b} 

a b 

(a, 00 ) 

{x 1 a < x} 

-o ——-— » 

a 

[a, oo) 

{x 1 a x} 

a 

(-00,6) 

{x 1 x < b} 

b 

j (-00, b ] 

{x 1 x < b} 

b 

i (- 00 , °°) 

R (conjunto de todos los 

---► 

i 

numeros reales) 



EJEMPIO 5 B Graficacion de intervalos 

Exprese cada intervalo en terminos de desigualdades y graffquelos. 

(a) [-1,2] = {jcl-1 =sx<2} 

(b) [1.5,4] = {xl 1.5 s£jc=S4} 

(c) (-3, oo) = { x I -3 < x} 


-3 


0 
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EJEMPLO 6 § Determination de uniones e intersecciones de intervaios 
Grafique cada conjunto 

(a) (1,3) n [2, 7] (b) (-2, -1) U (1,2) 

SOLUCION 

(a) La interseccion de dos intervaios esta formada por los numeros que se encuentran 
en ambos. Por lo tanto 

(1,3) n [2,7] = {xl 1 <*< 3 y 2=£jr £ £7} 

= (jc I 2 =£ x < 3} 

= [2,3) 

Este conjunto aparece ilustrado en la figura 7. 


(1,3) 

H— -<>■ 

0 1 3 


(- 2 ,- 1 ) 

—----F- 

-2 -1 0 


0 


[2,7] 

2 7 


( 1 , 2 ) 


0 1 2 


[2, 3) 

-1---o- 

0 2 3 


(-2,-1) U (1, 2) 

-o---1--- - 

- 2-10 1 2 


FIGURA 7 

(1,3) n [2,7] 


FIGURA 8 

(-2. -1) U (1,2) 


(b) La union de los intervaios (-2, -1) y (1,2) la conforman los numeros que se 
encuentran ya sea en (-2, -1) o en (1,2), por lo que 


1-31 = 3 


151 = 5 


H-1-i-1-1-1-*- 


(_2,-1) U (1,2) = {jc I-2<x<-1 obien, 1<*<2> 

gg 

Este conjunto aparece ilustrado en la figura 8. 

VALOR ABSOLUTO Y DISTANCIA 

El valor absolute de un numero a, denotado por I a 1, es la distancia desde a haste_0 en 
la recta de los numeros reales (vease la figura 9). La distancia es siempre posdiv^o 
cero, por lo que tenemos I a 1 3* 0 para todo numero a. A1 recordar que a pos 
cuando a es negativo, tenemos la definicion siguiente: 


FIGURA 9 


DEFINICI6n DE VALOR ABSOLUTO 


Si a es un numero real, entonces el valor absolute de a es 

f a si a > 0 
I a 1 = | . , 

[-a si a < U 
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EJESViPLO 7 a Evaluation de vaiores absoiutos 

(a) 13 1 = 3 

(b) I-3 I = -(-3) = 3 

(c) I 3 - tt I = -(3 - it) = it - 3 (puesto que 3<'7t=>3-it<0) 

(d) Si x 4, entonces lx-4 1=x-4 (puesto que en este caso x - 4 

(e) Si x < 4, entonces I x - 4 I = -(x - 4) = 4 - x (puesto que en este 

x - 4 < 0) 


SO) 

caso 


A1 aplicar la definicion de valor absolute se pueden demostrar las siguientes pro- 
piedades. 



Propiedad 

1. \a\-\-a\ 

2. \ab\ = \a\\b\ 


3. 


b\ 


4. I a n I = I a \ n 


Un numero y su negativo tienen el mismo valor 
absolute 

El valor absolute de un producto es el producto 
de los vaiores absoiutos. 

El valor absolute de un cociente es el cociente 
de los vaiores absoiutos. 

El valor absolute de una potencia es la potencia 
del valor absolute. 


EJEMPLO 8 ■ Simplification dei valor absolute en una expresion 


(a) 

1 -4 -x 2 1 = 1 -(4 +x 2 ) 1 = 1 4 + x 2 ! = 4 + x 2 

Propiedad 1 y el hecho de que 

4 + x 2 > 0 


(b) 

1 2x — 61 = 1 2(x — 3) 1 = 2 1 x - 31 

Propiedad 2 

£5 


^Cual es la distancia entre los numeros -2 y 11 en la recta real? A partir de la figura 
10 vemos que la distancia es 13. Obtendriamos esto calculando I 11 - (-2) I = 13 o bien 
I (—2) - 11 I = 13. Partiendo de esta observacion, podemos hacer la siguiente definicion 
(vease la figura 11). 


1*-1 b - a\ -H 

a b 

FIGURA 11 

Longitud de un segmento de recta = I b - a I 


DISTANCIA ENTRE PUNTOS EN LA RECTA REAL 


Si a y b son numeros reales, entonces la distancia entre los puntos a y b en la 
recta real es 

d(a, b) = I b - a I 


—i i i i i i i i i i i i i i 

-2 0 11 

FIGURA 10 
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H- 10 -H 

I I I I I I I I + 1 -I— I — F 
-8 0 2 


FIGURA 12 


De la propiedad 6 de los negativos se desprende que 

I b - a I = I a - b I 

Esto confirma que, como esperanamos, la distancia de a a b es la misma que la distan- 
cia de b a a. 

EJEMPLO 9 B Distancia sntre puntos en la recta real 
La distancia entre lo numeros -8 y 2 es 

d(a, i) = I -8 - 2 I = I -10 I - 10 

Podemos verificar este calculo geometricamente, como se muestra en la figura 12. ® 


EJERCICIOS 


1-8 « Enuncie la propiedad de los numeros reales que se esta 
usando 

1 . 2x + y = y + 2x 

2. c(a + b) = (a + b)c 

3. (x + y) + 5z = * + <J + 5z) 

4. 2(w +x) = 2w + 2x 



21-24 ® Diga si cada una de las desigualdades es verdadera o 
falsa 


21 . (a) -6 <-10 

22 . (a) if < if 

23. (a) -it > -3 


(b) V2 > 1.41 
(b) 8 8 
(b) 8 9 




5. 3(5x + 1) = 15jc + 3 

6. (xy)S = xCyS 1 ) 

1. (x + a)(x + b) = (x + a)x + (x + a)b 
8. a(x + y + z) = ax + ay + az 


9-16 s Utilice las propiedades 
la expresion sin parentesis 

9. 3(x + y) 

11. 4(2m) 

13. |( - 6 y) 

15. -f(2x-4y) 


de los numeros reales para escribir 

10. 8(a-f>) 

12. i(l0z) 

14. - 2 (r + s) 

16. ( 3a)(b + c-2d) 


17-20 ® Efectue las operaciones indicadas. 


17. (a) ,3 + 13 

18. (a) ^ • jo 

19. (a) Itj 

20. (a) Q-g) + T 2 


(b) To ■ fi 

lb) 14 ~ 21 + 1 

(b) (4*D ~\ 

(b) ( 2 ^-f)-G f 2 ) 


25-26 a Escriba cada uno de los enunciados en terminos de 
desigualdades. 

25. (a) x es positivo 

(b) t es menor que 4 

(c) a es mayor que o igual a ir 

(d) x es menor que 5 y es mayor que -5 

(e) la distancia maxima de p a 3 es 5 


26. (a) y es negativo 

(b) z es mayor que 1 

(c) b es a lo mas 8 

(d) w es positivo y es menor que o igual a 17 

(e) y esta al menos a 2 unidades de it 


27-30 a Obtenga el conjunto indicado si 

A ={1,2,3,4,5,6} B = { 2,4,6,8} 
C = {7,8,9,10} 


27. (a) A U B 

28. (a)BUC 

29. (a) A U C 

30. (a) AUiUC 


(b) A fl B 
(b)J5flC 
(b) A n c 
(b) a n b n c 
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31-32 a Obtenga el conjunto indicado si 

A = {x I x > -2} B = (x I x < 4 } 

C = {x I -1 < x < 5} 

31. (a) B U C (b ) BC\C 

32. (a) A n C <b) A fl B 

33-38 n Exprese el intervalo en terminos de desigualdades y 
grafiquelo. 

33. (-3,0) 34. (2,8] 

35. [2, 8) 36. [-6, 1 ] 

37. [2, oo) 38. (-oo, 1) 

39-44 a Exprese la desigualdad en notacion de intervalos y reali- 
ce las graficas correspondientes. 


39. x ^ 1 

41. -2 < x 1 

1 

43. x > -1 

45-50 ® Grafique el conjunto. 
45. (-2,0) U (-1,1) 

47. [-4, 6 ] fl [0, 8 ) 

49. (-oo, -4) U (4, oo) 

51-54 ® Evalue cada una de la 

51. (a) I 100 I 

52. (a) 1 -8 - (-2) I 

53. (a) 11 -6 I - I -A 11 

54. (a) I 2-1-121] 


40. 1 =S x 2 
42. x 3* -5 
44. -5 < x < 2 


1 


(W |-1| 

(b ) - 1 -| 1 - 1 - 11 ] 


55-60 a Utilice las propiedades del valor absoluto (como en el 
ejemplo 8 ) para simplificar la expresion. 

55. I3x + 9I 56. I 4x- 16 I 


57. ||x - l 


59. I -x 2 - 9 I 


58. I -2x - 10 
|x 11 


60. 


1 


61-62 ■ Determine la distancia entre los numeros dados. 
61. (a) 2 y 17 62. (a) ^ y - £ 


(b) -3 y 21 

(c) l i y -i 


(b) -38 y -57 

(c) - 2.6 y - 1.8 


63-64 a Exprese cada numero dado como una fraccion. (Vease la 
nota al margen de la pagina 4.) 


63. (a) 0.7 

64. (a) 5.23 


(a) 0.28 
(a) 1.37 


(a) 0.57 
(a) 2.135 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


65. Sumas y productos de numeros rationales y numeros irra- 
cionales Explique por que la suma, la diferencia y el pro- 
ducto de dos numeros racionales es un numero racional. ^E 1 
producto de dos numeros irracionales es un numero irracio- 
nal? iQue pasa con la suma? 

66. Comportamiento limite de los reclprocos Complete las ta- 

1 

bias. iQue ocurre con el tamario de la fraccion — conforme x se 
hace grande? conforme x se hace pequeiia? x 


46. (-2,0) n (-1, 1) 

r i / 



; X \ — 

i JC 

48. [-4, 6) U [0, 8) 

i | x 

i___ 


i : 

! 1.0 

50. (-oo, 6] fl (2, 10) 

i i 

i j 

I 


i 2 | 

j 0.5 

expresiones. 

10 : 

1 ° J 

(b) 1 -73 1 

! ioo | 

1 0.01 


1 1000 1 

i 0.001 

(b) 1 -rr - 10 1 

i i 

•_ 


7 

x 


67. Numeros irracionales y geometria A partir de la figura 
siguiente, explique como localizar el punto V 2 en la recta 
numerica. ^Puede localizar V5 utilizando un metodo simi¬ 
lar? i Y que pasa respecto a ? Liste otros numeros irra¬ 
cionales que se pueden localizar con este procedimiento. 
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CAPITULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 



1.2 

EXPONENTES Y RADICALES 



En esta seccion le damos significado a expresiones como a mJn en las que el exponente 


m/n es un numero racional. Para ello, necesitamos recordar algunos hechos sobre los 
exponentes enteros, radicales y rafces n-esimas. 



EXPONENTES ENTEROS 


Un producto de numeros iguales por lo general se escribe en notacion exponencial. Por 
ejemplo, 5 ■ 5 ■ 5 se escribe como 5 3 . En general, tenemos la definition siguiente. 



Si a es cualquier numero real y n es un entero positivo, entonces la n-esima 
potencia de a es 


a n — a ■ a ■ a 

n factores 

El numero a se conoce como la base y n como el exponente 


HI Note la diferencia entre (-3) 4 y -3 4 . 
En (-3) 4 el exponente se aplica a -3, pero 
en -3 4 el exponente solo modifica a 3. 


EJEMPLO 1 h Notacion exponencial 

(a) (I ) 5 = (jXMXM) = k 

(b) (-3) 4 = (-3) ■ (-3) • (-3) • (-3) = 81 

(c) -3 4 = -(3 - 3 - 3 - 3) = -81 


Podemos enunciar varias reglas utiles para trabajar con la notacion exponencial. 
Para descubrir la regia para la multiplicacion, multiplicamos 5 4 por 5 2 : 

5 4 ■ 5 2 = (5 • 5 • 5 • 5)(5 -5) = 5- 5- 5- 5- 5- 5 = 5 6 = 5 4+2 


4 factores 2 factores 6 factores 

Es evidente que para multiplicar dos potencias con una misma base, sumamos sus 
exponentes. En general, podemos confirmar lo anterior considerando cualquier numero 
real a y cualesquiera enteros positivos my n: 

a m a n = (a ■ a . a)(a ■a . a) = a ■ a ■ a . a = a m+n 

ni factores n factores m + n factores 


Asi, hemos demostrado que 


siempre y cuando my n sean enteros positivos. 
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Si queremos que esta regia sea verdadera, incluso cuando my n son 0 o enteros nega¬ 
tives, entonces, debemos tener 


. 2 3 = 2 0+3 = 2 ? 

pero esto solo ocurre si 2° = 1. De la misma manera, debemos tener que 

5 4 • 5 -4 = 5 4+(_4> = 5 4-4 = 5° = 1 

y esto es verdadero si 5^ = 1/5 4 . Estas observaciones nos llevan a la definition si- 
guiente: 



Si a * 0 es cualquier numero real y n es un entero positivo, entonces 


(a) a 0 = 1 (b) a~ n = \ 

a 


EJEMPLO 2 ffl Exponentes cero y negatives 

(a) (*)° = 1 


(b) = 


1 


1 

x 


(c) ( — 2)~ 3 = 


1 

( — 2) 3 



1 

8 


Es esencial familiarizarse con las siguientes reglas para nuestro trabajo con expo¬ 
nentes y bases. En la tabla las bases ay b son numeros reales, y los exponentes my n 
son enteros. 


Ley 


5. 


Description 


a m a n = a m+n 

Para multiplicar dos potencias del mismo numero, 
sume los exponentes 

II 

1 

3 

Para dividir dos potencias del mismo numero, reste 
los exponentes. 

{cry = a™ 1 

Para elevar una potencia a una nueva potencia, 
multiplique los exponentes. 

(abf = a n b n 

Para elevar un producto a una potencia, eleve cada 
factor a la potencia. 

(aV a n 

W ~ V 

Para elevar un cociente a una potencia, eleve tanto 
el numerador como el denominador a la potencia. 
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Ya hemos visto como probar la ley 1 siempre que my n son enteros positivos, pero 
al utilizar la definicion de los exponentes negativos puede probarse para cualquier 
exponente entero. Ahora damos las pruebas de las leyes 3 y 4. Las demostraciones de 
las leyes 2 y 5 se piden en el ejercicio 77 de esta seccion. 

sa Demostracion de la ley 3 Si m y n son enteros positivos, tenemos 

(a m ) n = (a-a . a) n 


= (a ■ a . a)(a ■a . a) ■ ■ ■ (a - a . a) 

a; ftciores m factores racLcros 


= a - a ■ 


n grupos de factores 


• a = a 


mn 


nm factores 


Los casos en los cuales m ^ 0 o n ^ 0, se prueban con la definicion para los expo- 
nentes negativos. a 

m Demostracion de (a ley 4 Para el caso en el cual m y n son enteros positivos, 
tenemos 

(, ab) n = (ab)(ab) ■ - • (ab) = {a ■ a . a) ■ (b ■ b . b) = a n b n 

n factores // factores n factores 

Aqui hemos utilizado de manera repetida las propiedades asociativa y conmutativa. 
Para m « 0 o n « 0, se puede probar la ley 4 con la definicion de los exponentes 
negativos. " a 


EJEMPLO 3 8 Uso de las leyes de los exponentes 


(a) 

xV = x 4+7 = x“ 

Ley 1 

(b) 

yV 7 = = y~ 3 - i 

Ley 1 

(c) 

1 ^ 

J\\ '■O 

II 

1 

Ui 

11 

Ley 2 


c 


(d) 

(b 4 ) 5 = b 4 5 = b w 

Ley 3 

(e) 

(3x) 3 = 3V = 27X 3 

t£y 4 


M 5 _x 5 _x 5 

Ley 5 

(f) 

12 ) 2 5 32 


EJEMPLO 4 ■ Simplification de expresiones con exponentes 


Simplifique: (a) (2a 3 6 2 )(3a& 4 ) 3 
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SOLUCION 

(a) (2a 3 b 2 )(3ab 4 ) 3 = (2a J /? 2 )f3 3 a 3 (& 4 ) 3 ] 
= {2a 3 b 2 ){27a 3 b n ) 
= (2)(27)a 3 a 3 b 2 b xl 
= 54a 6 b' 4 


Ley 4 


Le 


Agrupe los fac tores con la misma base 
Ley 1 


(xW^xV x 3 (y 2 ) 4 x 4 

\yj \ z ) y 3 z 4 


Leyes 5 y 4 


x 3 _y 8 x 4 

71L 


Ley 3 


" (A v) ? 


Agrupe los faclores con la raisma base 


x’y 5 


Leyes 1 y 2 


A1 simplificar una expresion, encontrara que caminos diferentes conducen a un mis- 
mo resultado; por tanto es libre de utilizar cualquiera de las reglas de los exponentes 
hasta llegar a un metodo propio. Ahora damos dos leyes adicionales que son utiles para 
la simplification de expresiones con exponentes negativos. 






Para elevar una fraccion a una potencia negativa, 
invierta la fraccion y cambie el signo del exponente. 


7. 


b m 


b- m a n 


Para mover del numerador al denominador o del 
denominador al numerador un numero elevado a una 
potencia, cambie el signo del exponente. 


Demostracion de la ley 7 Utilizando primero la definition de los exponentes 
negativos y a continuation la propiedad 2 de las fracciones, tenemos 

a~ n _ Voy = y b^ = br_ 
b~ m ~ l/b m ~ a n ’ 1 ~ a n 


La comprobacion de la ley 6 se pide en el ejercicio 77. 
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EJEMPLO 5 a Simpiificaeion de expresiones con exponentes negativos 
Elimine los exponentes negativos y simplifique cada expresion 


(a) 


6 st 


-4 


2s-¥ 



SOLUCiON 

(a) Utilizamos la ley 7, que nos permite mover del numerador al denominador (o 
viceversa) un numero elevado a una potencia cambiando el signo del exponente. 


6 st 4 6.« 2 

2r¥ = 2t¥ 



(b) Utilizamos la ley 6, que nos permite cambiar el signo del exponente de una frac- 
cion al invertirla. 




t.eyes 5 y 4 


NOTACION CIENTIFICA 

Los cientificos utilizan la notacion exponencial como una forma compacta de escribir 
cifras muy grandes o muy pequenas. Por ejemplo, la estrella mas cercana al Sol, Proxi- 
ma Centauri, esta alejada aproximadamente 40,000,000,000,000 de kilometros. La masa 
de un atomo de hidrogeno es de aproximadamente 0.00000000000000000000000116 
gramos. Los cientificos por lo general escriben estos numeros de una manera mas con- 
veniente, conocida como notacion cientifica. Se dice que un numero positivo x se es¬ 
cribe en notacion cientifica si esta expresado como sigue: 


x = ax 10" donde 1 *£ a < 10 y n es un entero 


Por ejemplo, cuando decimos que la distancia a la estrella Proxima Centauri es de 
4 x 10 13 kilometros, el exponente positivo 13 indica que el punto decimal debe mo verse 
13 lugares hacia la derecha: 

4 x 10 13 = 40,000,000,000,000 

13 lugares 

Cuando decimos que la masa de un atomo de hidrogeno es de 1.66 x 10 4 gramos, el 
exponente —24 indica que el punto decimal debe moverse 24 lugares hacia la izquierda. 

1.66 x 10" 24 = 0.00000000000000000000000166 


24 lugares 
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EJEMPLO 6 ■ Escritura de numeros en notacion rieniifita 
(a) 56920 = 5.692 x 10 4 (b) 0.000093 = 9.3 x 1(T 5 


Para emplear la notacion clentffica en una 
caiculaclora, util ice la tecla identificada 
como '|D o [EXP] o |EEX| para introdu- 
cir el exponente. Por ejempio, para 
introclucir ei numero 3.629 x 10 1 ' en una 
caiculaclora TI-82, tecleamos 

3.629 [2nd | [si] 15 
y en la pantalla se Ice 

13.629E15 j 


Con frecuencia se utiliza la notacion cientifica en una calculadora para desplegar un 
numero muy grande o muy pequeiio. Por ejempio, si utilizamos una calculadora para 
obtener el cuadrado del numero 1,111,111, la pantalla muestra (dependiendo del mode- 
lo de calculadora), la aproximacion 


11.234568 12] o bien [1.234568 E12] 

Aquf los digitos finales indican ia potencia de 10, e interpretamos el resultado como 

1.234568 x 10 12 


EJEMPIO 7 H Uso de la notacion cientifica 

Si a = 0.00046, b~ 1.697 x 10 22 y c ~ 2.91 x 10 -18 , utilice una calculadora para esti- 
mar el cociente able. 

SOLUGON Tecleamos los datos utilizando la notacion cientifica, o utilizamos las 
leyes de los exponentes como sigue; 

ab __ (4.6 X 10~ 4 )(1 .69 7 X 10 22 ) 
c ~ 2.91 X 10“ 18 


= (4-6X1.697) 4+22+18 

2.91 

= 2.7 x 10 36 

Damos la respuesta a 2 cifras correctas, porque los numeros dados tienen al menos 
cifras correctas. 


gg RADICALES 

Sabemos lo que significa 2", siempre que n es un entero. Para darle significado a una 
potencia como 2 4/5 , cuyo exponente es un numero racional, es necesario que analicemos 
los radicales. 

El sfmbolo V significa “raiz cuadrada positiva de”. Asf, 


Es cieito que e! numero 9 tiene dos rafces 
cuadradas, 3 y -3, pero la notacion. V 9 
esta reservada para ia rafz cuadrada posi¬ 
tiva de 9 (conocida a veces como la raiz 
cuadrada principal de 9). Si deseamos ia 
raiz cuadrada negativa. debemos escribir 
-V9 quees-3. 


Va = b significa b 2 = a y b & 0 

Dado que a = b 2 3* 0, el sfmbolo Vfl tiene sentido solo cuando a 0. Por ejempio, 

V9 = 3 porque 3 2 = 9 y 3 s* 0 

Las rafces cuadradas son casos especiales de las rafces esimas. La rafz n-esima de 
x es el numero que, al ser elevado a la ra-esima potencia, nos da x. 
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Si n es cualquier entero positivo, entonces la rafz n-esima principal de a se 


; define como: 


Va = b significa b n = a 
Si n es par, tenemos que a 3=0 y b s* 0. 


Asf, 


#81 =3 
^~-8 — —2 


porque 3 4 = 81 y 3 2= 0 

porque (-2) 3 = - 8 


Pero V - 8 , # - 8 y # ~ 8 no estan definidos. (Por ejemplo, V - 8 no esta 
definido, porque el cuadrado de cualquier numero real es no negativo.) Las rafces 
impares son unicas, pero las rafces pares no lo son. 


La ecuacion x 5 = 31 solo tiene una solution real 


*=#31 


La ecuacion x 4 = 31 tiene dos soluciones reales 


x = ±#31 . 


Observe que 

#4^ = #16 = 4 pero V( — 4) 2 - #16 = 4 = | — 4| 

Asf, la ecuacion Vo 5 = a no siempre es verdadera; solo es verdadera cuando a Ss 0. 
Sin embargo, siempre podemos escribir \Ta L = | a \ Esta ultima ecuacion es verdadera 
no solo para las rafces cuadradas, sino para cualquier rafz par. Esta y otras reglas para 
trabajar con rafces «—esimas aparecen listadas en el recuadro siguiente. En cada pro- 
piedad suponemos que todas las rafces dadas existen. 



2 . 


a V a 


b #6 

3. ##^ = ^ 

4. #a" = a si n es impar 

5. #a" = I a | si n es par 


Ejemplo 

# - 8 • 27 = # :r 8 #27 = ( - 2)(3) = 6 
/l6 #ib 2 


1 81 #81 3 

##729 =#729 = 3 
#( - 5) 3 = -5, #2* = 2 


#( - 3) 4 = j — 3 | = 3 
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EJEMPLO 8 a Uso de las propiedades de las rakes de orden n-esimas 


|g| Evite cometer el error siguiente: 

Va + b )*( ^J~a + V~b 

Por ejemplo, si suponemos que a = 9 y 
b - 16, entonces podemos observar el error: 

Vi + 16 i Vs? + Vie 

V25 I 3 4 

5 17 jlncorrecto! 


(a) V20 • V5 = V20 • 5 = VlOO = 10 

Propiedad 1 


Propiedad 2 

/-“N 

O 

II 

1 

II 

<u> 

col 

11 

to 

Propiedad 3 


Factories la potcncia cubica mas grande 

Propiedad 1 

Propiedad 4 

Propiedad 1 

Propiedad 5 

Propiedad 5 


EJEMPLO 9 ■ Simplification de expresiones que inciuyen raices n-esimas 

(a) W ='VS 

=V? Vx 

(b) V81 y 8 / ='V81 V? Vy 

= 3V^|yl 

= 3V I y I 

Con frecuencia es util combinar radicales similares en una expresion como 2V3 + 
5\/3 . Esto se hace al emplear la propiedad distributiva. Asf 

2\/3 + 5V3 = (2 + 5)V3 = 7V3 

El siguiente ejemplo ilustra este proceso. 

EJEMPLO 10 ■ Combination de radicales 

(a) 10 V4 + 7Vi - 2 V4 = (10 + 7 - 2)V4 

= 15V4 

(b) V32 + V200 = VTfTV + VlOO - 2 

= Vl6 V2 + VlOO V2 
= 4V2 + 10V2 = 14V2 


Propiedad distributiva 


Factories las poleneias cuadrtidas 
mas grandes 


Propiedad 1 
Propiedad distributiva 


(c) Si b > 0, entonces 

bV25b - Vb 3 = bV25 Vb - V 2 2 Vb 
= 5 bVb- bVb 
= (5 b -b)Vb 
= AbVb 


(d) V 80 1 + V 27 V = V (8a 6 )a 2 + V(27a 3 )a 2 


Propiedad 1 
Propiedad 5 
Propiedad distributiva 

Factorice las potencias cubicas mas grandes 


=V8o* Vo 2 + V27t? Va 2 Propiedad 1 
= 2 a 2 W 2 + 3 aVa 2 Determine las raices cubicas 

= a Vo 2 (2a + 3) 


Propiedad distributiva 
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_J EXPONENTES RACIONALES 

Para definir un exponente rational o su equivalente, un exponente fraccionario como a 1 ' 3 , 
es necesario utilizar radicales. A fin de darle significado al sfmbolo a l,n en una forma 
consistente con las leyes de los exponentes, tenemos que 

(a l,n ) n = a (Un)n = a 1 = a 

Por esto, a partir de la definicion de la rafz n-esima 


a 1/n = Va 


En general, definimos los exponentes racionales como sigue. 



Para cualquier exponente racional min expresado en su forma mas simplificada, 
donde my n son enteros y n > 0, definimos 



o, de manera equivalente a m/n = X/u'" 

Si n es par, entonces es necesario que a 5* 0. 


Con esta definicion se puede comprobar que las leyes de los exponentes tambien son 
validas para los exponentes rationales. 

EJEMPLO 11 s Uso de la definicion de los exponentes racionales 
(a) 4 1/2 = V4 = 2 


(b) 64 1/3 = ^64 = 4 


(c) 4 3/2 = (V4) 3 = 2 3 = 8 


Solucion altema 4 :i/2 = V4 3 = A/64 = 8 


(d) (125)“ 1/3 


_1_1 

125 1/3 “ ^125 


(e) 


1 


1 


= x-V 3 


1 

5 


EJEMPLO 12 ■ Uso de las leyes de ios exponentes con exponentes racionales 
(a) a 113 a 113 = a m Ley l 

a2/5fl7/5 _ ^, 2 / 5 + 7 / 5 - 3/5 _ 6/5 


a 


3/5 


(b) 


Leyes 1 y 2 
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(c) (2aV) 3/2 - 2 m (aY 2 (b 4 ) 212 

= (V2 )3 fl 3(3/2) fc 4(3/2) 

= 2V2 a 9/2 6 6 



2 3 (x 3/4 ) 3 

(/ /3 ) 3 


(/x 1/2 ) 


8x 9/4 

y 


■ y 4 x 1 ' 2 


= 8x u/ V 


Leyes 5.4 y 7 

Ley 3 

Leyes 1 y 2 ■ 


EJEMPLO 13 ■ Simplification ai sscribir radicales como exponentes radonaies 
(a) (2Vx )(3\fx ) = (2x 1/2 )(3x 1/3 ) Definition de exponentes racionales 


= 6x 1/2+1/3 = 6x 5/e 
(b) Vx \/x - (. xx v2 ) v2 
= (. x i/2 ) u 2 
= x 3/4 


Ley 1 

Definition de exponentes racionales 
Ley 1 
Ley 3 


Con frecuencia resulta util eliminar el radical en el denominador, multiplicand© 
tanto el numerador como el denominador por una expresion apropiada. Este procedi- 
miento se conoce como rationalization del denominador. Si el denominador es de la 
forma \Ta , multiplicamos el numerador y el denominador por Va . Al hacerlo multi- 
plicamos la cantidad dada por 1, por lo que no cambiamos su valor. Por ejemplo, 

1 _ 1 1 Va _Va 

Va Va Va \Ta a 

Observe que el denominador de la ultima fraction no contiene ningun radical. En ge¬ 
neral, si el denominador es de la forma Va™ con m < n, entonces al multiplicar el 
numerador y el denominador por Va n ~ m se racionalizara el denominador, ya que (para 
a > 0 ) 

Va™ Va n ~ m = Va m+n ~ m = Va" = a 


Ejemplo 14 ■ Racionalizacion de denominadores 

2 2 V3 2V3 

a V3 V3 V3 _ 3 


1 

1 

Vi 

Vi 

= Vx 



w if? 

" v? 

Vi ' 

V? 

X 




1 

1 

V? _ 

V? 

Va 5 

s 

V? " 

Va 2 

V? ' 

'VJ ' 

a 
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__ 

1.2 

| EJERCICIOS 

1-10 ■ 

Evalue cada 

uno de los niim 

eras d; 

1— 
idos. 


1. 

(a) 

(-2) 4 

(b) 

-2 4 


(c) 

7T° 

2. 

(a) 

G) 4 4- 3 

(b) 

0)~ 2 


(c) 

G)°- 2- 3 

3. 

(a) 

2- 3 5 4 

(b) 

10 9 

10 4 


(c) 

(2 4 • 2 2 ) 2 

4. 

(a) 

(l)“‘ 

(b) 

v~~ 

64 

(c) 

V - 32 

5. 

(a) 

Vi 

(b) 

Vt56 

(c) 

V 64 

6. 

(a) 

3/7 V 28 

(b) 

V~2V~9 

(c) 

V24 3^54 

7. 

(a) 

V72 

V 2 

(b) 

3/48 

Vi 


(c) 

Vi 

v 25 

8. 

(a) 

97/2 

(b) 

(-32) 

2/5 

(c) 

(-125)- 1 ' 3 

9. 

(a) 

(r 1 / 2 

(b) 


7\2/3 

(C) 

(l) 3/2 

10. 

(a) 

1024 -0 ’ 1 

(b) 

3 2/7 3 ; 

5/7 

(c) 

3 I/ 29 I /4 


11-14 a Simplifique la expresion. 

11.^108-^32 12.V8 + V50 

13. V245 -Vl25 14. 3^54 -Vl6 


15-32 « Simplifique la expresion y elimine cualquier exponente 
negativo. 


17. (l2xV)(^ 5 y) 

x 9 (2x) 4 
19 —-—— 
x 3 

21. b\\b 2 )(l2b~ $ ) 

23. (rs) 3 (2s)- 2 (4r) 4 

(6/) 4 

2/ 

(fViwr 

a 

(xyV) 4 

OW 


25. 


27. 


29. 


31. 


^ M 1 

<r~ 5 sq~ S ) 


16. (4x 2 )(6x 7 ) 
18. (6y) 3 


20 . 


—3/ 4 
0 D 

-5, 5 

a b 


22. (2A-‘)(i/)(!«•) 

24. (2m 2 v 3 ) 3 (3m 3 v) 2 


26. 


(2x 3 ) 2 (3x 4 ) 

(x 3 ) 4 


28. 


30. 


'cV W 

1 cd 2 \c 3 ) 


xy 2 z 3 j 3 
7 


32. (3ai> 2 c) 


2* 2 M" 2 


33-48 b Simplifique la expresion y elimine cualquier exponente 
negativo. Suponga que todas las letras indican numeros positivos. 

33. x^x 1 ' 5 34. (-2a m )(5a m ) 

35. (4b) 1/2 (8fe 2 ' 5 ) 36. (8x 6 ) _2/3 


37. ( C 7 3 r l/3 

39. (y V4 ) m 

41. (2x 4 / 4/5 ) 3 (8y 2 ) M 



38. 

40. 

42. 

44. 


(4xV) 3/2 

(a 275 )- 3 ' 4 


(x-Vz 10 )- 3 ' 5 


2x 


1/3 \4 


y l/2 Z l/6 



(9stf^ 2 
(27* 3 r 4 ) 2/3 


(/V 5 ) : 

(y"V) 


48. 



X 


a 



49-56 s Simplifique la expresion. Suponga que las letras indican 
numeros reales. 

49.V? 50 . 3 ^ 7 / 

51. 3 V / x 3 y 52-VxV 

53.354.3v^ VA 

55. 56.3^ 


57-60 a Racionalice el denominador. 


57 - w 


(c) 

Vs 

58. (■> V 


(O 

^2xV 

ra - w V 

<b) 

(c) 

1 

V? 

60. (,) y 

<b) y? 

(c) 

1 

3}V 


61-62 ■ Escriba cada numero en notation cientffica. 

60. (a) 69300,000 

(b) 0.000028536 

(c) 129340,000 

61. (a) 7,259,000,000 

(b) 0.0000000014 

(c) 0.0007029 
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63-64 a Escriba cada numero en notation decimal ordinaria. 

63. (a) 3.19 x 10 3 

(b) 2.670 x 10- 8 

(c) 7.1 x 10 14 

64. (a) 8.55 x 10“ 3 

(b) 6 x 10 12 

(c) 6.257 x 10-'° 

65-66 a Escriba el numero indicado en cada enunciado en 
notation cientifica. 

65 (a) Un ano luz, la distancia que recorre la luz en un afio, es 
aproximadamente 5,900,000,000,000 millas. 

(b) El diametro de un electron es aproximadamente 
0.0000000000004 centimetres. 

(c) Una gota de agua contiene mas de 33 trillones de mo- 
leculas. 

66. (a) La distancia de la Tierra al Sol es aproximadamente 93 

millones de millas. 

(b) La masa de una molecula de oxtgeno es aproximadamente 
0.000000000000000000000053 gramos. 

(c) La masa de la Tierra es de aproximadamente 
5,970,000,000,000,000,000,000,000 kilos. 

67-72 a Utilice notation cientifica, leyes de exponentes y una 
calculadora, para llevar a cabo las operaciones indicadas. Su res- 
puesta correcta debe incluir el numero de digitos significativos 
indicados por los datos dados. 

67. (7.2 x 10~ 9 )( 1.806 x 10~ 12 ) 


68. (1.062 x 10 24 )(8.61 x 10 19 ) 

1.295643 X 10 9 

69 - 

(3.610 X 10“ 17 )(2.511 X 10 6 ) 

(73.1)(1.6341) X 10 28 ) 

0.0000000019 

(0.0000162)(0.01582) 

(594621000) (0.0058) 

(3.542 X 10 ” 6 ) 9 

72. --— 

(5.05 X 10 4 ) 12 

73. La velocidad de la luz es aproximadamente 186,000 millas/ 
segundo. Utilice la information del ejercicio 66(a) para de- 
terminar cuanto tiempo le toma a un rayo de luz solar llegar a 
la Tierra. 


74. Sin utilizar calculadora, determine en cada par de numeros 
cual es el mas grande. 


(a) 7" 


4 


(b) 




V~3 


75. Debido a la curvatura de la Tierra, la distancia maxima D que 
puede verse desde la parte superior de un edificio que tiene 
una altura h se estima mediante la formula 


D = V2 rh + h 2 


donde r = 3,960 millas es el radio de la Tierra; D y h tambien 
se miden en millas. ^Cual es la distancia maxima observable 
desde la plataforma de la Torre CN de Toronto, que esta a 
1,135 pies por encima de la superficie terrestre? 



76. La policfa utiliza la formula s = V 30 fd para estimar la rapi- 
dez s (en millas/hora) a la cual esta viajando un automovil, si 
derrapa d pies despues de aplicar los frenos de manera subita. 
El numero/es el coeficiente de friction de la carretera, que 
mide lo “resbaladizo” de la misma. La tabla que sigue da 
algunos valores tfpicos estimados para/. 


i 

j 

, 

Asfalto 

Concreto 

Grava 

: Seco 

1.0 

0.8 

0.2 

Mojado 

0.5 

0.4 

0.1 


(a) 1 Si un automovil derrapa 65 pies en concreto mojado, a 
que rapidez se estaba desplazando al aplicar los frenos? 

(b) 4 ,Si un automovil estaba viajando a 50 millas/hora, cuanto 
derrapara en asfalto mojado? 



y 
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77. Demuestre cada una de las leyes de los exponentes dadas para 
el caso en que my n sean enteros positivos y que m> n. 

(a) Ley 2 (b) Ley 5 (c) Ley 6 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


78. Comportamiento b'mite de las potencies Complete las tablas 
siguientes. iQue ocurre con la rafz n—csima de 2 al hacerse n 
grande? ^Que le pasa a la rafz n-esima de \ ? 


n 

(i) l,n 

i 


2 


5 


10 


100 

■ 



n 

2 Vn 

i 


2 


5 


10 


100 



7S. Distancias entre potencias ^Cual de los siguientes pares de 
numeros esta mas cerca uno del otro? 

10 '° y 10 50 o 10 100 y 10 10 ' 

80. Relatividad La teorfa de la relatividad establece que conforme 
un objeto se traslada con una rapidez v, su masa en reposo m a 
cambia a una masa m dada por la formula 



donde c ~ 3.0 x 10 8 metros/segundo, que es la rapidez de la 
luz. ^Por que factor se multiplica la masa en reposo de una 
nave espacial, si la nave se desplaza a una decima parte de la 
rapidez de la luz? la mitad de la velocidad de la luz? ^A1 
90% de la rapidez de la luz? ^De que manera cambia la masa 
de la nave espacial al trasladarse a una rapidez muy cercana a 
la rapidez de la luz? ^Necesitamos saber el valor real de la 
rapidez de la luz para responder a estas preguntas? 


1.31 EXPRESIONES ALGEBRAICAS 



Expresiones algebraicas tales como 
lx 1 - 3x + 4 


ax + b 


y — 1 cx z y + dy 2 z 

y 2 + 2 Vx 2 + y 1 + z 2 

se obtienen a partir de variables como x, y, y z, constantes como 2, -3, a, b, c, y d, y 
combinandolas utilizando la suma, resta, multiplicacion, division y la exponentiation 
racional. Una variable es una letra que puede representar cualquier numero en un con- 
junto dado de numeros, mientras que una constante representa un numero fijo (o 
especffico). El dominio de una variable es el conjunto de valores que puede adopter la 
variable. Por ejemplo, en la expresion Vx el dominio de x es {x I x 3= 0} mientras que 
en la expresion 2/(x - 3), el dominio de x es {x I x * 3}. 

Los tipos mas simples de expresiones algebraicas solo utilizan la suma, la resta y la 
multiplicacion. Estas expresiones se conocen como polinomios. La forma general de 
un polinomio de grado n (dohde n es un entero no negativo) en la variable x es 

a + a,,.!*" -1 + . ■ • + a x x + a 0 

donde a 0 , a 1 ,... a n son constantes y a n * 0. El grado de un polinomio es la potencia mas 
alto de la variable. Cualquier polinomio es una suma de terminos de la forma ax k , 11a- 
mados monomios, donde a es una constante y k un entero no negativo. Un binomio es 
una suma de dos monomios, un trinomio es la suma de tres monomios, y asf sucesiva- 
mente. Por esto, 2x 2 -3x + 4,ax + fr,yx 4 + 2x 3 son polinomios de grado 2,1 y 4 respec- 
tivamente; el primero es un trinomio, y los otros dos son binomios. 
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Sumamos y restamos polinomios utilizando las propiedades.de los numeros reales 
analizados en la seccion 1.1. La idea es combinar terminos semejantes (estos es termi- 
nos con la misma variable elevada a la misma potencia) utilizando la propiedad distn- 

butiva. Por ejemplo. 


5x 7 + 3x 7 = (5 + 3)x 7 = 8x 7 

En la resta de polinomios, tenemos que recordar que si un signo menos antecede a una 
expresion entre parentesis, entonces cuando eliminamos dichos parentesis todos los 
terminos dentro del mismo cambian de signo. 


-(b + c)--b~c 

[Este es simplemente un caso de la propiedad distributiva, a(b + c) = ab + ac , con 
a - -1.] 

EiEMPLO 1 ® Suma y resta de poiinomios 

(a) Calcule la suma (x 3 - 6X 2 + 2x + 4) + (3x 3 + 5X 2 - 4x). 

(b) Calcule la diferencia (x 3 - 6X 2 + 2x + 4) - (3x 3 + 5X 2 - 4x). 


SOLUCiON 

(a) (x 3 - 6X 2 + 2x + 4) + (3X 3 + Sx 2 - 4x) 

= (x 3 + 3X 3 ) + (-6X 2 + 5X 2 ) + (2x - 4x) + 4 
= 4x 3 - x 2 - 2x + 4 

(b) (x 3 - 6X 2 + 2x + 4) - (3X 3 + Sx 2 - 4x) 

= x 3 - 6X 2 + 2x + 4 - 3X 3 - 5X 2 + 4x 
= (x 3 - 3X 3 ) + (-6X 2 - 5X 2 ) + (2x + 4x) + 4 
= -2X 3 - 1 lx 2 + 6x + 4 


Agmp« terminos semejantes 


Combine terminos semejantes 


Propiedad distributiva 
Agrupe terminos semejantes 


Combine tdrm'mos semejantes 

B 


Para obtener el producto de polinomios o de otras expresiones algebraicas, nece- 
sitamos utilizar varias veces la propiedad distributiva. En partxcular, si se utiliza tres 
veces en el producto de dos binomios, obtenemos 


Las siglas PEIU nos ayudan a recordar 
que el producto de dos binomios es la 
suma de los productos de los Primeros 
terminos, de los terminos Exteriores, de 
los terminos Intenores y de tos iJkimos 


(,a + b){c + d) = a{c + d) + b(c + d) = ac + ad + be + bd 

Esto dice que multiplicamos los dos factores al multiplicar cada uno de los terminos de 
un factor por cada uno de los terminos del otro factor, y sumamos estos productos. Es- 
quematicamente, tenemos 



(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd 
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EJEMPLO 2 « Muitipiicacion de binomios 

(a) (2x + l)(3x -5)-6x 2 - IOjc + 3jc — 5 

= 6X 2 -lx-5 

(b) 3(x - l)(4x + 3 ) = 3(4x 2 + 3x - 4x - 3) 


= 3(4x? - x - 3) 


= 12j?-3x-9 


Prop Led ad cli b cri h urj v a 
Combine terminos semej antes 
Prop i ed ad cli s tri b u i i va. 

Comb i no term i nos seraejantes 
Propiedad distributive B 


En general podemos multiplicar cualesquiera dos polinomios utilizando la propiedad 
distributiva y las leyes de los exponentes. 


EJEMPLO 3 ■ Muitipiicacion de polinomios 
Calcule el producto (x 2 - 3XX 3 + 2x+ 1). 

SOLUCION Empezamos considerando el segundo factor como un solo numero y uti¬ 
lizando la propiedad distributiva: 

(x 2 - 3XX 3 + 2x+l) = x 2 (x 3 + 2x + 1) - 3(x 3 + 2x+l) Propiedad 

distributiva 

— X? + 2x? + X 2 — 3X 3 — 6x — 3 Propiedad 

distributiva 

= x 5 — x 3 + x 2 — 6 x — 3 Combine terminos 

semejantes B 


El siguiente ejemplo muestra que los metodos que hemos utilizado para multiplicar 
polinomios, tambien son aplicables a otras expresiones algebraicas. 


EJEMPLO 4 ■ Muitipiicacion de expresiones algebraicas 

(a) Vx(x 2 + 2x + Vx ) = x 2 Vx + 2xVx + Vx Vx Propiedad distributiva 


= x 512 + 2 x 3/2 + x 


Leyes de los exponentes 


(b) (1 + Vx)(2-3Vx) 


2 - 3Vx + 2 Vx - 3 (Vx ) 2 


Propiedad distributiva 


— 2 — Vx — 3x 


Combine terminos semejantes 

B 


Tambien podemos considerar los polinomios en dos o mas variables. Por ejemplo, 

4x z y 3 - 2xy + 6 

es un polinomio en las variables x y y. Las tecnicas para la combinacion de estos polino¬ 
mios son analogas a las correspondientes a los polinomios de una sola variable. 

EJEMPLO 5 ■ Muitipiicacion de polinomios con mas de una variable 
Calcule el producto (x 2 — xy + y 2 )(x - y ). 
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SOLUGON 

Pi'Opiedaci 
di^iribuiiva 

Prop) e dad 
distributive 

Co mb i tie term i nos 
semejame:s ® 

Ciertos tipos de productos se representan con tanta frecuencia que debera memo- 
rizarlos. Puede verificar cada una de las formulas siguientes efectuando las multiplica- 
ciones. 


(x 2 - xy + y 2 )(x - y) = (x 2 - xy + y 2 )x - (x 2 - xy + y 2 )y 
= x 3 - x 2 y + xy 2 - x 2 y + xy 2 - y 3 
= x 3 - 2x 2 y + 2xy 2 -y 3 


1. (A - B)(A + B) = A 2 — B 2 

2 . (A + B) 2 = A 2 + 2AB + B 2 

3. (A - B) 2 = A 2 - 2AB + B 2 

4. (A + B) 3 = A 3 + 3 A 2 B + 3AB 2 + B 3 

5 . (A - B) 3 = A 3 - 3 A 2 B + 3AB 2 - B 3 


La idea clave en el uso de estas formulas (o de cualquier otra formula en algebra) es 
el principio de sustitucion: dentro de una formula podemos sustituir cualquier expre- 
sion algebraica por cualquier letra. Por ejemplo, para determinar (x 2 + y 3 ) 2 utilizamos 
la formula de producto 2: 

(A + B) 2 = A 2 + 2 AB + 3 2 


Sustituimos x 2 por Ay y 3 por B para obtener 

(r + yf = (x 2 ) 2 + 2(.r)(y ;: ) + (f) 2 

Este tipo de sustitucion es valida porque toda expresion algebraica (en este caso, x 2 o 
y 3 ) representa un numero. 

EJEMPLO 6 s Uso de ias formulas de productos especiales 

Utilice las formulas de productos especiales para determinar cada uno de los productos 
(a) (3x + 5) 2 (b) (2x - Vy )(2x + Vy ) (c) (x 2 - 2) 3 

SOLUCION 

(a) Formula de producto 2, con A = 3x y B = 5, lo que nos da 

(3x + 5) 2 = (3x) 2 + 2(3x)(5) + 5 2 = 9x 2 + 30x + 25 

(b) Utilizando la formula de producto 1, con A-2xy B = Vy tenemos 

(2x — Vy )(2x + Vy ) = (2x) 2 - (Vy ) 2 = 4X 2 - y 
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(c) Sustituyendo A = x 2 y B = 2 en la formula de producto 5, obtenemos 
(x 2 - 2) 3 = ( a : 2 ) 3 - 3(x 2 ) 2 (2) + 3{jc 2 )(2) 2 - 2 3 

-x 6 - 6x 4 + 12x 2 - 8 SB 


_ FACTORIZACION 


Utilizamos la propiedad distributiva para desarrollar expresiones algebraicas. Algunas 
veces necesitamos invertir este proceso (utilizando de nuevo la propiedad distributiva) 
factorizando una expresion como un producto de elementos mas sencillos. Por ejem- 
plo, escribimos 


ESS FACTORIZACION 
x 2 - 4 = (x - 2)(x + 2) 
DESARROLLO WSmm 


y podemos decir que x - 2 y x + 2 son los factores de x 2 - 4. El tipo mas sencillo de 
factorizacion ocurre cuando los terminos tienen un factor comun. 


Ejemplo 7 a Factorizar factores comunes 
Factorice cada una de las expresiones. 

(a) 3X 2 - 6x (b) 8x 4 y 2 + 6x 3 y 3 - 2xy 4 

- SOLUCION 

VERIFIQUE SU RESPUESTA 

Multiplicando nos da (a) El factor comun mas grande de los terminos 3X 2 y -6x es 3x, por lo que tenemos 

3x(x - 2) = 3x 2 - 6x / 3x 2 -6x = 3x(x - 2) 

(b) Observamos que 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 
Multiplicando nos da 

2ry 2 (4x 3 + 3x 2 y - y 1 ) = 

8x 4 y 2 + 6x 3 y 3 -2 xy 4 / 


8,6 y -2 tienen como factor comun mas grande al 2 
x 2 , x 3 y x tienen como factor comun mas grande a x 
y 2 , y 3 y y 4 tienen como factor comun mas grande a y 2 

Por lo que el factor comun mas grande de los tres terminos en el polinomio es 
2 xy 2 , y tenemos 

8 x 4 y 2 + 6x 3 y 3 - 2xy 4 = (2xy 2 )(4x 3 ) + (2xy 2 )(3x 2 y) + (2xy 2 )(-y 2 ) 

= 2xy z (4x 3 + 3x 2 y - y 2 ) 8 


Para factorizar un polinomio de segundo grado, es decir cuadratico, de la forma 
x 2 + bx + c, observamos que 

(x + r) (x + s) = x 2 + (r + s)x + rs 

por lo que necesitamos escoger numeros rys tales que r + s - b y rs - c. 
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EjEMPLO 8 * factorization ds x 2 + hx + c por ensayo y error 
Factor: x 2 + lx + 12 

SOLUCION En este caso, rs = 12 y por lo tanto r y s deben ser factores de 12 y su 
suma debe ser 7. Enumeramos los factores de ensayo de 12: 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 
Multiplicando obtenemos 

(x + 3)(x + 4) = x 2 + 7x + 12 

/ 


ax 2 + bx + c = (px + r)(qx + s) = pqx 1 + (ps + qr)x + rs 
Por lo tanto, intentamos determinar los numeros p, q, r y s de forma que 
pq-a rs = c ps + qr = b 

Si estos numeros son todos enteros, entonces tendremos un numero limitado de posibi- 
lidades a intentar para determinar p, q, r y s. 

EJEMPLO 9 ■ Factorlzacion de ax 2 + bx 4- c por ensayo y error 
Factorizar: 6X 2 + lx - 5 

SOLUCION Podemos factorizar 6 como 6 • 1 o como 3 • 2, y -5 como -5 • 1 o 5 • (-1). 
Intentando estas posibilidades, llegamos a la factorizacion 

6x 2 + 7x - 5 = (3x + 5)(2x - 1) a 

Algunas expresiones algebraicas especiales se pueden factorizar utilizando las formu¬ 
las siguientes. Las primeras tres son simplemente las formulas de productos especiales, 
escritas al reves. 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 
Multiplicando obtenemos 

(3x + 5)(2x - 1) = 6X 2 + 7x - 5 

/ 


Factores de a 

i i 

ax 2 + bx+c = (px + r)(qx + s ) 

t T 

.Factores de c 


r 

: 

1 2 3 

5 

12 6 4 

Suma 

i 

13 8 7 


Por lo tanto, r = 3 y s - 4 son los factores de 12 cuya suma es 7. La factorizacion es 

x 2 + 7x + 12 = (x + 3(x + 4) B 

Para factorizar una expresion cuadratica de la forma ax 2 + bx + c con a P 1, busca- 
mos factores de la forma px + ryqx + s: 



, . .... ... .. . ^ 1 

Formula 

Nombre 

1. A 2 -B 2 = (A-B)(A + B) 

Diferencia de cuadrados 

2. A 2 + 2AB +B 2 = (A + Bf 

Cuadrado perfecto 

3. A 2 — 2AB + B 2 — (A — B) 2 

Cuadrado perfecto 

4. A 3 - B 3 - (A - B) (A 2 + AB + B 2 ) 

Diferencia de cubos 

5. A 3 + B 3 = (A + B) (A 2 - AB + B 2 ) 

Suma de cubos 




Factorization de numeros 


Factorizar completamente un numero 
entero significa escribirlo como el 
producto de numeros enteros mas pe- 
quenos que a su vez no pueden ser fac- 
torizados, es deck, como un producto 
de numeros primos. Por ejemplo, 
420 - 2 - 2 - 3 • 5 • 7. La factorizacidn 
de un numero muy grande puede re- 
sultar una tarea diffcil. A computadoras 
de alta velocidad, empleando los md- 
todos mas rapidos conocidos, les to- 
marfa aproximadamente un dfa para 
factorizar un numero arbitrario de 30 
dfgitos, y aproximadamente 1 millon 
de aflos para factorizar un ntimero de 
40 dfgitos. Ted Rivest, Adi Shamir y 
Leonard Adlctnan se basaron en este 
hecho en los 70 para disehar el cddigo 
RSA que envfa tnensajes secretes. 
Este cddigo utiliza un numero extre- 
madamente grande para codificar un 
mensaje, pero requiere el conocimien- 
to de los factores para descifrarlo. 
Dado que la multiplicacion de los 
numeros es facil, pero la factorization 
del resultado es diffcil, este cddigo re- 
sulta muy diffcil de descifrar. A1 prin- 
cipio se penso que un numero de 80 
dfgitos cuidadosamente seleccionado 
proporcionarfa un cogido indesci- ... 
lrable, pero adclantos recientes en el 
estudio de la' factorizacidn han hecho 
necesarios ndmeros con mucho mas 
dfgitos para asegutar una seguridad 
total. 
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EJEMPLO 10 K Factorizacion de diferencias de cuadrados 
Factorice cada polinomio 

(a) 4^-25 (b) 9 x 4 -y 6 (c) (x+yf-x 2 

SOLUCION 

(a) Utilizando la formula para la diferencia de cuadrados con A = 2x y B = 5, 
tenemos 


4X 2 - 25 = (lx) 2 - 5 2 

= (2x - 5)(2x + 5) 

(b) Reconocemos que 9 jc 4 = (3X 2 ) 2 y que y 6 = (y 3 ) 2 y por lo tanto la expresion es una 
diferencia de cuadrados. Podemos utilizar la formula para la diferencia de cua¬ 
drados con A = 3X 2 y B =y 3 . Tenemos 


9x 4 -y 6 = (3x 2 ) 2 -(y 3 ) 2 

= (3X 2 — y 3 )(3x 2 + y 3 ) 

(c) Utilizamos la formula para la diferencia de cuadrados con A-x + yyB—x. 
(x+yf-x 1 ^ [(x + y) - x][(x + y) + x] 

= y(2x + y) 

EJEMPLO 11 H Factorizacidn de cuadrados perfectos 

Factorice cada trinomio: (a) x 2 + 6x + 9 (b) 4X 2 - 4 xy + y 2 

SOLUCION 

(a) Utilizando la formula 2 con a = x y b - 3, obtenemos 

x 2 + 6x + 9= x 2 + 2(3x) + 3 2 = (x + 3) 2 

(b) Aquf utilizamos A = 2xyR=yenla formula 3. 

4X 2 - 4xy + y 2 = ( 2x) 2 - 2(2 x)y + y 2 
- (2x - y) 2 

EJEMPLO 12 ■ Factorizacidn de diferencias y de sumas de cubos 
Factorice cada polinomio: (a) 27X 3 - 1 (b) x 6 + 8 

SOLUCION 

(a) Utilizando la formula para la diferencia de cubos con A = 3x y B — 1, obtenemos 

27X 3 - 1 = (3x) 3 - l 3 = (3x— l)[(3x) 2 + (3x)(l) + l 2 ] 

= (3x— l)(9x 2 + 3x+ 1) 
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(b) aplicando la formula para la suma de cubos con A — x 2 y B - 2, tenemos 

x 6 + 8 = (x 2 ) 3 + 2 3 = (x 2 + 2)(x 4 - lx 1 + 4) « 

Cuando factorizamos una expresion, el resultado a veces se factoriza aun mas. En 
general, primero factorizamos factores comunes, a continuation estudiamos el resulta¬ 
do para ver si se puede factorizar por cualesquiera de los demas metodos de esta sec- 
cion. Repetimos este proceso hasta factorizar totalmente la expresion. 

EJEMPLO 13 « Factorization total de una expresion 

Factorice totalmente cada expresion 

(a) 2x 4 - 8x 2 (b )x 5 y 2 -xy 6 

SOLUCiON 

(a) Primero factorizamos la potencia de x con el exponente mas pequeno 

2x 4 -8x 2 = 2x 2 (x 2 -4) HI factor comun es 2,v ! 

— 2x 2 (x — 2)(x + 2) Factories a- 3 - 4 como una diferencia de cuadrados 

(b) Primero factorizamos las potencias de x y y con los exponentes mas pequenos. 

El factor comiin cs xv~ 

Factorice a* - /como una difcrencia 
de cuadrados 

- xy*Q? + y 2 )(x + y)(x - y) Factorizar ,r - v : como una difcrencia 

de cuadrados ® 

En el siguiente ejemplo factorizamos las variables con exponentes fraccionarios. 
Este tipo de factorizacion se presenta en calculo. 


x 5 / 2 - xy 6 = xy 2 (x x - y 4 ) 

= X>> 2 (x 2 + J 2 )(x 2 - y 2 ) 


EJEMPLO 14 H Factorizacion de variables con exponentes fraccionarios 
Factorice cada expresion. 

(a) 3X 3 ' 2 - 9x m + 6x- 1/2 (b) (1 + x)~ m x + (1 + x) 1/3 


SOLUCION 

(a) Factorice la potencia de x con el exponente mas pequeno, esto es, x 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 
Para conftrmar que hizo la factoriza- 
cion correctamente, multiplique utili- 
zando las leyes de los exponentes. 

(a) 3x“ i/2 (x 2 - 3x + 2) 

= 3x 3/2 -9x 1/2 + 6x- 1/2 ✓ 

(b) (1 +x)- 2/3 [x + (l +x)\ 

= (l+x)- m x + (l+x) m / 


3x }12 - 9x m + 6x~ 112 = 3x~ m (x 2 - 3x + 2) Factorice 3a 1 " 

= 3x _1/2 (x - 1 )(x - 2) Factorice la cuadratica x 2 - 4 a + 2 

(b) Factorice la potencia de 1 + x con el exponente mas pequeno, esto es, (1 + x) 

(1 + X)“ 2/3 X + (1 + x) 1/3 = (1 + x)' 2/3 [x + (1 + X)] Factories 0 + a) 3 ’- 
= (1 +x) _2/3 (l + 2x) 
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Los polinomios con por lo menos cuatro terminos, a veces se pueden factorizar agru- 
pando terminos. El ejempio siguiente ilustra la idea. 


Ejemplo 15 * Factorizacion mediante agrupaeion 
Factorice cada polinomio. 

(a) jc 3 + jc 2 + 4x + 4 (b) x 3 - Zx 2 - 3x + 6 


SOLUCiON 

(a) x 3 + x 2 + Ax + 4 = (x 3 + x 2 ) + (4x + 4) 

= x l {x+ l) + 4(x + 1) 

= (x l + 4)(x + 1) 

(b) x 3 - lx 1 -3x + 6 - (x 3 — lx 2 ) - (3x - 6) 

- x?(x — 2) — 3(x — 2) 
= (jc 2 - 3)(x - 2) 


Agrupar terminos 


Factorice los facto res comunes 


Factorice x + 1 de cada termino 
Agrupe terminos 
Factorice los faclores comunes 
Factorice x - 2 de cada termino 



1.31 EJERCICIOS 


1-40 h Lleve a cabo las operaciones indicadas y simpliftque. 

1. 2(x - 1) + 4(x + 2) 

2. 5(2x + 3) - 7(2x - 3) 

3. (2x? + x + 1) + (x 2 - 3x + 5) 

4. (lx? + x + 1) - (x 2 - 3x + 5) 

5. (x 3 + 6x 2 - 4x + 7) - (3X 2 + 2x - 4) 

6 . 4{x 2 - x + 2) - 5(x? - 2x + 1) 

7. 2(2 - 5t) + ?{t - 1) - (t 4 - 1) 

8 . 5(3t - 4) - (i 2 + 2) - 2r(r - 3) 

9. Vx (x — Vr ) 10. x 3/ \Vx - l/Vx ) 

11.^(y 2 -l) 


13 . (3t - 2)(7t - 5) 

15 . (jc + 2y)(3x - y) 

17 . (1 -2y) 2 

19 . (2x-5)(x 2 -x+ 1 ) 

21. x(x- l)(x + 2) 

23 . y 4 (6-y)(5+y) 

24 . (t - 5) 2 - 2(t + 3)(8f - 1 ) 


12 . (4jc - l)(3x + 7) 

14 . (f + 6)(r + 5) - 3(f + 4) 
16. (4x - 3y)(2x + 5y) 

18 . (3jc + 4) 2 
20. (x 2 + 3)(5 jc - 6) 

22 . (1 + 2x)(x? - 3x + 1 ) 


25. (lx? + 3y 2 ) 2 

26. (x m +y m )(x m -y m ) 

27. (jc 2 - a 2 ) (x 2 + a 2 ) 

28. (Vh 2 + 1 + l)(Vh 2 + 1 - 1) 

29. (1 + a 3 ) 3 

30. (x- lX^ + x-F 1) 



33. (x 2 + x - 2)(x 3 - x + 1) 

34. (1 +x + x 2 )(l -x + x 2 ) 

35. (l+x 4/3 )(l-x 2/3 ) 

36. (x 3/2 -x+ 1)(x 2 + x ,/2 -2) 

37. (1 - 6) 2 (1 - 6) 2 

38. (1 -Fx-x 2 ) 2 

39. (Sj^y + 7jcy 2 )(jc 2 y 3 - 2/ 1 ) 

40. (x 4 y - y’Xx 2 + xy + y 2 ) 
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41-90 ■ Factorice la expresion completamente. 


41. 2x4 

• 12X 3 

42. 

00 

+ 

43. 6y 4 - 

- 15y 3 

44. 

5 ab — Sabc 

45. x z + 

lx 4-6 

46. 

1 

H 

1 

47. x 2 - 

2x-8 

48. 

x 2 - 14x4-48 

49. y 2 - 

8y4- 15 

50. 

z 2 + 6z - 16 

51. 2X 2 • 

4 5x4- 3 

52. 

2X 2 + 7x - 4 

53. 9X 2 

-36 

54. 

+ 

+ 

00 

55. 6X 2 

1 

1 

56. 

6 + 51-6? 

57. (x - 

l)(x 4- 2) 2 - (x - 

1 ) 2 ( x + 2) 



58. (x 4 l) 3 x - 2(x + ifx 2 + x?(x + 1) 

59. y*(y + 2) 3 +y 5 (y + 2) 4 

60. n(x- y) + (n - 1)0 - x) 

61. (a 2 -l)b 2 - 4(a 2 - 1) 

62. ( a 4 b ) 2 - (a - b) 1 


63. I 3 4- 1 

64. 

4? - 9s 2 

65. 4 ? - 12f 4- 9 

66. 

j? — 27 

67. x 3 4- 2X 2 4 x 

68. 

3x 3 -27x 

69. 4X 2 + 4xy + y 2 

70. 

4r 2 - 12rs 4- 9s 2 

71. x 4 4- 2X 3 - 3X 2 

72. 

x 6 4- 64 

73. 8X 3 - 125 

74. 

X 4 4- 2X 2 4 1 

75. x 4 4 x 2 - 2 

76. 

x 3 4 3X 2 - x - 3 

77. y 3 -3y 2 -4y 4 12 

78. 

i 

+ 

i 

79. 2X 3 4 4X 2 4 x 4 2 

80. 

3X 3 4 5X 2 - 6x - 10 

es 

1 

82. 

x 8 -l 

83. x 5/2 -x 1/2 

84. 

3x _l/2 4 4x m 4 x 3/2 

85. x~ m 4 2x~ m 4 x l/2 

86. 

(x- l) m -(x- 1 ) 3/z 


87. (x 2 + l) 1 ' 2 + 2(x* + lT m 

88. x-' n (x + 1) 1/2 + x m (x + I)" 1 ' 2 

89. (a 2 + 1) 2 -7(o 2 + 1)+ 10 

90 . (a 2 + 2a) 2 - 2(a 2 4 2a) - 3 

91 . Factorice x 4 4 3X 2 4 4. [ Sugerencia: Escriba la expresion en la 
forma (x 4 + 4X 2 + 4) - x 2 y observe que se trata de una diferen- 
cia de cuadrados.] 

92 . Demuestre que ab = |[(a + b'f — (a 2 + b 2 )] . 


93. Demuestre que 

(a 2 + b 2 )(c 2 + d 2 ) = (ac + bd) 2 + ( ad - be) 2 

94. Demuestre que (a 2 + fc 2 ) 2 - (a 2 - £> 2 ) 2 es un cuadrado perfecto 

95. Factorice completamente la expresion: 

4a 2 c 2 - (c 2 - b 2 + a 2 ) 2 

96. Verifique algebraicamente cada una de las formulas siguientes: 

(a) Formulas de productos especiales 1 y 2 

(b) Formulas de productos especiales 3 y 4 

(c) La formula para una diferencia de cubos 

(d) La formula para una suma de cubos 
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94. Interpretation geometrica de expresiones algebraicas 

Explique la forma en que cada una de estas figuras verifica 
la formula dada. 

En cadacaso a> b> 0. 


a 2 -b 1 = (a + b)(a - b ) 



(a + bf = a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 



^Es posible crear una figura como las anteriores para ilustrar 
la formula del producto para (a + bfl Explique su respuesta. 
(Piense en las dimensiones de los objetos de las figuras.) 
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94, Volumen ds un casquillo cilindrico Utilizando la formula pa¬ 
ra el volumen de un cilindro dado al inicio de este libro, expli- 
que por que el volumen del casquillo cilindrico que se muestra 
a la derecha es 


V = ttR 2 h - r nr 2 h 


Factorizar lo anterior para demostrar que 

V = 2-ir • radio promedio • altura • espesor 


Utilice el diagrama “desenrollado” para explicar el significado 
geometrico de esto. 





EXPRESIONES FRACCIONARIAS 


Un cociente de dos expresiones algebraicas se conoce como una expresion fracciona- 
ria. Suponemos que todas las fracciones estan definidas; esto es, tratamos unicamente 
con valores de las variables tales que los denominadores no son cero. 

Un tipo comun de expresion fraccionaria ocurre cuando tanto el numerador como 
el denominador son polinomios. Esto se conoce como una expresion racional. Por 
ejemplo. 


4x 3 + 2x + 5 
x + 3 

es una expresion racional cuyo denominador es 0 cuando x = -3. Por esto, al tratar con 
esta expresion, implfcitamente suponemos que x * -3. 

En la simplificacion de las expresiones racionales factorizamos tanto el numerador 
como el denominador y utilizamos la propiedad siguiente de las fracciones: 


AC A 
BC B 


| No podemos cancelar la .v 2 en 
x 2 - 1 


x~ + x ~2 


ya que x 2 no es un factor. 


Con la cual podemos cancelar factores comunes del numerador y del denominador. 
EJEMPLO 1 a Simplificacion de expresiones fraccionarias mediante cancelacion 


Simplifique: (a) 


x 2 — 1 


xi 2 + x — 2 

SOLUCION 

x 2 — 1 (x — l)(x + 1) 


(b) 


2X 3 + 5X 2 — 3x 
6 — x — x 2 


(a) 


x 2 + x — 2 (x — l)(x + 2) 

x + 1 
x + 2 


Factorice 


Cancele factores comunes 
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2x 3 + 5x 2 - 3x _ x(2x 2 + 5x - 3) x(2x - l)(x + 3) 
6- x- x 2 - (x 2 + x - 6) - (x — 2)(x + 3) 


Factorice 


x(2x — 1) 
x 2 


Cancele factores 
comunes 

H 


A1 multiplicar expresiones fraccionarias, utilizamos la siguiente propiedad de las 
fracciones 


A C AC 
B D~ BD 


Esto dice que para multiplicar dos fracciones, multiplicamos sus numeradores y sus 
denominadores. 


EJEMPLO 2 ® Multiplicacion de expresiones fraccionarias 

x 2 + 2x — 3 3x + 12 

Realice la multiplicacion indicada y simplifique: 2 —- 77 i 

X ~r OX “r 10 X I 


SOLUCION Primero factorizamos. 


x 2 + 2x — 3 3x + 12 
x 2 + 8x + 16 x - 1 


(x ~ 1 )(jc + 3) 3(x + 4) 
(x + 4) 2 x - 1 


Fac tori zar 


3(x - l)(x + 3)(x + 4) 
(x - l)(x + 4) 2 


Propiedad de las fracciones 


3(x + 3) 
x + 4 


Cancelar factores comunes 




A1 dividir expresiones fraccionarias, utilizamos la siguiente propiedad de las frac¬ 
ciones. 


A C = A D 
B" d~ b' C 


Esto dice que para dividir una fraccion por otra invertimos la ffaccion divisor y multi- 
plicamos. 
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EJEMPLO 3 « Division de expresiones fraccionanas 


x — 4 x 2 — 3x - 4 


Realice la division indicada y simplifique: 2 ^ ' x 2 + 5x + 6 


SOLUCiON 
x — 4 x 2 — 3x — 4 


— 4 x 2 + 5x + 6 


x 2 — 4 ' x 2 + 5x + 6 x 2 — 4 x 2 - 3x — 4 


In v icna y 
multiplique 


Q — 4)Q + 2)(x + 3) 

(x — 2)0 + 2)0 — 4)0 + 1 ) 


x + 3 


0 — 2)(x + 1) 


factoriee 


Cancetc tactores 
commies 


Evite cometer el error sigmeat^: 


X r 1 r 


ejempio, si hacemos que A ; = 2, 
= 1. entonces veremos el error: 
2 2 2 
i + i = i h : 

- Z ? -i- 2 
2 

! I 4 jliicorrecto! 


A1 sumar y restar fracciones racionales, primero obtenemos un denominador comun 
y a continuacion utilizamos la siguiente propiedad de las fracciones: 



Aunque cualquier denominador cornun fimcionara, lo mejor es utilizar el minimo co¬ 
mun denominador (MCD), tal y como se indico en la seccion 1.1. El MCD se obtiene 
al factorizar cada denominador y tomar el producto de los factores diferentes, utilizan- 
do la potencia mas elevada que aparezea en cualquiera de los factores. 

EJEMPLO 4 a Suma y resta de expresiones fraccionarias 
Realice las operaciones indicadas y simplifique. 


3 x 
(a) —7 + —^ 

x — 1 x + 2 


(b) x 2 -l (x + If 


SOLUCION 

(a) Aqui el MCD es simplemente el producto (x - \){x + 2), por lo que tenemos 


3 x 

+ 


3{x + 2) x(x - 1) 


— 1 x + 2 (jc — l)(x + 2) {x — l){x + 2) 


Escriba las fracciones utilizando 
cl mfnitno comdn denominador 


3x + 6 + x 2 - x 
(x - l)(x + 2) 


Sumc las fracciones 


x 2 + 2x + 6 
(x - 1)0 + 2) 


Combine terminos en 
el numerador 
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(b) El MCD de jc 2 - 1 = (x - 1)(jc + 1) y (x + l) 2 es (x -\)(x + l) 2 , por lo que tenemos 

12 1 2 
—-— =--=■ Facton ce 

X 2 -1 (x+ l) 2 (x - 1)(JC +1) (x + l) 2 


(jc + 1) — 2(x — 1) 
(x — l)(x + l) 2 


Combine las fraccione-s 
utilizando el MCD 


x + 1 — 2x + 2 
(x - 1)(jc + l) 2 


Propiedad distributiva 


(x - l)(x + l) 2 


Combine terminos en 
el numerador 


En el siguiente ejemplo simplificamos una fraccion compuesta, que contiene una 
fraccion tanto en el numerador como en el denominador. 

EJEMPLO 5 § Simplification de una fraccion compuesta 

£ + 1 

y 

Simplifique: - 


SOLUCION 1 Combinamos los terminos en el numerador en una sola fraccion. Ha- 
cemos lo mismo para el denominador. A continuacion invertimos y multiplicamos. 


^+1 

x + y 

y 

y _x 

i -i 

x-y 

X 

X 


x(x + y) 


1 

1 


SOLUCION 2 Obtenemos el mfnimo comun denominador (MCD) de todas las frac- 
ciones dentro de la expresion, y entonces multiplicamos el numerador y el denomina¬ 
dor por este. En este ejemplo el MCD de todas las fracciones es xy. Por lo tanto 


x „ x 

- + 1 - + 1 


j _y 1 _y x y 


Multiplique el numerador 
y el denominador por xy 


X + xy 
xy-y 2 


Simplifique 


x(x + y) 

y( x ~y) 


Fatrorice 
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Los ejemplos restantes muestran situaciones que se presentan en calculo y que re 
quieren la habilidad de trabajar con expresiones fraccionarias. 


EJEMPLO 6 s Simplificacion de una fraccion compuesta 
1 1 


Simplifique: 


(a + h) 2 a 2 


SOLUCION Igual que en la primer solucion del ejemplo 5, empezamos combinando 
las fracciones en el numerador, utilizando un denominador comun. 


1 1 a 2 — (a + h) 2 

{a + h ) 2 a 2 _ (.a + h) 2 a 2 


h 


h 


Combine fracciones en el 
numerador 


a 2 — (a + h ) 2 
(a + h) 2 a 2 h 


Propiedad 2 de las fracciones 
(invierta el divisor y multiplique) 


a 1 — ( a 2 + 2 ah + h 2 ) 1 
(,a + h) 2 a 2 h 

— 2ah — h 2 
h(a + h) 2 a 2 

h{-2a- h) 
h(a + h) 2 a 2 

2a + h 
(a + h) 2 a 2 


Formula de producto 2 

Reste 

Factorice h 

l 5 ropiedad 5 de las fracciones 
(cancelar factores comunes) 


EJEMPLO 7 
Simplifique: 


® Simplificacion de una fraccion compuesta 

(i + x 2 y /2 -x 2 (i +x 2 y i/2 


1 + x 2 


SOLUCION 1 Factorice (1 +X 2 ) 1,2 del numerador. 

(1 +jc 2 ) 1/2 -jc 2 (1 +* 2 )- 1/2 (1 +x 2 )- 1/2 f(l +x 2 )-x 2 ) 

1 + x 2 ~ 1 + X 2 


_ (i + x 2 y m i 

1 + X 2 (1 + X 1 ) 312 


SOLUCION 2 Puesto que (1 + x 2 ) -1 ' 2 = 1/(1 + x 2 ) 172 es una fraccion, podemos simpli- 
ficar todas las fracciones multiplicando el numerador y el denominador por (1 + x 2 ) . 

(i + x 2 ) i / 2 -x 2 (i + x 2 r i/2 _ a + xy 2 - x 2 (i + x 2 r i/2 (i + x 2 ) 1 / 2 

1 + x 2 " 1 + X 2 (1 + X 2 ) 1/2 


(1 + x 2 ) - X 2 
■ (1 + x 2 ) 3/2 


1 

(1 + x 2 ) 3/2 
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Formula de producto 1 

(,a + b)(a-l>) = a 2 -b 2 


Si una fraccion tiene un denominador de la forma A — B VC podemos racionali- 
zar el denominador multiplicando el numerador y el denominador por el radical con- 
jugado A - B VC . Esto es util dado que, mediante la formula de producto 1 de la 
seccion 1.3, el producto del denominador y de su radical conjugado no contiene un ra¬ 
dical: 

(.A + B VC)(A - B VC) = A 2 - B 2 C 


EJEMPLG 8 a Racionalizacion del denominador 


Racionalice el denominador 


1 

1 + V2 


SOLUCION Multiplicamos tanto el numerador como el denominador por el radical 

conjugado de 1 + ”\/2 que es 1 — V5. 


_1_1_ 1 - V2 

1 + V 2 _ 1 + V 2 ' 1 — V2 


Multipliquc e! numerador y el denominador 
por el radical conjugado 


1 - V2 
l 2 - (V2 ) 2 


Formula de producto l 


1zV2 = 1^,V2_1 

1-2 -1 


EJEMPLO 9 * Racionalizacion de un numerador 

V4 + h - 2 

Racionalice el numerador -—— 

h 

SOLUCION Multiplicamos el numerador y el denominador por el radical conjugado 
V4 + h + 2 , lo cual nos permite utilizar la formula de producto 1, y entonces los 
radicales desaparecen del numerador. 

V4 + h -2 _ V4 + h - 2 _ V4T + 2 
/i _ h V4 + A + 2 


(V4 + ) 2 - 2 2 
/i(V4 + ft + 2) 

4 + ^ — 4 

Ai(V4 + h + 2) 

^ -- _ 1 _ Propiedad 5 de las fracciones 

/i(V4 + h + 2) V4 + /i + 2 (cancele factores comunes) 


Multiplique el numerador 
y denominador por el radical 
conjugado 

Formula de producto 1 


No cometamos el error de aplicar propiedades de multiplicacion a la operacxdn 
de suma. Muchos de los errores comunes en algebra involucran hacer lo anterior. La 
tabla del ejemplo 4 de la seccion anterior, enumera varias propiedades de la multipli- 
cacion e ilustra el error al aplicar estas a la adicion. 
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Propiedad de multiplication correcta 

Error comun con la suma 

( a ■ fo) 2 - a 1 ■ b 2 

(a + b) 2 f(a 2 + b 1 

Va7b = VaVb (a, fo s* 0) 

Va + b Va + Vfo 

Va 2 • b 2 : = a • b (a,b^ 0) 

Va 2 + fo 2 ^ a + fo 

1 1 1 

1 + 1 V 1 . 

a b a ■ b 

a ' fo /x a + fo 

<*=b 

a -fr* b 

a 


a~ l ■ fo -1 = ( a ■ b)~' 

a 1 + r l )/(a + for 1 


Para verificar que las formulas de la columna de la derecha estan equivocadas, 
simplemente sustituya numeros en lugar de a y fo y calcule cada uno de los termmos. 
Por ejemplo, si en la cuarta propiedad hacemos a = 2 y fo = 2, obtenemos que el lado 
izquierdo es 



en tanto que el derecho es 

11 1 
a + fo 2 + 2 4 


Dado que 1 ¥= j , la formula enunciada esta equivocada. Debera convencerse de mane- 
ra similar del error en cada una de las demas formulas. 



g 

IS 


I 

I 


I 


1 


K 

: 

g 


K 


% 


EJERCICIOS 


1. 


3. 


5. 


7. 


8 . 


t — 3 t + 3 


c 2 + 9 f 2 — 9 

x 2 — x — 6 x 3 + x 2 


! a Simplifique las expresiones. 


9. 

x 2 + lx + 12 x 2 + 5x + 6 

x 2 + 3x + 2 

2. 

4. 

x 2 + x — 6 

x 2 + 3x + 2 x 2 + 6x + 9 

x 2 + 5x + 6 

y~y 2 

x 2 -4 

2y 2 - 9y - 18 

10. 

x 2 + 2 xy + y 2 2X 2 — xy — y 2 
x 2 ~y 2 y xy 2 y 2 

y 2 ~ i 

4y 2 + 16y + 15 

11. 

2x 2 + 3x + 1 

y + 6x + 5 

2j? — x 2 — 6x 

6. 

1 -x 2 

x 2 + 2x~ 15 ' 2X 2 - lx + 3 

2x 2 - lx + 6 

x 3 1 

12. 

4/-9 

2y 2 + y~3 




2y 2 + 9y - 18 ' / + 5y - 6 


13. 


* + 1 


14. 


+ 2x x — 2x ■ 


x 2 + 2x + 1 


2x 2 ~ 3x - 2 
x 2 -! 

2x 2 + 5x + 2 
x 2 + x - 2 
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15. 

x/y 

z 


16. 

JC 

y/z 


41. 


1 , 

2 

18. 

1 

1 


17. 

x + 5 x 

- 3 

X + 

1 x - 1 

43. 


1 

1 

20. 

JC 

3 


19. 

X + 1 X 

+ 2 

JC — 

4 x + 6 

44. 


X , 

2 

22. 

5 

3 


21. 

(X + l) 2 

x + 1 

2x - 

-3 (2x - 3) 2 


23. 

1 1 _L_ — 

u 

24. 

2 

3 4 

aS + b 2 

45. 

u + 1 + 

u 

+ 1 

a 2 



25. 


27. 


29. 


30. 


1+ 1 

x 2 x' 

2 


+ 3 x 2 + lx + 12 


1 1 1 

26 - " + 1 + 3 
x x x 


a: 1 

28. —- + 


x - 4 x-2 


i 


11 + 1 


x + 3 x 1 -9 

x 2 


x 2 + x — 2 x 2 — 5x + 4 


31. 


32. 


2 3 4 

-1-, 

X JC — 1 x — X 

x 1 2 


33. 


34. 


x 2 — jc — 6 x + 2 x — 3 

1 _ 1 

x 2 + 3x + 2 x 2 — 2x — 3 


2 3 

+ 


x + i ( X + i y x 2 -i 


35. 


£_y 

2 _£_ 

j__ _i_ 

, 2 y 2 


36. x- 


£ + Z 

y x 


1 + 


36. 


c — 1 


1 - 


1 


38. 1 + 


1 


1 


c — 1 

5 2 


1 + 

1 + x 
a — b a + b 


39. 


x — 1 x + 1 

X 1 

+ 


40. 


a — b a + b 


x~ 2 -y~ 2 

x~ X +y-‘ 
1 1 
a + h a 


(x + h) 3 — . 


42. 


x~‘ + y' 1 
(x + y) -1 


1 — (x + h) l — x 

2 + (x + h) 2 + x 

h 

(x + h.) 3 — 7(x + h) — (x 3 — 7x) 


46. 


47. a 1 + 


,vr 


48 - ' ,1 + ^ 

49-52 a Simplifique la expresion. 

2(1 +x) 1/2 -x(l +x)-'/ 2 
x + 1 

(l-x 2 ) 1/2 + x 2 (l-x 2 )- l/2 

1-X 2 

3(1 +x) 1/3 -x(l + x)~ 2/3 
(1 + x) 2/3 

(7 - 3x) 1/2 + |x(7 ~ 3x)~ 1/2 
7 -3x 

53-56 s Racionalice el denominador. 


49. 


50. 


51. 


53. 


55. 


3 + Vs 
2 

V2 + V7 


54. 


56. 


57-62 s Racionalice el numerador. 


57. 


-Vs 


59. 


+ V2 


58. 


60. 


Vx + 1 

y 

V3 + Vy 


V3 + V5 


VJ-VTT 


X — 1 X + 1 


61. Vx" + 1 - x 


IjVxVxW 
62. Vx + 1 - Vx 


57 
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3-72 b Diga si la ecuacion dada es verdadera para todos los va- 
ires de las variables. (No tome en consideracion ningun valor que 
aga el denominador igual a cero.) 


3. 


5. 


7. 


9. 


1. 


16 + a a 

-= 1 1 - 

16 16 


2 1 2 

- —-j- 

4 + x 2 x 


x 1 


x + y 1 + y 


— a a 


b b 


x 2 + 1 1 


X 2 + X — 1 X — 1 


64. 



= 1 - 


b 


c 


66 . 


x + 1 

7TT 


X 

y 


68 . 



2 a 
2b 


l + x + x 2 

70. - 

x 


1 

- + 1 + X 
X 



X + 1 


3. Si dos resistores electricos con resistencias R { y R 2 estan 
conectados en paralelo (vease la figura), entonces la resisten- 
cia total R esta dada por 


-1- — 

R 2 R 2 

R. 

AAAAr*— 

R 2 

M/VW- 
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74. Comportamiento iimite de una expresion racionai La ex- 
presion racionai 



no esta definida para x = 3. Complete las tablas y determine 
a que valor se acerca la expresion conforme x se acerca mas a 
3. ^Por que esto es razonable? (Para ver por que, factorice el 
numerador de la expresion y simplifique.) 




75. iEsto es racionalizacion? En la expresion 


2 

Vx 


(a) Simplifique la expresion para R. 

(b) Si R x = 10 ohms y R 2 = 20 ohms, ^cual es la resistencia 
total Rl 


eliminariamos el radical si elevaramos al cuadrado tanto el 
numerador como el denominador. ^.Esto es lo mismo que 
racionalizar el denominador? 


1.5 


ECUACIONES 


Una ecuacion es un enunciado que establece que dos expresiones matematicas son 
iguales. Por ejemplo, 


3 + 5 = 8 

es una ecuacion. Pero no es una ecuacion muy interesante -simplemente expresa un 
hecho aritmetico simple. La mayor parte de las ecuaciones que estudiamos en algebra 
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contienen variables, las cuales son simbolos (por lo general letras) que representan 
numeros. En las ecuaciones 

(w - 4)(u> + 4) = w3 - 16 y 4x + 7 = 19 


j las letras wyx son variables. Laprimeradeestas ecuaciones es verdadera,independien- 

; temente del valor que represente la variable w. Esta ecuacion es la formula de la “dife- 

\ rencia de cuadrados” de la seccion 1.3. Es verdadera para todas las w, por lo que decimos 

i que se trata de una identidad. La segunda ecuacion no es verdadera para todos los valo- 

res de la variable x. Los valores de x que hacen que la ecuacion sea verdadera se llaman 
soluciones o rafces de la misma, y el proceso de determinar estas se conoce como reso- 
lucion de la ecuacion. 

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes, si tienen las mismas soluciones. 
Para resolver una ecuacion, intentamos determinar una que sea mas simple y equiva- 
lente, y que tenga la variable sola en uno de los lados del signo “igual”. A continuacion 
se presentan las propiedades que utilizamos para resolver una ecuacion. (En estas, A, B 
| y c representan cualquier expresion algebraica, y el sfmbolo significa “es equiva- 

I lente a”.) 




Miiii 

Propiedad 

Descripcion 


1. A- B o A + c = B + c 

Al sumar la misma cantidad a ambos lados, se obtiene una ecuacion 
equivalente. 


2. A = B cA = cB (c * 0) 

Multiplicando ambos lados por una misma cantidad diferente de cero, 
se obtiene una ecuacion equivalente. 



Estas propiedades establecen que al resolver una ecuacion, efectue la misma opera- 
cion en ambos lados. Por ejemplo, si decimos “sume -7”, lo que queremos expresar es 
“same -7 a cada lado de la ecuacion”. 

Asf es como utilizamos las propiedades de la igualdad para resolver 4x + 7 = 19: 

4x + 7 + (-7) = 19 + (-7) Sume -7 

4* =12 Simplifique 

\ ■ 4x = | • 12 Multiplique por \ 

X = 3 Simplifique 


La solucion es x = 3. Para verificar esto, sustituimos x = 3 y comprobamos que este 
valor hace verdadera la ecuacion: 


I 

4(3) + 7X19 



19= 19 


jCorrecto! 
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CAPfTULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


_J ECUACIONES LINEALES 


Ecuaciones lineales 

4x -5 = 3 
2 a = , a — 5 

Ecuaciones no lineales 
a 2 + lx = 8 

Va-= 6a — 1 

A 


El tipo mas simple de ecuacion es la ecuacion lineal, o de primer grado. En esta, cada 
uno de los terminos es una constante o un multiplo diferente de cero de la variable. Asf, 
una ecuacion lineal es equivalente a una ecuacion de la forma ax + b = 0; a y b repre- 
sentan numeros reales con a # 0, y x es la incognita que hay que determinar. La 
ecuacion del siguiente ejemplo es lineal. 

EJEMPLO 1 ■ Resolucion de una ecuacion lineal 
Resuelva la ecuacion lx - 4 - 3x + 8. 


SOLUCION Esta se resuelve transformandola a una ecuacion equivalente que tenga 
de un lado los terminos que incluyen a la variable x y del otro los valores constantes. 

lx — 4 = 3a + 8 


(7a-4) + 4 = (3a + 8) + 4 
7a = 3a + 12 
7a - 3a = (3a + 12) - 3a 


Sume 4 . 


Simplifique 


Reste 3 a 


4a= 12 


Simplifique 



El tdrmino algebra proviene del libro 
arabe del siglo IX Hisab al-Jabr 
w’al-Muqabala, escrito por al-Kho- 
warizmi. El tftulo se refiere a la trans- 
posicion y combinacion de terminos, 
dos procesos utilizados en la resolucion 
de ecuaciones y en las traducciones 
latlnas; este tftulo file abreviado como 
Aljabr, de donde surgio la palabra alge¬ 
bra. Por otro lado, el nombre del autor 
se incorporo al espanol en el vocablo 
algoritmo. 


Ax = \ • 12 Multiplique por J 

A = 3 Simplifique 

Debido a que todas estas ecuaciones son equivalentes, la solucion es 3. Para veri- 
ficar la respuesta revisamos el proceso anterior (uno de los principios de resolucion 
de problemas introducido en las paginas 122-124) sustituyendo a = 3 en la ecuacion 
original. 

7(3) -41 3(3) + 8 
17= 17 

La ultima igualdad es verdadera, por lo que a = 3 es la solucion. * 


Puesto que verificar la respuesta es muy importante, haremos esto en los ejemplos 
siguientes. En este procedimiento, LI significa “lado izquierdo” de la ecuacion original 
y LD significa “lado derecho”. 

En el siguiente ejemplo resolveremos una ecuacion que no parece lineal, pero que se 
simplifica a una lineal que es equivalente. 


EJEMPLO 2 a Una ecuacion que se reduce a una lineal 
a 2a + 1 


Resuelva la ecuacion 


a + 1 2a — 3 
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SOLUCION Six# —1 y x # §, entonces los denominadores de las fracciones de 
esta ecuacion son distintos de cero, y podemos multiplicar cada lado de la misma por 
el rmnirno comun denominador que es (x + l)(2x - 3). 


(x + l)(2x — 3) 


x + 1. 


= (x + l)(2x — 3) 


2x + 1 
i 2x — 3 , 


Multiplique por el MCD 


<2x - 3)x = (x + l)(2x + 1) Sirnplificjue 

2X 2 — 3x = 2X 2 + 3x + 1 Desanolie 


-3x = 3x + 1 


Reste 2x i 


-6x = 1 



La solucion es — \ . 


Sustiluya 3,v 


Divida por -6 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 


LI = 


l 

A 


(-D + i 



i 

5 


LI = LD / 


LD 


2 ( - |) + 1 

2( -1) - 3 



1 

5 


EJEMPLO 3 ® solucion para una variable en funcion de otras 
Resuelva la siguiente ecuacion para la variable M. 


Esta es la Ley de la gravedad de Newton. 


F = 


G 


mM 


SOLUCION Aunque esta ecuacion involucra mas de una variable, la resolvemos de- 
jando aMdeun lado y tratando a las demas variables como si fueran numeros. 


F = 



Fiietoriee M del LD 




Grn 

Multiplique por el reci'proco de 

r 


FF 

Gm 


= M 


Simplifique 


La Solucion es M 


PF 


Gm 
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CAPl'TULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


jj ECUACIONES CUADRATICAS 

Las ecuaciones lineales son ecuaciones de primer grado de la forma ax + b = 0, mien- 
tras que las cuadraticas son de segundo grado e incluyen un termino adicional que es el 
cuadrado de la variable. 


ECUACIONES CUADRATICAS 


Una ecuacion cuadratica es equivalente a una de la forma 

ax? + bx + c - 0 

donde a, b y c son numeros reales con <3*0. 


Algunas ecuaciones cuadraticas se pueden resolver utilizando factorizacion y la 
siguiente propiedad basica de los numeros reales. 


PROPIEDAD DE PRODUCTO CERO 



AB = 0 si y solo si 

o 

ll 

«l 

o 

o 

II 



Esto significa que si podemos factorizar el lado izquierdo de una ecuacion cuadratica | 
(u otra), entonces la resolvemos igualando a cero cada uno de los factores. Este meto- | 

do se puede aplicar unicamente cuando el lado derecho de la ecuacion es 0. | 

§ 

I 

EJEMPLQ 4 s Resolucion de una ecuacion cuadratica mediante factorizacion j 
Resuelva la ecuacion x 2 + 5x - 24 

SOLUCION Primero tenemos que reescribir la ecuacion de manera que el lado de¬ 
recho sea 0. j 

x 2 + 5x= 24 p 

X 2 + 5x - 24 = 0 Reste 24 } 


VERIFIQUE SUS RESPUESTAS 

x - 3: 

(3) 2 + 5(3) = 9 + 15 = 24 / 

x = —8 

(-8) 2 + 5(—8) = 64 - 40 = 24 / 


(x - 3)(x + 8) = 0 Factorice 


x-3 = 0 o x+8 = 0 


Haga cada factor igual a 0 


x = 3 


X = —8 Resuelva 


Las soluciones son x = 3 y x = -8. • 

Una ecuacion de la forma x 2 - c = 0, donde c es una constante positiva, se factoriza !; 
como (x - Vc )(x + Vc) = 0, y las soluciones son x = Vc y x = - Vc . Con frecuencia g 
abreviamos esto como x = ± Vc. | 
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Eudides (circa 300 a.C.) enseno en 
Alejandria. Su Elementos es el libro 
cientifico de mayor influencia en la 
historia. Durante 2,000 aiios en las es- 
cuelas fue la inlroduccion obligada a 
la geometria, y por muchas genera- 
ciones se considero la mejor manera 
de desarrollar el razonamiento logico. 
Por ejemplo, Abraham Lincoln estu- 
dio los Elementos con la intencion de 
aguzar su discernimiento. Se dice que 
en una ocasion el rey Ptolomeo le pre- 
gunto a Euclides si existfa una manera 
mas rapida de aprender geometria, y 
este contesto que “para la geometria 
no existfa camino real”, dando a en- 
tender que las matematicas estan mas 
alia de la riqueza y la posicion social. 
Euclides fue respetado en vida y cono- 
cido con el tftulo de “El Geometra” o 
“El autor de los Elementos". La gran- 
deza de los Elementos radica en cl tra- 
tamicnto prcciso, Ifigico y sistemlticq 
de la geometria. Respecto a la igual- 
dad, Luclides listd las reglas siguientes 
- que denoto como “nociones comunes”. 

1. Cosas que son iguales a una ter- 
cera son iguales entre sf. 

2. Si iguales se agregan a iguales, las 
sumas son iguales. 

3. Si se restan iguales de iguales, los 
resultados son iguales. 

4. Cosas que coinciden con otra, son 
iguales. 

5. El todo es mayor que la parte. 


RESOLUCION DE UNA ECUACION CUADRATICA SIMPLE 


Las soluciones de la ecuacion x 2 -c son x - Vc y x = - Vc 


EJEMPLO 5 § Resoiucion de cuadraticas simples 

Resuelva las siguientes ecuaciones (a) x 2 — 5 (b) (x - 4) 2 = 5 

SOLUCION 

(a) A1 aplicar el principio del recuadro anterior, obtenemos x = ± V5 . 

(b) Calculamos la ratz cuadrada de cada lado de esta ecuacion. 


(x - 4) 2 = 5 


1 

4^ 

II 

% 

Tome la raiz cuadrada 

x = 4±V5 

Sums 4 


Las soluciones son x = 4 + V5 y x = 4 - V5 . 

Como vimos en el ejemplo 5, si una ecuacion cuadratica es de la forma (x + a) 1 = 
entonces podemos resolverla extrayendo la rafz de ambos lados. En una ecuacion < 
esta forma, el lado izquierdo es un cuadrado perfecto: el cuadrado de una expresion 1 
neal en x. Si una ecuacion cuadratica no se puede factorizar facilmente, entono 
podemos resol verla utilizando la tecnica de completar el cuadrado. Esto significa qt 
sumamos una constante a una expresion, para convertirla en un cuadrado perfecto. Pi 
ejemplo, para hacer de x 2 - 6x un cuadrado perfecto debemos sumar 9, ya que x 2 - ( 
+ 9 = (x - 3) 2 . En general, a partir de la identidad 



se deduce que para hacer de x 2 + fix un cuadrado perfecto, debemos sumar el cuadrac 
de la mitad del coeficiente de x. (Observe que esto es valido independientemente de qi 
fi sea positivo o negativo.) 


i COMO COMPLETAR EL CUADRADO 

Para hacer de x 2 + fix un cuadrado perfecto, sume 

Uj 

2 


EJEMPLO 6 B Resoiucion de ecuaciones cuadraticas completando el cuadrado 
Resuelva las siguientes ecuaciones. 

(a)x 2 -8x+13=0 (b) 3X 2 -12x + 4 = 0 
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CAPiTULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


Como completar el cuadrado 

El area de la region azul es 

, M 2 

x~ + 21 — )x = x“ + bx 

\v 

Para '‘completar el cuadrado” agregue un 
pequeno cuadrado de area 



x 


b 

2 



SOLUCION 

(a) jc 2 - 8jc + 13 = 0 

= -13 

x 2 - 8x + 16 = -13 + 16 


(x - 4) 2 = 3 


x-4 = ±V3 


x = 4 ±V3 


Resle 13 


Complete el cuadrado: same 
Cuadrado perfecto 


Tome la ralz cuadrada 


Same 4 



(b) Despues de restar 4 de ambos lados, debemos factorizar el coeficiente de x 2 (el 3) 
para poder completar el cuadrado. 


3X 2 - 12x + 4 = 0 


3X 2 — I2x = — 4 Resie 4 


3(x 2 — 4x ) = —4 Factoriee el 3 del LI 

Ahora completamos el cuadrado sumando (-2) 2 = 4 dentro del parentesis. Puesto 
que todo lo que esta dentro se ha multiplicado por 3, lo que realmente estamos 
sumando es 3 • 4 = 12 al lado izquierdo de la ecuacion. Por lo que tambi6n debe¬ 
mos sumar 12 al lado derecho. 


30c 2 - 4x + 4) = -4 + 3 • 4 


Complete el cuadrado 


3(x — 2) 2 = 8 


7 8 

(,- 2) 2 = - 


x — 2 — 



x = 2 ± 


2V6 

3 


Cuadrado perfecto 
Divida por 3 


Obtenga la ralz cuadrada 
Raeionalice el denominador 


Sume 2 




Podemos utilizar la tecnica de completar el cuadrado para obtener una formula para 
las ralces de la ecuacion cuadratica general ax 2 + bx + c — 0. Primero dividimos cada 
lado de la ecuacion entre a y pasamos la constante al lado derecho, obteniendo asi 



c 

a 
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Ahora completamos el cuadrado sumando [bl(2a)\ 2 en ambos lados 


Cuadrado perfecto 


Obtenga la rafz cuadrada 


Francois Viete (1540 -1603) file un 
3 ' J rriatdmatico Frances conocido tambien 
O'por la forma latina de su nombre, - 
d Vieta. Introdujo un nuevo nivel de 
- abstraction eh el algebra, a! utilizar 
' ictras .para denotar las cantidades 
conocidas de una ecuacion. Antes del. 
; tiempo de Viete, cada ecuacion tenia 
que fesolverse en cada caso particular. 
Por ejemplo, las ecuaciones cuadniti- 


Esta es la formula cuadratica. 


Las ratces de la ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c — 0, donde a * 0, son 


temanque resol verse por separado.'Ia 
idea de Viete fue considcrar las ecua- 


Se puede utilizar la formula cuadratica para resolver las ecuaciones de los ejemplos 
4,5, y 6. Debe efectuar los detalles de estos calculos. 


ciones cuadraticas de manera 
al cscnbir 

ax 1 + bx + c~ 0 

V vr 0 - • 

donde a, by c son cantidades conocr- 
das. Gracias a esto es posrble escribir 
una formula (en este caso la formula 
cuadratica) en terminos de a, b y c, la 
cual se puede utilizar: para 'resolver 
cualquier ecuacion de este tipo. 


EJEMPLO 7 ■ Uso de la formula cuadratica 


Determine todas las soluciones de cada ecuacion 
(a) 3X 2 — 5jc - 1 = 0 (b) Ax 1 + 12x + 9 = 0 


SOLUCION 


(a) Aplicamos la formula cuadratica con a = 3, & = -5 y c = -l, de manera que 


Si se desean valores aproximados, utilizamos la calculadora y obtenemos 


(b) Al sustituir en la formula cuadratica a = 4,b= 12 y c - 9, obtenemos 


Otro metodo 

4x z +\2x +9=0 
(2x + 3) 2 = 0 
2x + 3 = 0 


Esta ecuacion solo tiene una solucion,jt = — \. 



CAP1TULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


(c) A1 introducirenla formulacuadratica a - \,b - 2y c - 2,e\ resultado es 


- 2 ± V2 2 -4-2 — 2 ± y/^-4 —2 ±2 V"—T 

2 2 " 2 

Debido a que el cuadrado de cualquier numero real es no negativo, V — 1 . No 
esta definida en el sistema de los numeros reales. La ecuacion no tiene solucion 
real. @ 

En la seccion 3.3 estudiaremos el sistema de los numeros complejos, en el cual la 
rafz cuadrada de los numeros negativos si esta definida. En este sistema la ecuacion del 
ejemplo 7(c) sf tiene soluciones. 

La cantidad b 2 — 4ac que aparece dentro del signo de la rafz cuadrada en la formula 
cuadratica, se conoce como el discrimina nte de la e cuacion ax 2 + bx + c — 0 y se deno- 
ta con el sfmbolo D. Si D < 0, entonces Vb 2 - 4ac no esta definida, y por lo tanto la 
ecuacion cuadratica no tiene solucion real, como en el ejemplo 7(c). Si D = 0, entonces 
la ecuacion tiene solo una solucion real, como en el ejemplo 7(b). Finalmente, si D > 0 
entonces la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas, como en el ejemplo 7(a). 

El recuadro que sigue resume lo que hemos senalado en relation con el discrimi¬ 
nante. 


1 ± V^i 


DISCRIMINANTE 


El discriminante de la ecuacion cuadratica general a* 2 + bx + c = 0 (a * 0) es 
D-b 2 - 4 ac. 

1. Si D > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas. 

2. Si D - 0, la ecuacion tiene exactamente una solucion real. 

3. Si D < 0, la ecuacion no tiene solucion real. 


EJEMPLO 8 ■ Uso del discriminante 

Utilice el discriminante para determinar cuantas soluciones reales tiene cada ecuacion 
(a) x 2 + 2x + 8 = 0 (b) 3^ — 5^ + ! =0 


SOLUCION 

(a) El discriminante es 

D = 2 2 — 4 • 1 • 8 = — 28 < 0 

Por lo tanto, esta ecuacion no tiene solucion real. 

(b) El discriminantes es D — (-5) 2 — 4 ■ 3 ■ \ = 25 - 18 = 7 > 0, y la ecuacion tiene 
dos soluciones reales distintas. 


OTRAS ECUACIGNES 

Consideraremos ahora otros tipos de ecuaciones, incluyendo aquellas que involucran 
potencias o radicales de mayor orden. 
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EJEMPLO 9 » Solucion de ecuaciones rai'ces n-esimas. 
Determine las soluciones reales de las ecuaciones siguientes. 
(a) x 3 = -8 (b) 1 6x 4 = 81 


SOLUCION 

(a) Puesto que todo numero real tiene exactamente una rafz cubica real, podemos 
resolver esta ecuacion tomando la rafz cubica de ambos lados 

(x 3 ) 173 = (- 8) 1/3 


(b) 


x — —2 

Aquf debemos recordar que si n es par, entonces todo numero real positrvo tiene 
dos raices w-esimas reales, una positiva y otra negativa. 

X 4 = fg Divida por 16 

(xY A = ± (fg) 1/74 Tome Ja rafz cuarta 


X = 


+3 

—2 


Algunas ecuaciones que a primera vista no parecen cuadraticas, se pueden convertir 
a esta forma efectuando simples operaciones algebraicas corno multiplicar ambos lados 
por un denominador comun, o elevar al cuadrado. Debe tenerse el cuidado de evitar 
soluciones extrahas que pudieran introducirse al manipular las ecuaciones. 


VERIFIQUE SUS RESPUESTAS 

* = “I 

LI= (-§) + 3 = | 


LD - 


- 2( - |) 2 + 7( ~ |) ~ 3 


— - — T 
3 J 


8 14 o n_ ^ 

9 3 J _ 9 _ _ 


_ 11 
3 

LI = LD 
x-3\ 

LI = 3 + 3 = 6 


77 
9 _ 

11 3 

3 J 


LD = 


- 2(3 f + 7(3) - 3 _ 0 


3—3 


0 


LD no esta definido, por lo que x = 3 
no es una solucion 


EJEMPLO 10 ■ Como tratar soluciones extranas 
Resuelva cada ecuacion. 

- 2X 2 + lx - 3 


(a) x + 3 = 


SOLUCION 


x — 3 


(b) 




(a) Podemos multiplicar ambos lados por x —3 para eliminar el denominador, siem- 
pre y cuando x * 3. 


(x + 3)(x - 3) = 


lx 1 + lx — 3 




x — 3 
x 2 -9 — -2x? + lx — 3 
3x 2 — 7x — 6 = 0 

(3x + 2)(x — 3) = 0 


l(x - 3) 


x = 


— _ 2 


x = 3 


Desarrolie y cancele 

Pase todos los terminos a LI 
y simpUfique 

Factorice 

Haga cada factor igual a 0 


X 


Asf,x = — 3,0 bien x = 3. Sin embargo, x = 3 no satisface la ecuacion original 
(la division por 0 es imposible) por lo que la unica solucion esx = — 3 . 
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CAPITULO 1 CONCERTOS FUNDAMENTALES 


(b) Para eliminar la rafz cuadrada, primero la dejamos sola en un Iado del signo de 
igual. 


VERIFIQUE SUS RESPUESTAS 


LD = l-^2-^ 

= i-Vl = i-§ = 

LI = LD 
x = 2; 





(x-l ) 2 = 2 -| 

x 2 - 2x + 1= 2 — — 
2 

lx 2 -4x + 2 = 4- x 
lx 2 - 3x —2 = 0 
(x — 2)(2x + 1) = 0 


Reste 1 

E!eve a] cuadrado ambos lados para eliminar la 
rafz cuadrada 

Desarrolle LI 

Multiptique por 2 para eliminar el denotninador 

Pase todos los terminos al LI 

Factorice 


LI = 2 

LD = 1 - V2-| 

1 


= 1 —r 1 = 0 


Al hacer cada factor igual a 0 obtenemos x=2y x = como soluciones 
posibles. Si sustituimos estas en la ecuacion original (vease verifique sus respues¬ 
tas) concluimos que x = es una solucion, y que x = 2 no lo es. La unica 
solucion es 


LI*LD,porloquex = 2noes una 

solucidn X x — — j 


El motivo por el que con frecuencia se introducen soluciones extranas al elevar al 
cuadrado ambos lados de una ecuacion, es que la operacion puede convertir una igual- 
dad falsa en verdadera. Por ejemplo, -1 * 1, pero (-1) 2 = l 2 . Asl, la ecuacion al cuadrado 
puede ser verdadera para mas valores de la variable que la ecuacion original, por esto 
siempre debemos verificar nuestras respuestas para asegurarnos de que cada 
una satisface la ecuacion original. 

Como se muestra en el ejemplo siguiente, en algunos casos se pueden convertir 
ecuaciones de cuarto grado (o de grado superior) en cuadraticas, efectuando substitu- 
ciones algebraicas. 


EJEMPLO 11 ■ Una ecuacion de tipo cuadratico 

Determine las soluciones reales de x 4 - Zr 2 -2 = 0 


SOLUCION Si hacemos que w = x 2 , entonces obtenemos una ecuacion cuadratica en 
la nueva variable w. 

x 4 - 2X 2 - 2 = (x 2 ) 2 -2x 2 -2 

= w 2 - 2 w — 2 = 0 Haga = x 2 


Al aplicar la formula cuadratica tenemos 


2±V(-2R + 4-2 ^ 

2 

Puesto que x 2 = w, el resultado es x = ± Viv . Las posibles soluciones son ±Vi ± V3. 
Luego de observar que en el sistema de los numeros reales no se puede obtener la ralz 
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cuadrada de un numero negativo como 1 — V3 , se concluye que 

x = ±Vl + \/3 

son las tinicas soluciones reales de la ecuacion original. ■ 


EJEMPLO 12 ■ Resolution de una ecuacion que involucra exponentes 
fraccionarios 

Determine todas las soluciones de la ecuacion x 576 + x 273 = 2x 1/2 . 
SOLUCION 


x 5/6 + x 2/3 -2x 1/2 = 0 
x l72 (x 173 + x 116 -2)-0 
w’iw 2 + w - 2) = 0 
w 3 (w - l)(w + 2) = 0 


Pase todos los termitios al LI 
Factorice .d 2 (potencia mas baja de ,v) 
Sustituya w = x M 
Factorice la expresion cuadratica 


Por lo tanto 

w = 0 

o 

w — 1 o 

w = - 2 


o 

ii 

;o 


x 1/6 =l 

(N 

1 

1! 

VO 


x = 0 


x = l 6 = 1 

X = (-2) 6 = 64 


Al verificar estas respuestas, concluimos que x = 0 y x = 1 son soluciones, pero x = 64 
no lo es (vease verifique sus respuestas). Por tanto las unicas soluciones son 0 y 1. 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 

x = 0: 

x = 1: 

x = 64: 

LI = 0 5/6 + 0 2/3 

LI = 1 5/6 + l 273 

LI = 64 5/6 + 64“ 

= 0 

= 2 

= 32 + 16 = 48 

LD = 2 • 0 l/2 

LD-2 ■ 1 1/2 

LD = 2 ■ 64 1/2 

= 0 

= 2 

= 2-8 = 16 

LI = ld y 

LI = LD / 

LI = LD X 


Dividir ambos lados de la ecuacion original del ejemplo 12 entre x 1/2 ,es un error 
porque al hacerlo se pierde la solucion x = 0. Nunca divida ambos lados por una 
expresion que contenga la variable (a menos que sepa que la expresion no puede 
ser igual a 0). 


EJEMPLO 13 ■ Una ecuacion de valor absoluto 

Resuelva la ecuacion I 2x - 5 I = 3. 

SOLUCION De acuerdo con la definicion de valor absoluto, I 2x - 5 I = 3 es equi- 
valente a 

2x - 5 = 3 o 

2x = 8 
x = 4 

Las soluciones son x = 1, x = 4. 


2x- 5 = - 3 
2x = 2 
x = 1 
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1.51 EJERCICIOS 



1-4 a Determine si los valores dados de las variables son solu¬ 
tion de la ecuacion. 


1 . 2x - 3 = x + 1 
(a) x = 4 


(b)x = 


2. 4(x - 1) - (2 - x) = 5(x - 2) + 4 
(a) x = -3 (b) x = 0 


3. 


1 1 


x x + 3 6 

(a) x = -3 


4. Vx 2 -? = x - 1 
(a) x = 4 

5-28 ■ Resuelva la ecuacion 

5. 3x - 5 = 7 

7. -7w = 15 - 2w 
9. ly - 2 = iy 


(b) x = 3 


(b) x = 4 


6 . 4x + 7 = 9x - 13 


8 . 5r- 13= 12-5/ 
z 3 

10. - = — z + 7 
5 10 


11. 2(1 - x) = 3(1 + 2*) + 5 

12. 5(x + 3) + 9 = -2(x - 2) - 1 

1 4 

13. - = — + 1 
x 3x 

1 t 1 

15. -1-= - 

t- 1 3f - 2 3 

16. r-2[l-3(2r + 4)] = 61 

17. (f - 4 ) 2 = (t + 4 ) 2 + 32 

18. f x — J = lx - 5 

2 6 

19. - 5 = - + 4 

x x 


14. 


f + 6 t -1 


4 2 

20 . - + 


35 


21 . 


X — 1 X+l X — 1 

2x-7 2 


22 . 


2x + 4 3 

111 10 


z 2 z 5z z + 1 

23. Vx -4 = V2x 

24. V2x + 8 = V6x 


1 5 2 

x + 3 x 2 — 9 x — 3 

26. x 2 = 49 

27. x 2 = 18 28. x 2 - 24 = 0 

29-32 h Obtenga la solucion de la ecuacion mediante fac- 
torizacion 


29. x 2 -x — 6 = 0 
31. x 2 + 4 = 4x 


30. x 2 + 2x = 8 
32. 2y 2 + 7y + 3 = 0 


33-36 a Resuelva la ecuacion completando el cuadrado 
33. x 2 - 4x + 2 = 0 34. x 2 - 6x - 9 = 0 

35. x 2 3“ x — I = 0 36. 2x 2 + 8x + 1 =0 

37-74 ■ Determine las soluciones reales de la ecuacion 
37. x 2 - 2x - 8 = 0 38. 2x 2 + x-3 = 0 

39. x 2 + 12x — 27 = 0 40. 8x 2 -6x-9 = 0 

41. 3x 2 + 6x-5=0 42. x 2 -6x+l=0 

43. 4X 2 + 16x - 9 = 0 44. 0 = x 2 - 4x + 1 

45. 3 + 5z + z 2 = 0 46. w 2 = 3(w - 1) 

47. x 2 - V5x + 1=0 

48. Vfix 2 + 2x — V| = 0 


49. 


x + 100 


= 50 


50. 1 + 


2 x 


2 4 

+ 


(x + 3)(x + 4) x + 3 x + 4 


x + 5 5 28 

x — 2 x + 2 x 2- 4 

1 2 

52. -- r = 0 

x - 1 x 2 

53. x 4 - 16 = 0 

55. x 4 -x 3 -2x 2 = 0 

56. (x - 2 ) 5 - 9(x - 2 ) 3 = 0 


.54.. 64x 6 = 27 


57 . V2x + 1 + 1 = x 58. x - V9 - 3x = 0 

59 . V5 -x + 1 = x - 2 60. 2 x + Vx + 1 = 8 


61- V Vx — 5 ~+~x = 5 
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62. (x + 5 ) 2 - 3(x + 5) - 10 = 0 

63. 4(jc + 1 ) 1/2 - 5(x + l) 3 ' 2 + (x + if 1 = 0 

64. x m + 3x ~ 1/2 = 10jc _3/2 

65. x 4/3 - 5JE 20 + 6 = 0 

66 . Vx-lVx-4 = 0 

67. x m - 3x ,/3 - 3x 1/6 - 9 

68. x — 5Vx + 6 = 0 


1 4 4 

69. ~7 H —7 4— — 0 
x x x 


70. Ax' 4 - 16x“ 2 + 4 = 0 

71. I 2x1 = 3 

73. I x-4 I = 0.01 


72. I 3x + 5 I = 1 
74. I x - 6 I = -1 


75-78 sa Obtenga la solucion o soluciones correctas a dos lugares 
decimates 

75. 2.15x-4.63 = x+ 1.19 

76. 3.16(x +4.63) = 4.19(x-7.24) 

77. x 2 - 2.45x + 1.50 = 0 

78. x 2 - 2.45x+ 1.51 =0 


89. A = F^l + 

1 

90. 


+ 

5 + a 5 + 6 


; 

100 / 
l l 


para; 


para 5 


91-94 ■ Utilice el discriminante para determinar el numero de 
soluciones reales de la ecuacion. No resuelva la ecuacion 

91. x 2 - 6 x + 1 = 0 

92. x 2 = 6 x - 9 

93. x 2 + 2.20x + 1.21 =0 

94. x 2 + 2.21x+ 1.21 =0 

95-96 b Determine los valores de k que hacen que la ecuacion 
dada tenga una solucion. 

95. 4x 2 + fcc + 25=0 

96. Ax 2 + 36x + k = 0 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


97. Encuentre el error Determine el error cometido en la solu¬ 
cion siguiente, y resuelva correctamente. 

x 2 + 6x + 5 = x 2 - 1 


f; 


79-90 a Resuelva la ecuacion para la variable indicada 

79. PV = nRT; para R 


80. 

P~- 

= 21 + 2w; para w 


81. 

A = 

= 2lw + 2 wh + 2 Ih; 

para h 


1 

1 1 


82. 

R 

~R,k 2 ’ ***< 


ax 

+ b 


83. 

— 

— 2 ; para x 



cx 

+ d 


84. 

a — 

2[b — 3(c - x)] = 6 ; 

para. 


85. V — 5 m^h ; para r 


mM 

86 . F — G —p; para r 

87. a 2 + b 2 = c 2 ; para b 

n(n + l) 

88 . S — --—; para n 


(x + 5)(x + 1) = (x - l)(x + 1) Factorice 

x + 5 = x - 1 Divida por x + 1 

5 1-1 Reste x 

98. Volumen de los solidos La esfera, el cilindro y el cono que 
se muestran aqul, tienen el mismo radio r y volumen V. Ex- 
prese las alturas del cilindro y del cono en fimcion de r. (Uti¬ 
lice las formulas dadas en la primera de forros de este libro.) 



99. Tipos de ecuaciones Mediante la variable x, plantee un 
ejemplo de cada uno de los siguientes tipos de ecuaciones: 
una identidad, una lineal, una cuadratica y una que no tenga 
solucion. Describa el conjunto de soluciones de cada 
ecuacion. 



72 


CAPITULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 



RESOLUCION DE PROBLEMAS CON ECUACIONES _ 

El algebra es muy util, porque muchos problemas de las ciencias, la economfa, las fi- 
nanzas, la medicina y de otros campos, se pueden plantear en terminos algebraicos. En 
esta seccion estudiaremos algunos principios de resolucion de problemas, que son utiles 
para abordar problemas aplicados. 


EJEMPLO 1 ■ Interes sobre una inversion 

Mary hereda $100,000 y los invierte en dos certificados de deposito. Un certificado 
paga 6% y el otro 4 j % anual de interes simple. Si el interes total es de $5,025 al ano, 
i-cuanto dinero esta invertido a cada una de las tasas? 


SOLUCION La clave para resolver cualquier problema aplicado es traducir la infor- 
macion dada al lenguaje algebraico, y para ello primero necesitamos identificar cuales 
son las variables. Generalmente esto se puede hacer leyendo cuidadosamente la pre- 
gunta que se pide responder en el problema. Aqui se trata de determinar cuanto dinero 
esta invertido a cada tasa. Por esto hacemos que 


, Idenlilique la variable 


x = cantidad invertida al 6 % 


Exprese todas las incognitas 
en terminos de la variable - 


El resto del dinero esta invertido al 4\ %, por lo que 

100,000 - x = cantidad invertida al 4 \ % 


Ahora planteamos en forma de ecuacion el hecho de que el interes anual total es 
de $5,025 


Relacione las cantidades 


Establezca una ecuacion 


Resuelva 


VERIFIQUE SU RESPUESTA 

Interes total = 6 % de $35,000 
+ 

4i% de $65,000 
= $2,100 + $2,925 
= $5,025 / 


(interes al 6 %) + (interes a! 4 5 %) = 5,025 

Como x dolares estan invertidos a 6 %, el interes anual pagado por este certificado es 
de 6 % de x, es decir 0.06x. Analogamente, el obtenido del certificado al \ \ % sera de 
0.045 (100,000 - jc), y la ecuacion en terminos de x es 

0.06x + 0.045(100,000 -x) = 5,025 

Ahora resolvemos para de x: 

0.06x + 4,500 - 0.045x = 

0.015x + 4,500 = 

0.015x = 


Mary ha invertido $35,000 al 6 % y los 


5,025 

Multiplique 

5,025 

Reduzca los terminos en x 

525 

Reste 4,500 

C1015 - 35 -°°° 


restantes $65,000 a 4§ %. 
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Pitagoras (aprox. 580-500 a.C.) fundo 
en Crotona, al sur de Italia, una escucla 
donde se estudiaba aritmetica, musica, 
geometria y astronomi'a. Los pitagdri- 
cos, como eran conocidos, fueron una 
sociedad secreta con reglas y ritos de 
iniciacion muy peculiares. No anota- 
ban nada, y no debi'an revelar a nadie 
lo que aprendian del maestro. Aunque 
la ley prohibfa a las mujeres que 
asistieran a las reuniones publicas, Pi- 
tagoras permitia que ingresaran a su 
escucla y su estudiante mas famosa 
fue.Teano, quien posteriormente se 
convirtio en su esposa. 

Segiin Aristoteles, Ids pitagoricos 
estaban convencidos de que “los prin¬ 
ciples de las matematicas eran los fun- 
damentos de todas las cdsas”. Su lema 
era“todoes mimero”,refiriendose con 
elk) a los numeros enteros. La contri¬ 
bution mas extraordinaria de Pitagoras 
es cl teorema que lleva su nombre: en 
un triangulo rectangulo el area del 
cuadrado sobrc la hipotenusa es igual 
a la suma dc las areas de los cuadrados 
sobrc los otros dos lados. 



Ahora estableceremos los principios de resolution de problemas dados en las pagi- 
nas 122-124, como un proceso de traducir un “problema dado en palabras” a una ex- 
presion en terminos algebraicos. Las siguientes pautas de action nos deben ayudar a 
establecer la ecuacion que exprese el enunciado de un problema. Estas recomenda- 
ciones se dan al margen de los ejemplos de esta section. 


REGLAS PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DADOS EN PALABRAS 

1. IDENTIFIQUE LA VARIABLE. Reconozca la cantidad que se pide determinar. 
Generalmente se identifica mediante una lectura cuidadosa de la pregunta plan- 
teada al final del problema. Introduzca una notation para la variable (denotela 
con x o con cualquier otra letra). Asegurese de escribir claramente lo que repre- 
senta la variable. 

2. EXPRESE TODAS LAS INCOGNITAS EN TERMINOS DE LA VARIABLE. Lea r 

de nuevo cada una de las frases del problema, y exprese todas las cantidades 
mencionadas mediante la variable definida. Para organizar esta information, al- 
gunas veces resulta util dibujar un diagrama o elaborar una tabla (veanse los 
ejemplos 2 y 6 de esta seccion). 

3. RELACIONE LAS CANTIDADES. Identifique la condition del problema que 
relaciona dos o mas de las expresiones establecidas en el paso anterior. Un enun¬ 
ciado que dice que una cantidad “es igual a” o “es lo mismo que” otra, general¬ 
mente senala el tipo de relation que estamos buscando. 

4. ESTABLEZCA UNA ECUACION. Plantee una ecuacion que exprese la con¬ 
dition del problema identificada en el paso 3. Aqut necesitara una formula para 
obtener la expresion algebraica. (Como en el caso del ejemplo 1 donde fue ne- 
cesario que supieramos que interes - tasa x principal para establecer la 
ecuacion.) 

5. RESUELVA EL PROBLEMA Y VERIFIQUE SU RESPUESTA. Resuelva la ecua- 
cion, verifique que su solution satisface el problema original, y exprese la res- 
puesta en la forma de un enunciado, que responda a la pregunta planteada en el 
problema. 


EJEMPLO 2 ■ Dimensiones de un cartel 

Un cartel tiene impresa un area rectangular de 100 por 140 centimetros, enmarcada 
con una banda de ancho constante. El perfmetro del cartel es 1 \ veces el del area im¬ 
presa. ^Cual es el ancho de la banda, y cuales son las dimensiones del cartel? 

SOLUCION En un problema como este que esta relacionado con la geometria, es 
esencial dibujar un diagrama como el que se muestra en la figura 1 de la pagina 60. 
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FIGURA 1 


Identifique la variable 


Exprese todas las cantidades des- 
conocidas en terminos de la variable 

Relabione las cantidades 


Establezca una ecuacion 


Resuelva 


Identifique la variable 
! Relacione las cantidades 


Establezca una ecuacion 


Resuelva 


r— 100 cm —H 

1 

x 

T 


_L 

X 

T 

Sea 

x = ancho de la banda 

A partir de la figura vemos que el cartel tiene (100 + lx) cm por (140 + lx) cm, por 
lo que su perimetro es 2(100 + 2x) + 2(140 + 2x), y el del area impresa es 2(100) + 
2(140) = 480 cm. Nos dicen que 

(Perimetro del cartel) = \ x (Perimetro de la parte impresa) 



Por lo que 

2(100 + 2x) + 2(140 + 2x) = \ -480 

480 + 8x — 720 Elimine parentesis y reduzca terminos semejantes en el LI 
8x = 240 Reste 480 

X = 30 Divida por 8 


La banda tiene 30 centimetres de ancho, por lo que las dimensiones del cartel son 

100 + 30 + 30 = 160 de ancho 
por 140 + 30 + 30 = 200 de alto 


EJEMPLO 3 s Determinacion de la altura de un ediftcio, utilizando triangulos 
semejantes 

Una persona de 6 pies de altura desea calcular la altura de cierto edificio de cuatro 
pisos. Mide la sombra del edificio y determina que tiene 28 pies de largo, mientras 
que su propia sombra es de 3 \ pies de largo. ^Cual es la altura del edificio? 

SOLUCION Primero establezcamos que h representa la altura del edificio. Para rela- 
cionar los lados correspondientes podemos utilizar el hecho de que los triangulos 
de la figura 2 son semejantes. Puesto que las razones de los lados correspondientes de 
triangulos semejantes son iguales, obtenemos la ecuacion 

h 6 
28 = 15 
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Asf, el edificio tiene 48 pies de altura. 


i 


FIGURA 3 


FIGURA 2 



i 


EJEMPLO 4 ■ Mezclas y concentraciones 

Un fabricante de refrescos produce uno de naranja que es anunciado corao de “sabor 
natural” aunque solo contiene 5% de jugo. Una nueva reglamentacion gubemamental 
estipula que para que una bebida se anuncie como “natural” debera contener por lo 
menos 10% de jugo de fruta. ^Cuanto jugo de naranja debe agregar el fabricante a 
900 galones de reffesco de naranja, para cumplir con la nueva reglamentacion? 

SOLUCiON En eualquier problema de este tipo —en el que dos sustancias diferentes 
deben mezclarse— es util usar un diagrama para establecer la ecuacion necesaria 
(vease al figura 3) 


Volumen 

Cantidad de 
jugo de naranja 



900 galones 


a: galones 


900 + x galones 


5% de 900 galones 
= 45 galones 


100% dex galones 
=x galones 


10% de 900 + x galones 
= 0.1 (900 + x) galones 


Identifique la variable 


i 


Sea x la cantidad (en galones) de jugo que debe agregarse. Entonces se obtendran 
900 + x galones de reffesco de naranja con 10% de jugo natural. El aspecto clave para 
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| Exprese todas las cantidades des- 
| conocidas en terminos de la variable 


convertir la informacion de la figura en una ecuacion, es observar que la cantidad 
total de jugo en ambos lados del signo = es el mismo. El jugo de naranja en el primer 
recipiente es 5% de 900 galones, es decir 45 galones, mientras que el segundo con- 
tiene x galones y el tercero 0.1(900 + jc) galones. 

Igualando las cantidades totales de jugo antes y despues de la mezcla, obtenemos 
la ecuacion 


Relacione las cantidades 


Establezca una ecuacion 




Resuelva 


cantidad de jugo antes de la mezcla = cantidad de jugo despues de la mezcla 

45 +x = 0.1(900 +;t) De la figura 3 

45 + x — 90 + Orix Multiplique 

0.9jc = 45 Reste O.lx y 45 

Divida por 0.9 

El fabricante debera agregar 50 galones de jugo al refresco. 




i 



VERIFIQUE SU RESPUESTA 

Cantidad de jugo antes de la mezcla -5% de 900 galones + 50 galones de jugo 

= 45 galones + 50 galones = 95 galones 
Cantidad de jugo despues de la mezcla = 10% de 950 galones = 95 galones 
Las cantidades son iguales. . / 

---- B 


EJEMPLO 5 ■ Tiempo necesario para hacer un trabajo 

Debido a que se pronostica una fuerte lluvia, el nivel del agua en una presa debe ser 
reducido en 1 pie. Al abrir el vertedero A se reduce al nivel necesario en 4 horas, 
mientras que con el vertedero B mas pequeno se hace en 6 horas. gCuanto tomara 
reducir el nivel del agua en 1 pie si se abren ambos? 


FIGURA 4 


SOLUCION Representamos el numero que estamos buscando por una x. 


Identifique la variable 


x = numero de horas que toma reducir el nivel del agua en un pie 
si ambos vertederos estan abiertos. 


En este problema no es sencillo obtener una ecuacion que relacione a la x con las 
demas cantidades. Obviamente x no es simplemente 4 + 6, ya que esto significana 
que ambos vertederos reducirian el nivel del agua en mas tiempo del que lo harfa ca- 
da uno. En lugar de esto, determinemos la fraccion de trabajo que puede efectuar 
cada uno en una hora. 


Exprese todas las cantidades des- 
conocidas en terminos de la variable 


A reduce el nivel en un l de pie en 1 hora 

B reduce el nivel en g de pie en 1 hora 

1 

Ambos reducen el nivel en — de pie en 1 hora 
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Por lo tanto, obtenemos la ecuacion 

(fraccion realizada por A) + (fraccion realizada por B) = (fraction realizada por ambos) 

1 11 
4 6 x 

3x + 2x = 12 Muitiplique por el minimo 
comun denominador, 12jr 

5x = 12 Sume 

12 

X — Divida por 5 

Tomara 2§ de hora, es decir 2 horas 24 minutos, reducir el nivel del agua en un pie 
si ambos vertederos estan abiertos. ■ 

El siguiente ejemplo esta relacionado con la distancia, la rapidez y el tiempo. La 
formula que hay que tener presente es 

distancia = rapidez x tiempo 

donde la rapidez de un objeto en movimiento es constante o bien un promedio. Por 
ejemplo, al conducir a 60 millas por hora durante 4 horas, recorrera una distancia de 
60 ■ 4 = 240 millas. 



EJEMPLO 6 a Un problema de distancia, rapidez y tiempo 

Un jet void de Nueva York a Los Angeles, una distancia de 4,200 kilometros. La ra¬ 
pidez del viaje de regreso fue de 100 kilometros por hora mayor que la de ida. Si el 
total del viaje tomo 13 horas, qcual fue la rapidez de Nueva York a Los Angeles? 


SOLUCION 

Identifique la variable Sea s = rapidez de Nueva York a Los Angeles 

Entonces s + 100 = rapidez de Los Angeles a Nueva York 


En problemas relacionados con movimiento, es muy util organizar la informacion 
en una tabla, como se muestra en la pagina 64. Primero registramos los datos de la 
columna “distancia”, ya que sabemos que las ciudades estan separadas 4,200 kilome¬ 
tres. Despues llenamos la columna “rapidez”, puesto que hemos expresado ambas en 
terminos de la variable s. Finalmente, calculamos los valores para la columna “tiem¬ 
po”, utilizando 


distancia 
tiempo = ———— 
rapidez 





78 


CAPITULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


| Exprese todas las cantidades des- ■ 
j conocidas en terminos de Sa variable ' 


I 

Distancia 

(kilometros) 

Rapidez 

(kilometros/hora) 

Tiempo 

(horas) 

Nueva York 
a Los Angeles 

4,200 

s 

42,00 

5 

Los Angeles 
a Nueva York 

4,200 

5 + 100 

42,00 

5 + 100 


Relacione las cantidades 


El recorrido total tomo 13 horas, por lo que tenemos la ecuacion 


Establezca una ecuacion 


4200 4200 

s s + 100 


A1 multiplicar por el comun denominador, s(s + 100), obtenemos 


4200(5 + 100) + 42005 = 135(5 t-100) 

84005 + 420,000 = 135 2 + 13005 

0= 135 2 - 71005 - 420,000 

Aunque esta ecuacion se puede factorizar, con numeros tan grandes lo mas facil es 
utilizar la formula cuadratica y una calculadora. 


Resuelva 


_ 7100 ± V(7100) 2 - 4(13)( - 420,000) 
2(13) 

_ 7100 ± 8500 
26 

5 = 600 o s = —- = — 53.8 

13 


Como 5 representa la rapidez, descartamos la respuesta negativa y concluimos que la 
rapidez del jet de Nueva York a Los Angeles fue de 600 kilometros/hora. s 



EJEMPLO 7 a Trayectoria de un proyectil 

Un objeto lanzado verticalmente hacia arriba a una rapidez inicial de v 0 pies/segundo 
alcanzara una altura de h pies despues de t segundos. Aquf hy t estan relacionados 
mediante la formula 


h —— 161 2 + v 0 t 

(Esta formula se obtiene en los cursos elementales de ffsica, y depende del hecho de 
que cerca de la superficie de la tierra la aceleracion debida a la gravedad es constante. 
No se considera el efecto de la resistencia del aire.) 

Suponga que una bala se dispara verticalmente hacia arriba, con una rapidez inicial 
de 800 pies/segundo. Su trayectoria se muestra en la figura 5. 

(a) ^En que tiempo estara de regreso en tierra? 

(b) ^Cuanto tarda en llegar a una altura de 6,400 pies? 


FIGURA 5 
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(c) iQue tiempo le toma alcanzar una altura de 2 millas? 

(d) iA que altura maxima llega la bala? 

SOLUCION Puesto que la rapidez inicial en este caso es v 0 = 800 pies/segundo, la 
formula es h = -167 2 + 800f. 

(a) El nivel de tierra corresponde a h = 0, por lo que debemos resolver la ecuacion 

0 = -16 t 2 + 8007 
0 = -167(7 - 50) 

Por tanto, t = 0 o t = 50. Esto significa que la bala inicia su viaje en (t — 0) y 
regresa a tierra despues de 50 segundos. 

(b) Haciendo h = 6,400 obtenemos la ecuacion 

6,400 = -16/ 2 + 8007 
16^-800^ + 6,400 = 0 

T 2 - 507 + 400 = 0 Divida por 16 

(7- 10)(r - 40) = 0 Factorice 

7 = 10 o t = 40 

La bala alcanza los 6,400 pies despues de 10 segundos (en su ascenso) y de 
nuevo despues de 40 segundos (en su descenso a tierra). 

(c) Dos millas equivalen a 2 x 5(280 = 10,560 pies 

10,560 = —lOr 2 + 800t 
16^-8007+10^60 = 0 

f 2 — 507 + 660 = 0 Divida por 16 

El discriminante de esta ecuacion es D = (-50) 2 - 4(660) = -140. Por lo tanto 
esta ecuacion no tiene solucion real. La bala nunca alcanza una altura de 2 
millas. 

(d) La bala alcanza cada altura dos veces, una en su ascenso y otra en su descenso. 
La unica excepcion es el punto mas alto de su trayectoria, que solo se alcanza 
una vez. Esto significa que para el mayor valor de h, la ecuacion 

h = -167 2 + 8007 

o 167 2 - 8007 + h = 0 

solo tiene una solucion para 7. A su vez esto significa que el discriminante de la 
ecuacion es cero, por lo que 

D = (-800) 2 - 4(16)/i = 0 

640,000 - 64h = 0 

h = 10,000 

La altura maxima alcanzada es de 10,000 pies. 
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FIGURA 6 


EiEMPLO 8 ■ Energi'a consumida por un pajaro en vuelo. 

Los omitologos han determinado que algunas especies de pajaros tienden a evitar 
volar sobre grandes extensiones de agua durante el dfa, porque durante estas horas el 
aire generalmente se eleva sobre tierra y cae sobre el agua, lo que hace que volar 
sobre el agua requiera de mas energi'a. En una isla se libera un pajaro desde el punto 
A que se encuentra a 5 millas (en lfnea recta) del punto B mas cercano de una costa. 
El ave vuela al punto C de la costa y luego a lo largo de la misma hasta su area de 
anidacion en D , como se muestra en la figura 6. Suponga que el pajaro tiene una 
reserva de energi'a de 170 kilocalorfas, y que utiliza 10 kilocalorias por milla al volar 
sobre la tierra y 14 kilocalorias por milla al hacerlo sobre el agua. 

(a) ^Donde debera estar localizado el punto C, de manera que utilice exactamente 
170 kilocalorias durante su vuelo? 

(b) ^Tiene el ave suficiente reserva de energia para volar directamente de A hasta D1 



o 
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El punto C debe estar a 6 \ de milla oa3| de milla de B, para que el ave utilice 
170 kilocalorfas durante su vuelo. 

(b) Por el teorema de Pitagoras, la longitud de la ruta de A a D es V5 2 + 12 2 = 13 
por lo que la energia que el pajaro requiere para esta ruta es 14 x 13 - 182. 

Esta es mas energia de la disponible, por lo que no es una ruta que pueda ser 
tomada. ■ 



EJERCICIOS 


1-6 ■ Exprese la cantidad dada en terminos de la variable in- 
dicada. 

1. El interes obtenido despues de 2 afios en una inversion al 
interes simple del 1% por ano; x = numero de dolares in- 
vertidos 

2. El jpenmetro (en centfmetros) de un rectangulo que es 5 cen- 
tmietros mas largo que ancho; w = ancho del rectangulo 
(en centimetros) 

3. El area (en pulgadas cuadradas) de un rectangulo que tiene 
una longitud de 50 pulgadas; w = ancho del rectangulo 
(pulgadas) 

4. Tiempo (en horas) que toma recorrer una distancia dada a 55 
millas/hora; d = distancia dada (millas) 

5. La distancia (millas) recorrida al conducir a una cierta rapidez 
durante 2 horas, y despues a 15 millas/horas mas rapido du¬ 
rante otra hora; j = rapidez inicial (en millas/hora) 

6. La concentration (en onzas/galon) de sal en una mezcla de 3 
galones de salmuera, que contiene 25 onzas de sal, a la cual 
se le ha agregado algo de agua pura; x = volumen de agua 
pura agregada (en galones) 

7-64 * Utilice los principios de resolution de problemas descritos 
en esta section para responder a la pregunta que se plantea. 

7. Durante su carrera en las ligas mayores, Hank Aaron conecto 
31 cuadrangulares mas que Babe Ruth. Juntos batearon 1,459. 
^Cuantos conecto Babe Ruth? 

8 . Un estudiante tiene calificaciones de 79, 81 y 72 en sus tres 
primeras pruebas. Necesita un promedio de por lo menos 
80 para obtener una calificacion de B. ^Que calificaciones 
necesita obtener en su cuarta prueba para elevar su promedio 
de pruebas a 80? 

9. Determine tres enteros consecutivos cuya suma sea 336. 

10. Obtenga 4 enteros impares consecutivos cuya suma sea 272. 

11. Calcule dos numeros cuya suma sea 55 y cuyo producto 684. 


12. La suma de los cuadrados de dos enteros pares consecutivos 
es 1,252. Encuentre los enteros. 

13. Phyllis invirtio $12,000; una parte de esta cantidad a una tasa 
de interes simple de.4\% por ano, y el resto a una de 4% por 
ano. Despues de 1 ano, el interes total ganado fue de $525. 
^Cuanto dinero invirtio en cada una de las tasas? 

14. Si Ben invierte $4,000 al 4% de interes al ano, ^cuanto dinero 
adicional debe invertir al 5 \ %, para que el interes que reciba 
cada ano sea el 4 \ % de la inversion total? 

15. iQue tasa anual de interes tendra que ganar en una inver¬ 
sion de $3,500 para recibir $262.50 de interes despues de 
un ano? 

16. Jack invierte $1,000 a una cierta tasa de interes anual, y otros 
$2,000 a una que tiene medio punto mas de interes. ^Si recibe 
un total de $190 de interes en un ano, a que tasa estan inver- 
tidos los $1,000? 

17. Un jardrn rectangular tiene 25 pies de ancho. Si su area es de 
1,125 pies cuadrados, <cual es su longitud? 



18. Una habitation tiene de largo 1 \ veces de su ancho. Su 
perfmetro es de 80 pies. ^Cual es el ancho del cuarto? 

19. Al pinta con acuarelas en una hoja de papel de 20 pulgadas 
de ancho por 15 pulgadas de alto. Coloca su hoja en una 



82 


CAPITULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


alfombra, de manera que aparezca una banda de ancho cons- 
tante alrededor de-la imagen. El penmetro de la alfombra es 
de 102 pulgadas. ^Cual es el ancho de la banda alrededor de 
la pmtura? 



20. Se debe construir una fabrica en un lote que mide 180 por 240 
pies. Un codigo de construccion local especifica que la fabrica 
debe estar rodeada por un cesped de ancho constante e igual 
en areaalade la fabrica. ^Cual debe ser el ancho de este ces¬ 


ped y cuales son las dimensiones de la fabrica? 


21 j Un jardui rectangular es 10 pies mas-largo que-ancho. Su area 
es de 875 pies cuadrados. ^Cuales son su dimensiones? 


22. Un terreno tiene 6 pies mas de largo que de ancho. Cada dia¬ 
gonal de una esquina a la opuesta tiene 174 pies de largo. 
^Cuales son las dimensiones de este terreno? 


23. Se debe fabricar una caja con base cuadrada y sin tapa a partir 
de un trozo cuadrado de carton, cortando cuadrados de 4 pul¬ 
gadas en cada una de las esquinas y doblando los costados, 
como se muestra en la figura. La caja debe tener 100 pulgadas 
cubicas. ^Cual es el tamano de la pieza de carton necesaria? 



24. Una lata cilmdrica tiene un volumen de 407r cm 3 y 10 centf- 
metros de altura. ^Cual es su <Mmetio7[Sugerencia: utilice la 
formula de volumen que se da en la primera de forros de este 
Iibro.] 



25. Un jet comercial despego de Kansas City hacia San Francisco, 
y recorrio una distancia de 2,550 kilometres a una rapidez de 
800 kniTh. A1 mismo tiempo, un jet privado salio de San 
Francisco a 900 km./h en direccion a Kansas City. ^Cuanto 
tiempo despues del despegue se encontraron? 

26. Despues de rebar un banco en Dodge City, el ladron galopa a 
14 millas/hora. 10 minutos despues, el marshall sale en su per- 
secucion, cabalgando a 16 millas/hora. ^Cuanto tarda el mar¬ 
shall en alcanzar al robabancos? 

27. Wilma condujo a una rapidez promedio de 50 millas/hora 
desde su casa en Boston, para visitar a su hermana en 
Bufalo. Se quedo en Bufalo 10 horas, y en su recorrido de 
regreso promedio 45 millas/hora. Regreso a casa 29 horas 
despues de haber salido. ^Cuantas millas separan a Bufalo 
de Boston? 

28. Un bote de la guardia costera que patrulla un no que se- 
para dos-patses-se desplaza a 20 nudos (millas -nauti- 
cas/hora) en aguas tranquilas. El rio fluye a 4 nudos. Para 
cada patrullaje se le ordena al capitan del barco vaya co- 
rriente arriba y despues regrese. Su recorrido toma exacta- 
mente 6 horas. iQue tan lejos corriente arriba se desplaza 
el barco? 

29. Wendy hizo un viaje de Davenport a Omaha, desplazandose 
una distancia de 300 millas. Recorrio la primera parte del 
camino en autobus, y Uego a la estacion de trenes justo a tiem¬ 
po para completar su viaje por tren. El autobus promedio 40 
millas/hora y el tren 60 millas/hora. Todo el viaje tomo 5 j 
horas. ^Cuanto tiempo estuvo Wendy en el tren? 

30. A una tripulacion le tomo 2 horas 40 minutos remar 6 kilo- 
metros corriente arriba y de regreso. Si la rapidez de la co¬ 
rriente era de 3 kilometros/hora, ^cual fue la rapidez a la que 
remo la tripulacion en aguas tranquilas? 

31. Un vendedor condujo de Ajax a Barrington, que se encuentran 
a una distancia de 120 millas, a rapidez constante. Luego para 
recorrer las 150 millas de Barrington a Collins, incremento su 
rapidez en 10 millas por hora. Si el segundo recorrido tomo 6 
minutos mas que el primero, ^cual era la rapidez a la cual iba 
conduciendo entre Ajax y Barrington? 

32. Kiran condujo de Tortula a Cactus, que estan separados una 
distancia de 250 millas. Aumento su rapidez en 10 millas/hora 
para el viaje de 360 millas de Cactus a Dry Junction. Si todo 
el viaje tomo 11 horas, ^cual fue su rapidez de Tortula a 
Cactus? 

33. <,Q u e volumen de solucion de acido a 60% debe mezclarse 
con una solucion a 30% para producir 300 mililitros de solu¬ 
cion al 50%? 
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34 . Un recipiente contiene 6 litros de salmuera con una concen¬ 
tracion de-120 gramos por litro. iQue volumen del agua debe 
ser evaporada, para incrementar la concentracion a 200 
gramos/litro? 

35. Un joyero tiene 5 anillos, cada uno pesa 18 gramos y esta fa- 
bricado con una aleacion de 10% de plata y 90% de oro. 
Desea fundir los anillos y agregar suficiente plata para reducir 
el contenido de oro hasta 75%. ^.Cuanta plata debe agregar? 

36. En una clfnica se utiliza una solucion de blanqueador para 
esterilizar las cajas de petri en las que se preparan cultivos. El 
tanque de esterilizacion contiene 100 galones de una solucion 
de blanqueador normal domestico a 2%, mezclado con agua 
pura destilada. Nuevas investigaciones indican que para una 
esterilizacion completa, la concentracion de blanqueador debe 
ser de 5%. ^Que cantidad de la solucion debe serdrenada y 
reemplazada con blanqueador, para incrementar el contenido 
de este al recomendado? 

37. El radiador de un automovil se llena con una solucion de 60% 
de anticongelante y 40% de agua. El fabricante del anticon- 
gelante sugiere que en verano se obtiene un enfriamiento opti- 
; mo del motor con solo 50% de anticongelante. Si la capacidad 
del radiador es de 3.6 litros, ^cuanto refrigerante debe ser dre- 
nado y reemplazado con agua, para reducir la concentracion 
de anticongelante al nivel recomendado? 

38. Una botella contiene 750 mililitros de refifesco de fhita, con 
una concentracion de 50% de jugo. Jill bebe 100 mililitros del 
refresco y a continuacion vuelve a llenar la botella con otro 
de una marca mas barata. Si la concentracion de jugo en la 
botella ahora quedo reducida a 48%, <,cual es la concentracion 
del refresco que agrego Jill? 

39. Candy y Tim comparten una ruta de distribution de periodi- 
cos. A Candy le toma 70 minutos cubrir toda la ruta, mientras 
que Tim necesita 80 minutos. ^Cuanto les tomaria, si trabaja- 
ran juntos?. 

40. Si trabajan juntos, Stan e Hilda pueden podar el cesped en 40 
minutos. Si Hilda trabaja dos veces mas rapido que Stan, 
^cuanto le tomaria a este podar el cesped? 

41. Bety y Karen han sido contratadas para pintar las casas de un 
nuevo desarrollo departamental. Trabajando juntas, pueden 
pintar una casa en dos terceras partes del tiempo que le toma a 
Karen trabajando Sola. Bety necesita 6 horas para pintar ella 
sola una casa. ^Cuanto le toma a Karen pintar una casa traba¬ 
jando sola? 

42. Henry e Irene trabajando juntos pueden lavar todas las ven- 
tanas de su casa en 1 hora 48 minutos. Trabajando solo, 

Henry necesita 1 \ hora mas que Irene para hacer el trabajo. 


^Cuanto tiempo le toma a cada una de estas personas lavar 
todas las ventanas? 

43. Jack, Kay y Lynn entregan folletos publicitarios en una pe- 
quena ciudad. Si cada persona trabaja sola, a Jack le toma 4 
horas distribuir todos los volantes y Lynn tarda una hora mas 
que Kay. Trabajando juntos pueden entregar todos los volantes 
en el 40% del tiempo que le toma a Kay. ^Cuanto tiempo 
tarda Kay en entregar todos los volantes? 

44. Una persona esta caminando alejandose de un farol, con una 
fuente de luz a 6 metros delpiso. Estapersona tiene 2 metros 
de altura. ik que distancia del farol estara cuando su sombra 
tenga 5 metros de largo? [ Sugerencia: utilice triangulos se- 
mejantes.] 



45. A las 3:00 P-M. un hombre de 165 centimetros de altura tiene 
una sombra de 132 centimetros de largo. Al mismo tiempo, un 
edificio alto de las cercanias produce una sombra de-160 me¬ 
tros de largo. ^Cual es la altura del edificio? 

46. Un lenador determina la altura.de un arbol alto midiendo 
primero uno mas bajo a 125 pies de distancia, y moviendose a 
continuacion, de manera que su linea de vision este en la di- 
reccion de las puntas de los arboles. Finalmente mide la dis¬ 
tancia a la que se encuentra del arbol pequeno (vease la figura). 
Suponga que el arbol pequeno tiene 20 pies de altura, que el 
hombre esta a 25 pies de este y que el nivel de sus ojos esta a 
5 pies del piso. ^Cual es la altura del arbol mas alto? 
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47. Una pelota es lanzada verticalmente hacia aniba con una rapi- 
dez inicial de 40 pies/segundo. Utilice la formula h = - i6t i + 
v a t analizada en el ejemplo 7 para responder a las preguntas 
siguientes. 

(a) ^En que tiempo alcanza una altura de 24 pies? 

(b) ^Cuanto tarda en alcanzar una altura de 48 pies? 

(c) ^Cual es la altura mas alta alcanzada? 

(d) ^Cuanto le toma alcanzar el punto mas alto de su tra- 
yectoria? 

(e) / Cuanto tarda en regresar a tierra? 

48. i A que rapidez debe lanzarse una pelota hacia arriba para 
que alcance una altura de 100 pies? [Sugerencia: consulte la 
formula del ejemplo 7 y utilice el discriminante de la ecuacion 
16/ 2 -V 0 t + h = 0.] 

49. La poblacion de peces de un lago aumenta y disminuye de 
acuerdo con la formula 

F= 1,000(30+ \lt-f 

donde F es el numero de peces en el momento t, que se mide 
en anos a partir del primero de enero de 1997 cuando la po- 
blacion de los peces se estimo por primera vez. 

(a) ^En que fecha la poblacion sera igual a la de enero 1 de 

1997? 

(b) <Para que fecha habran muerto todos los peces? 

50. Un fabricante de pequenos aparatos domesticos determina 
que la utilidad P en dolares generada por la production de x 
homos de microondas por semana esta dada por la formula 

P = jjx(300 — x) siempre y cuando 0=Sx« 200. ^Cuantos 
homos deben ser fabricados en una semana para obtener una 
utilidad de $1,250? 

51. Si se traza una recta imaginaria entre el centro de la Tierra y 
el de la Luna, la fuerza gravitacional neta F que actua sobre 
un objeto situado sobre esta recta es 

_ ~ K 0-012 K 

F ~ x 2 + (239 - xf 

donde K > 0 es una constante y x es la distancia del objeto al 
centro de la Tierra medida en miles de millas. que distan¬ 
cia del centro de la Tierra se encuentra el punto donde nin- 
guna fuerza gravitacional neta actua sobre el objeto? Exprese 
su respuesta al miliar de millas mas cercano. 



52. Un deposito esferico tiene una capacidad de 750 galones. 
Tomando en consideration que un galon es igual a aproxima- 
damente 0.1337 pies cubicos, determine el radio del deposito 
(al centesimo mas cercano de un pie) 

53. Un terreno tiene forma de triangulo rectangulo, cuya hipo- 
tenusa es 7 pies mas larga que uno de los otros lados. El 
perfmetro del predio es de 392 pies. ^Cual es la longitud de 
cada uno de los tres lados? 

54. Un camino entablado es paralelo a una costa recta y esta a 
210 pies de esta. La playa llena el espacio entre el camino y 
el mar. Una persona esta de pie sobre el camino, exacta- 
mente a 750 pies de su sombrilla de playa que se encuentra 
justo al borde del mar. El hombre anda a 4 pies por segundo 
sobre el camino, y a 2 pies por segundo sobre la arena. iQue 
tan lejos debera andar sobre el camino antes de desviarse 
hacia la arena, si desea llegar a su sombrilla en 4 minutos 
45 segundos? 



55. Helen gana $7.50 por hora en su trabajo, pero si trabaja mas 
de 35 horas a la semana se le paga 1 \ veces su salario nor¬ 
mal por las horas adicionales que trabaje. En una semana su 
salario fue de $352.50. ^Cuantas horas de tiempo trabajo esa 
semana? 

56. Un monedero contiene un numero igual de monedas de 1,5 y 
10 centavos. La suma total de las monedas es $1.44. ^Cuantas 
monedas de cada tipo contiene el monedero? 

57. En una familia de 4 ninos, el mayor tiene dos veces la edad 
del mas joven. Los dos ninos intermedios tienen 10 y 11 anos. 
Si el promedio de edad de los cuatro es de 10 \ anos, ^cual es 
la edad del mas joven? 

58. En su curso, el profesor de psicologfa de Rochelle pone una 
calificacion de A para un promedio de 90 o mas, y B para uno 
de 80 o mas. En sus examenes de mitad de curso Rochelle ha 
obtenido calificaciones de 82, 75 y 71. Si el examen final vale 
el doble que el de mitad de curso, £que calificacion debe tener 
en su examen final para obtener una B? ^Para obtener una A? 
(Suponga que la calificacion maxima posible en cada prueba 
es de 100.) 
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59 . El consumo de combustible del automovil de Williams es de 
30 millas/galon en carretera y de 25 millas/galon en ciudad. 
En un viaje de vacaciones de 400 millas utilizo 14 galones de 
gasolina. ^Cuantas millas de carretera recorrio en este viaje? 

60. Un predio rectangular tiene 50 pies de ancho. La longitud de 
la diagonal entre esquinas opuestas mide 10 pies mas que el 
largo del predio. iCual es el largo? 

61. Una pista de carreras tiene la forma que se muestra en la fi- 
gura, con lados rectos y extremos semicirculares. Si la longi¬ 
tud de la pista es de 440 yardas, y las dos partes rectas tienen 
cada una 110 yardas, £cual es el radio de las partes semicircu¬ 
lares (aproximando a la yarda mas cercana)? 



62. Bob y Jim son vecinos y utilizan las mangueras de jardrn de 
sus casas para llenar la piscina de Bob. Saben que esto toma 
18 horas utilizando ambas mangueras, y que si se utiliza solo 
la de Bob se tardan 20% menos del tiempo que con la de Jim. 
^Cuanto tiempo se requiere para llenar la piscina con cada una 
de las mangueras por separado? 

63. Este problema esta tornado del libro de matematicas chino 
conocido como Chui-chang suan-shu, o Los nueve capitulos 


del arte matematico, que fue escrito aproximadamente 250 
anos a. C. 

Un vastago de bambu de 10 pies de largo se rompe de 
forma tal que su punta toca la tierra a 3 pies de la base, 
como se muestra en la figura. iA que altura se rompio? 

[Sugerencia: aplique el teorema de Pitagoras.] 



64. Una persona desea determinar el nivel de agua de un pozo 
profundo, por lo que deja caer una piedra y oye que esta gol- 
pea el agua 3 segundos mas tarde. Si la piedra cae 16/ 2 pies 
despues de t segundos, y la velocidad del sonido es de 1,090 
pies/segundo que distancia por debajo de la apertura del 
pozo, esta la superficie del agua (al pie mas cercano)? 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


65. Investigation histories Lea las notas biograficas acerca de 
Pitagoras (pagina 73), Euclides (pagina 63) y Viete (pagina 
65). Escoja uno de estos matematicos e investigue mas respec- 
to de el, y escriba un breve ensayo. Incluya tanto information 
biografica como una description de las investigaciones 
matematicas por las cuales se hizo famoso. 



DESIGUALDADES 

Algunos problemas de algebra se plantea como a desigualdades en lugar de ecuaciones. 
Una desigualdad es como una ecuacion, excepto que en lugar del signo igual incluye 
alguno de los sfmbolos <,>,«o^.El siguiente es un ejemplo de desigualdad: 


4x + 7 19 


Resolver una desigualdad que incluye una variable significa determinar todos los valores 
de la variable que hacen verdadera la desigualdad. A diferencia de una ecuacion, gene- 
ralmente una desigualdad tiene infinitas soluciones que forman un intervalo, o una union 
de estos sobre la recta real. 
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En la figura que sigue se ilustra esta diferencia para el caso de una desigualdad: 

_Solution 


Ecuacion 4x + 7 = 19 x - 3 -1-t-1 - 1 - 1— * — ^ 

0 3 

Desigualdad Ax+ 1 19 jt =£ 3 -1-1-1-1-1—*—t 

0 3 


Para resolver desigualdades utilizamos las siguientes reglas para dejar de un lado del 
signo de desigualdad solo a la variable. Estas reglas nos dicen cuando dos desigual¬ 
dades son equivalentes (el sfmbolo <=> significa “es equivalente a”), y en ellas los sim- 
bolos A, 0, y C representan numeros reales o.expresiones algebraicas.Aquf enunciamos 
las reglas para desigualdades que Lncluyen el simbolo =£, pero son validas para cada uno 
de los cuatro simbolos de desigualdad. 


REGLAS PARA DESIGUALDADES 

Regia 

1. A + C^ B + C 

: 

-Descripcion 

A1 sumar la misma cantidad a ambos lados de una desigualdad se obtiene 
una que es equivalente. ! ^ 

2. A^B <=> A-C^B-C 

A1 restar la misma cantidad a ambos lados de una desigualdad resulta una 
equivalente. 

3. Si C > 0, entonces 

A CA^ CB 

A1 multiplicar ambos lados de una desigualdad por una misma cantidad 
positiva, se obtiene una que es equivalente; 

'4. Si C < 0, entonces 

A =£ 0 < > CA ? CB 

Al multiplicar ambos lados de una desigualdad por una misma cantidad 
negativa, se invierte la direccion de la misma. 

1 1 

5. 0 < A =s 0 « — 3= — > 0 

A B 

Al tomar el reciproco de cada lado de una desigualdad que involucre 
eantidades positivas, s&invierte la direccion de la misma. 

6. Si A =£ 0 y C « D, entonces 
A+C^B+D 

Las desigualdades se pueden sumar. 


Las reglas 3 y 4 requieren especial atencion: la priraera afirma que podemos multi- 
plicar (o dividir) cada lado de una desigualdad por un numero positive, pero la segunda 
pB| establece que si multiplicamos cada lado de la desigualdad por un numero negati- 
vo, entonces invertimos la direccion de la desigualdad. Por ejemplo, si iniciamos con 
la desigualdad 

3 <5 


y multiplicamos por 2, obtenemos 


6 < 10 

pero si multiplicamos por—2, lo que resulta es 


-6 >-10 
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EJEMPLO 1 a Resolution de una desigualdad lineal 
Resuelva la desigualdad 3x < 9x + 4 y esboce el conjunto solucion. 

SOLUCION 

3x < 9x + 4 

3x — 9x < 9x + 4 - 9x Reste 9x 
—6x < 4 Simplifique 

( — g)( — 6 x) > — g(4) Multiplique por — g (o divida por - 6 ) 

2 

X > — 3 Simplifique 

El conjunto solucion esta formado por todos los numeros mayores que — |. En otras 
palabras, la solucion de la desigualdad es el intervalo (-|, °°), cuya grafica se mues- 
tra en la figura 1 . m 

EJEMPLO 2 s Relation entre las escalas Fahrenheit y Celsius 

Las instrucciones-en.una caja.de. pelfcula indican que esta.debe almacenarse. a una 
temperatura entre 5°C y 30°C. iA que rango en la escala Fahrenheit corresponden 
estas temperaturas? 

SOLUCION La relacion entre grados Celsius (C) y Fahrenheit (F) esta dada por la 
ecuacion C - 5 (F-32). A1 expresar el enunciado en la caja en terminos de desigual- 
dades, tenemos 

5 < C < 30 

por lo que las temperaturas Fahrenheit correspondientes satisfacen las desigualdades 

5 < | (F —-32)-<30 

| • 5 < F — 32 < 5 -30 Multiplique por ? 

9 < F — 32 < 54 Simplifique 

9 + 32 < F < 54 + 32 Sume 32 

41 < F < 86 Simplifique 

La pelfcula debe almacenarse a una temperatura entre 41°F y 86 °F. B 

En los ejemplos 1 y 2 las desigualdades son lineales, es decir, son equivalentes a una 
de la forma ax + b > 0 , donde ay b son numeros reales y el sfmbolo>puede ser reem- 
plazado por <, =5, o 3=. Ahora consideraremos desigualdades no lineales. 

fjj DESIGUALDADES NO LINEALES 

Para resolver desigualdades que incluyen el cuadrado y otras potencias de la variable, 
utilizamos la factorizacion junto con el principio siguiente. 




FIGURA 1 
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SIGNO DE UN PRODUCTO 0 COCIENTE 


Si un producto o cociente tiene una cantidad par de factores negativos, enton- 
ces su valor es positivo. 

Si un producto o cociente incluye un numero impar de factores negativos, 
entonces su valor es negativo. 


EJEMPLO 3 ■ Una desiguaidad cuadratica 

Resuelva la desiguaidad x 2 - 5x + 6 =s 0. 

SOLUCION Primero factorizamos el lado izquierdo 

(x — 2)(x - 3) =£ 0 

Sabemos que la ecuacion correspondiente (x - 2)(x - 3) = 0 tiene las soluciones 2 y 3 
Como se muestra en la figura 2, Ios numeros 2 y 3 dividen la recta real en los inter- 
valos: (—oo, 2), (2,3) y (3, oo). En cada uno de estos determinamos los signos de los 
factores, utilizando valores de prueba. Para esto, escogemos un numero dentro de 
cada intervalo e identificamos el signo de los factores x - 2 y x - 3 correspondiente 
al valor seleccionado. Por ejemplo, si utilizamos el valor de prueba x = 1 para el 
intervalo (-oo, 2) (vease la figura 3) entonces al sustituir en los factores x - 2 y x - 3 
nos da 


_i_. . I «_ i _ x-2= 1-2 = -l <0 

0 2 3 

FIGURA 3 y 


(-°°, 2) (2,3) (3, “) 

- 1 -— T -•-•- 

0 '23 

FIGURA 2 | 

| 


Valor de 

Valor de 

Valor de 

prueba 

prueba 

prueba 

x= 1 

x = 2j 

x = 4 


x—3 — 1—3 = —2<0 

Por lo tanto, en este intervalo ambos factores son negativos. (Los factores x - 2 y x - 3 
cambian de signo unicamente en 2 y en 3, respectivamente, por lo que mantienen sus 
signos a lo largo de cada intervalo. Esta es la razon por la que es suficiente utilizar un 
solo valor de prueba en cada intervalo.) 

Utilizando los valores de prueba x-2\ y x = 4 para los intervalos (2,3) y (3, oo) 
(vease la figura 3), construimos la siguiente tabla de signos. El renglon final de la 
tabla se obtiene del hecho de que la expresion correspondiente es el producto de los 
dos factores. 


Intervalo 

(-00,2) 

(2,3) 

(3,oo) 

Signo de x - 2 

— 

+ 

+ 

Signo de x - 3 

- 

- 

+ 

Signo de (x - 2) (x - 3) 

+ 

- 

+ 


Si lo prefiere, puede representar esta informacion en una recta numerica como se 
muestra en el siguiente diagrama de signos. Las lfneas verticales indican los puntos en 
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los que la recta real queda dividida en intervalos. 


2 


3 


Signo de x - 2 
Signo de x - 3 
Signo de (x — 2)(x — 3) 


+ 

+ 

+ 


Observamos a partir de la tabla o del diagrama que (x -2) (x- 3) es negativo en el 
intervalo (2,3). Por esto, la solucion de la desigualdad (x - 2) (x - 3) 0 es 

{x I 2 =£ x =£ 3} = [2, 3] 

Hemos incluido los puntos extremos 2 y 3, porque buscamos los valores de x tales 
que el producto sea menor o igual a 0. La solucion se muestra en la figura 4. « 

Los pasos siguientes son utiles para resolver una desigualdad que puede ser facto- 
rizada. 


RECOMENDACIONES PARA LA RESOLUCION 
DE DESIGUALDADES NO LINEALES 

1 . De ser necesario, reescriba la desigualdad de forma que todos los terminos dis- 
tintos de 0 se encuentran de un lado del signo de desigualdad. 

2. Si el lado distinto de 0 de la desigualdad involucra cocientes, conviertalos a un 

denominador comun. ' • 

3. Factorice el lado distinto de 0 de la desigualdad. 

4. Liste los intervalo determinados a partir de la factorizacion 

5. Utilice valores de prueba para elaborar una tabla o diagrama de los signos de 
cada factor en cada uno de los intervalos. En el ultimo renglon de la tabla, deter¬ 
mine el signo del producto (o cociente) de estos factores. 

6 . Determine el conjunto solucion a partir del ultimo renglon de la tabla de signos. 
Asegurese de verificar si la desigualdad se satisface en algunos o en todos los 
puntos extremos de los intervalos (esto puede ocurrir si la desigualdad involucra 

5= o =s). 


La tecnica de factorizacion descrita en estos pasos funciona unicamente si todos los 
terminos distintos de 0 se encuentran en un solo lado del simbolo de desigualdad. 
Si la desigualdad no esta escrita en esta forma, proceda a hacerlo como se indica en el 
paso 1. Esta tecnica se ilustra en los ejemplos siguientes. 
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EJEMPLO 4 a Una desigualdad que involucra un cociente 

T, , 1 + X 

Resuelva- 3- 1. 

1 — x 

SOLUCION Primero pasamos todos los terminos distintos de 0 al lado izquierdo, y a 
continuation simplificamos utilizando un denominador comun 


1 + x 
l-x 


1 —h X 


-1 5 = 0 


1 + X 1 — X 
1 — x 1 - X 


Comun denominador ] 


1 + X — 1 + X 
1— X 


Combine las fracciones 


Simplifique 


Jil numerador es cero cuando x = 0 y el denominador lo es cuando x = 1, por lo que 
construimos la siguiente tabla de signos utilizando estos valores para definir los inter- 
valos sobre la recta real. 


FIGURA 5 


Intervalo 

(-00, 0) 

(0,1) 

(l, 00 ) 

Signo de 2x 

_ 

+ 

+ 

Signo de 1 - jc 

+ 

+ 

- 

c . . 2x 

Signo de - 

1-j: 

- 

+ 

- 


A partir de la tabla observamos que el conjunto solucion es {x I 0 ^ x < 1} = [0, 
1). Se incluye el punto extremo 0 debido a que la desigualdad original requiere que 
el cociente sea mayor o igual a 1. Sin embargo no incluimos el 1, porque el cociente 
de la desigualdad no esta definido para este valor. Yerifique siempre los puntos ex- 
tremos de los intervalos solucion, para determinar si satisfacen la desigualdad 
original. 

El conjunto de la solucion [0,1) se muestra en la figura 5. ® 

EJEMPLO 5 ■ Solucion de una desigualdad con tres factores 


Resuelva la desigualdad x < 
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SOLUCION Despues de pasar todos los terminos distintos de cero a uno de los lados 
de la desigualdad, utilizamos un denominador comun para combinarlos. 


2 


x(x — 1) 2 

X — 1 x — 1 

x 2 — x — 2 

X — 1 

(x + l)(x — 2) 
x- 1 


<0 


<0 


<0 


<0 


2 

Reste - 

x - 1 

Denominador comun x - i 


Combine las t'racciones 


Factorice el numerador 


Los factores en este cociente cambian de signo en -1, 1 y 2, por lo que debemos 
examinar los intervalos (-<», -1), (-1,1), (1, 2) y (2, oo). Usando valores de prueba, 
obtenemos la siguiente tabla de signos. 


Intervalo 

(-00,-1) 

(-1,1) 

(1,2) 

(2,00) 

Signo de x + 1 

— 

+ 

+ 

+ 

-Signo de x - 2 

- 

- 

- 

+ 

Signo de x — 1 

- 

- 

+ 

+ 

. (x + l)(:t - 2) 

Signo de - - 

x ~ 1 

- 

+ 

- 

+ 


-1 


0 


2 


Como el cociente debe ser negativo, la solucion es 

(-oo,-l) U (1,2) 


FIGURA 6 


como se muestra en la figura 6. 


|| DESIGUALDADES CON VALOR ABSOLUTO 

Las propiedades siguientes son utiles para resolver desigualdades que incluyen valores 
absolutos, y se pueden comprobar usando la definicion de valor absoluto (seccion 1.1). 



Desigualdad 

Forma equivalente 


Grafica 


1. 1 x 1 < c 

2. 1 x 1 c 

3. l x 1 > c 

4. 1 x 1 3= c 

—c < x < c 

-c 

0 c 


-c x c 

-c 

0 c 


x<-c o c<x 

-c 

0 c 


x -c o c =£ x 

-c 

0 c 
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-c x 0 


}<— be! —>j 


FIGURA 7 


Por ejemplo, para verificar la propiedad 1 observamos que la desigualdad I x I < c 
afirma que la distancia de x a 0 es menor que c, y a partir de la flgura 7 se ve que esto 
es cierto si y solo si x esta entre c y -c. 

EJEMPLO 6 ■ Resolucion de una desigualdad que inciuye un vaior absoluto 

Resuelva la desigualdad I x - 5 I < 2 . 

SOLUCION 1 La desigualdad I x — 5 I < 2 es equivalente a 

—2 < X — 5 < 2 Propiedad 1 
3 < X < 7 Sume 5 


2 . 2 


3 5 7 


FIGURA 8 


El conjunto solucion es el intervalo abierto (3, 7) 

SOLUCION 2 Geometricamente, el conjunto solucion esta formado por todos los 
numeros x cuya distancia a 5 sea menor que 2. A partir de la figura 8 vemos que este 
es el intervalo (3,7). g 


EJEMPLO 7 * Resolucion de una desigualdad que inciuye un valor absoluto 

Resuelva la desigualdad I 3x + 2 I 3 = 4 . 


SOLUCION De acuerdo eon la propiedad 4, la desigualdad I 3x + 2 I & 4 es equi¬ 
valente a 

3x + 2 ^ 4 o 3* + 2 =£ - 4 


3x2* 2 


3x^-6 
x -2 


Por tanto el conjunto solucion es 


FIGURA 9 


{xlx=s-2 o j} = (- 00 ,- 2 ] U [ 3 , 00 ) 

El conjunto se muestra graficamente en la figura 9. 



1-4 ■ Sea S = {-1,0, |, \fl, 2}. Mediante sustitucion determine 
cual de los elementos de S satisface la desigualdad dada. 


1. x+ 1 20 

1 1 

3. — =£ — 
x 2 


2. x - 2 < 0 


4. lx- 1 l> 1 


5-64 ■ Resuelva la desigualdad. Exprese la solucion en forma de 
intervalo e ilustre el conjunto solucion en la recta real. 


5. 3x 12 


6. -4x> 16 


7. 20 < -4x 
9. 2x - 5 > 3 
11. 7-x3*5 
13. 2x + 1 < 0 
15. 3x + 11 =s 6x + 8 
17. 1 -x=s 2 
19. 4 - 3x -(1 + 8x) 
21. (x -2)(x-5)>0 
23. x 2 — 3x - 18 =£ 0 


8 . -1 & 7x 
10. 3x+ 11 <5 
12. 5-3x«-16 
14. 0 < 5 - 2x 
16. 6 - x 2x + 9 
18. 4 - 3x 5= 6 
20. 2(7x - 3) « 12x+ 16 
22. (3x+ l)(x- 1)3=0 
24. x 2 + 5x + 6 > 0 



SECCION 1.7 DESIGUALDADES 


93 


25. 

27. 

29. 

30. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 


Tj 1 + X 3 = 1 
^>3(jc + 6) 

(x + 2)(x - l)(x - 3) =s 0 
xlx 2 -4) 3=0 
x~3 


26. x 2 <x + 2 
28. x 2 + 2x > 3 


x + 1 

4x 

2x + 3 

2x + 1 
x — 5 

4 

- <x 

X 

xf-4 
X 2 + 4 
1 


■0 


>2 


1 -x 

x — 3 
2x + 5 


32. x 3 > x 

2x + 6 

34. 


<0 

x — 2 

x + 1 


36. - 2 < 


x — 3 


38. 


40. 


42. 


44. 


3 + x 
3 — x 

x 

X + 1 
X 


> 3x 


1 

- 'i: — 

x + 2 x 

(*~1 f 

(x + l)(x + 2) 


>0 


1 1 2 

46. —I-< - 

x x + 1 x + 2 


47. 1 x 1 < 2 

48. 

1 x 1 3* 4 

49. lx-5 1 =£ 3 

50. 

lx-9 l>9 

51. lx + 5 1 <2 

52. 

lx+ 11 3= 3 

53. 1 2x - 3 1 =£ 0.4 

54. 

1 5x - 2 1 < 6 



1 

55. 1 x + 6 1 < 0.001 

56. 

1 -r >2 



|x + 7j 

57. -1 <2x-5 <7 

58. 

1 < 3x + 4 « 16 

59. 0« l-x<l 

60. 

-5 3 - 2x 9 

1 


2 1 

61. - <4 

62. 

=s < 1 

X 


3 x — 2 

63. x 4 >x 2 

64. 

x 5 >x 2 


65. Use la relation C = § (F - 32) para determinar el intervalo en 
la escala Fahrenheit que corresponde a 20 C 30. 

66. i A que rango de temperatura en la escala Celsius corresponde 
el intervalo 50 =£ F 95? 

67. A1 elevarse el aire seco se expande y al hacerlo se enfna a una 
tasa de aproximadamente 1° C por cada 100 metros de altura, 
hasta aproximadamente 12 km. 


(a) Si la temperatura a nivel de suelo es de 20° C, escriba una 
formula para esta a una altitud h. 

(b) ^Que rango de temperatura puede esperarse si un aero- 
plano despega y alcanza una altura maxima de 5 km? 

68. Se estima que el costo anual de conducir un nuevo Destini 
esta dado por la formula 

C = 0.35m + 2,200 

donde m representa las millas conducidas por ano y C el costo 
en dolares. Jane ha comprado uno de estos autos y decide gas- 
tar anualmente entre $6,400 y $7,100. ^Cual es el rango en 
millas que podra recorrer? 

69. Mediante el calculo se puede demostrar que si una pelota es 
lanzada verticalmente hacia arriba con una rapidez inicial de 
16 pies/segundo desde la parte superior de un edificio de 128 
pies de alto, entonces su altura h sobre el piso despues de t 
segundos sera de 


^=128 + 16r-16t 2 

^Durante que intervalo de tiempo estara la pelota por lo 
menos 32 pies por arriba del nivel del suelo? 



m m m m e 

SU PI 118 El ^ 

K! ^ ^ ^ ^ 

m m m m b 

m h r m m 



70. La fuerza gravitacional F ejercida por la tierra sobre un cuer- 
po con una masa de 100 kg esta dada por la ecuacion 


4,000,000 

F = - z - 

d 2 

donde d es la distancia (en km) desde el cuerpo al centro de 
la tierra, y la fuerza F se mide en newtons (N). ^Para que 
intervalo de distancia la fuerza gravitacional estara entre 
0.0004 N y 0.01 N? 

71. Cerca de una fogata, la temperatura Ten °C a una distancia de 
x metros del centro del fuego esta determinada por 
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600,000 

T — ~r~~— ■ i,En que Lntervalo de distancias desde el 
x + 300 

centra de la fogata la temperature es mayor que 500 °C? 

72. El consumo de gasolina en millas por galon de un vehfculo, 
conducido a v millas/hora, esta determinado por g = 10 + 

0.9v - 0.0lv 2 , siempre que v se mantenga entre 10 millas/hora 
y 75 millas/hora. ^Para que intervalo de velocidades el consu¬ 
mo es de 30 millas/galon o menor? 


73-74 n Resuelva la desigualdad para x, suponiendo que 
0 < a < b < c. 


73. a(bx -c) 3= be 


74. 


x 2 + (a — b)x — ab 
x + c 


=s 0 


Demuestre que 

a a + c c 

— < - < — 

b b + d d 


A] descubrimiento • anAlisis 

77. ^Las potencias conservan el orden? ^Si a < b, es a 1 < b 2 l 
(Verifique tanto para valores positivos como negativos de a y 
b.) ^Si a < b, es a 3 < Z> 3 ? A partir de sus observaciones, enun- 
cie una regia general respecto a la relacion entre a" y b" cuan- 
do a < b y n es un entero positivo. 


a + b 

75. Demuestre que si a < b entonces a < - < b 

2 

76. Suponga que a,b,cy d son numeros positivos tales que 


a c 

— < — 

b d 


78. Uso de distancias para la resolution de desigualdades de 
valores absolutos Recuerde que I a - b I es la distancia entre 
a y b en la.recta numerica. Para cualquier numero x, ^que 
representa I x - 1 I y I x - 3 I? Utilice esta interpretacion 
para resolver geometricamente la desigualdad I x— 1 I <-. 

I x - 31. En general, si a <- b, ^cual es la solueion de la desi¬ 
gualdad Ijc — «I<Ijc — £>l? 



GEOMETRI'A ANALfTICA 


Como se explico en la seccion 1.1, los puntos sobre una recta pueden identificarse con 



numeros reales al asignarles coordenadas. De forma analoga, los puntos sobre un piano 
pueden identificarse mediante pares ordenados de numeros reales. Para esto, empe- 
zamos dibujando dos rectas coordenadas perpendiculares entre sf que se cruzan en el 
origen O de cada una. Por lo general una es horizontal con direccion positiva hacia la 
derecha y se conoce como eje x; la otra es vertical con direccion positiva hacia arriba 
y se le llama eje y. 

Cualquier punto P sobre el piano se localiza mediante un par unico de numeros co¬ 
mo sigue. Trace un par de rectas que pasen por P y que sean peipendiculares a los ejes 
xy y. Estas rectas cruzaran los ejes en puntos con coordenadas ay b como se ilustra en 
la figura 1, y al punto P se le asigna el par ordenado (a^>). El primer numero se conoce 
como la coordenada x (o abscisa) de P; el segundo como la coordenada y (u orde- 
nada) de P. Decimos que P es el punto con coordenadas (ajb), e identificamos dicho 
punto con P(aJj). Podemos pensar en las coordenadas como su “direccion” sobre el 


piano, puesto que las coordenadas definen la localizacion del punto. En la figura 2 se 
muestran varios-puntos identificados por sus coordenadas. 

Invirtiendo el proceso anterior, a partir de un par ordenado (ajb) podemos identificar 
el punto P correspondiente. Con frecuencia consideramos como iguales al punto P y al 
par ordenado (a,b), y decimos el “punto (ajb)". [Aunque la notacion utilizada para un 
intervalo abierto (ajj) es la misma que la de un punto (ajb), del contexto sera claro cual 
es el significado especifico.] 





SECCION 1.8 GEOMETRIA ANAUTICA 


95 


Este sistema de ejes se conoce como sistema de coordenadas rectangular o sis- 
tema de coordenadas cartesianas, en honor al matematico trances Rene Descartes 
(1596-1650), aunque tambien el trances Pierre Fermat (1601-1665) creo los princi- 
pios de la geometria analltica aproximadamente por el mismo tiempo que Descartes. 
El piano utilizado se conoce como piano de coordenadas o piano cartesiano y se de- 
nota por J5 2 . 

Los ejes xyy,o ejes de coordenadas, dividen el piano cartesiano en cuatro cuadran- 
tes, denotados por I, II, III y IV en la figura 1. Note que el cuadrante I esta formado por 
aquellos puntos cuyas coordenadasxyy son ambas positivas. (Los puntos sobre los ejes 
de coordenadas no estan asignados a ningun cuadrante.) 

EJEMPLO 1 a Regiones graficadas en el piano de coordenadas 
Describa y trace la region dada por cada uno de los siguientes conjuntos. 

(a) {(x,y) Ix 5= 0} (b) {(x,y)ly=l> (c) {(x,y) 11 y I < 1} 

SOLUCI6N 

(a) Los puntos cuya coordenada x es 0 o positiva estan sobre el eje y o a su derecha, 
como en la figura 3(a). 

(b) El conjunto de todos los puntos con coordenada y igual a 1 forma una recta hori- 
zontal por encima del eje x, como en la figura 3(b). 

(c) Recuerde de la seccion 1.7 que 

I y I < 1 si y solo si -1 < y < 1 

La region dada consiste en aquellos puntos cuya coordenada y esta entre -1 y 1, 
es decir, de todos los puntos que estan entre (pero no sobre) las rectas horizon- 
tales y = 1 y y = -1 , las cuales se muestran como Ifneas punteadas en la figura 
3(c) para indicar que los puntos sobre ellas no pertenecen al conjunto. 



FIGURA 2 



FIGURA 3 (a)x5=0 



- - 


Ahora determinamos una formula para la distancia d(A,B ) entre los puntos A(x,,y 1 ) 
y B(x 2 y 2 ) en e l piano. Recuerde de la seccion 1.1 que la distancia entre los puntos ay b 
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de la recta numerica es d(a, b) = i b - a I. De la figura 4 vemos que la distancia entre 
los puntos y C(x 2 ,y l ) sobre la recta horizontal debe ser I x 2 - x, I y la que hay 

entre B(x 2 ,y 2 ) y C(x 2 ,y,) sobre la vertical debe ser i y 2 — Ji 1- Puesto que el triangulo ABC 
es un triangulo rectangulo, a partir del teorema de Pitagoras se obtiene que 

d(A, B ) = V|x 2 -x ,.| 2 + |y 2 — yj 2 
= V(x 2 -x x ) 2 + (y 2 ~ yi ) 2 



FORMULA DE LA DISTANCIA 


La distancia entre los puntos A(x lr y,) y B(x 2 ,y en el piano es 


d{A,B) = V(x 2 - X ;) 2 + (y 2 - jq) 2 


EJEMPLO 2 ■ Aplicacion de la formula de la distancia 
i,Cual de los puntos P(l,-2) o <2(8,9) esta mas cerca de A(5,3)? 



SOLUCION De acuerdo con la formula de la distancia tenemos 


d{P,A) = V(5 - l) 2 + [3 - ( - 2)] 2 = V4 2 + 5 2 = V41 
d{Q, A) = V(5 - 8) 2 + (3 - 9) 2 = V( - 3) 2 + ( - 6) 2 = V45 


Esto muestra que d(P, A ) < d{Q, A), por lo que P esta mas cerca de A (vease la 
figura 5). ■ 


Obtengamos ahora las coordenadas {x,y) del punto medio M del segmento de recta 
que une Aix^y^ con B(x 2 ,y 2 ). En la figura 6 observe que los triangulos APMy MQB son 
congruentes, ya que d(A, M) = d(M, B), y que por esto los angulos correspondientes 




r! 
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Las coordenadas de un punto en el 
piano xy definen de manera unica su 
localizacidn, y estas se puedcn consi- 
derar como la “direccion” del mismo. 
En Salt Lake City, Utah, la direccion 
de la umyorfa de los edificios se ex- 
presa como coordenadas. La ciudad 
esta dividida en cuadrantes con Main 
Street como eje vertical (Norte-Sur) 
y S. Temple Street como eje horizon¬ 
tal (Este-Oeste). Una direccion de la 
forma 

/ 1760 O ■ 2100 S 


sistcma logico es posiblc quc alguien 
no familiarizado con la ciudad localice 
cualquicr direcci6n de forma inmedia- 
ta.con la misma facilidad con que po- 
demos localizar un punto en un piano 


El punto medio de un segmento de recta de A(x I o' 1 ) a #(x 2 ,y 2 ) es 


SECCI6N 1.8 GEOMETRIA ANAUTICA 


y> 

(4,9) 

8 


X 

r d.7) 

(—2, 5) - 

- 

4- 

-1 _ { _| | | 


' -4 ' ' 0 

i i i i i 

4 J 


= d(M,Q) y por tanto 


EJEMPLO 3 ■ Determinacion del punto medio 

El punto medio del segmento de ltnea recta que une a los puntos (-2,5) y (4,9) es 


Vease la figura 7 


FIGURA 7 


son iguales. De aht que d(AJP) 


X — X, = X 0 - X 


Resolviendo para x obtenemos 2 x = x t + x 2 , por lo que x = 
loga, y = yi + y2 - 


. De manera ana 


B(x2 , y2> 


M(x,y) 


A(x { ,y 2 ) 


indica una localizacion ubicada a 17.6 

manzanas a! oeste de Main Street y 21 FIGURA 6 

al sur de S. Temple Street. (Esta es la 

direccion de la Oficina Principal de 

* - ■’ - -• A. !■! ----A,. ^ I- A .---a *-_ 
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EJEMPLO 4 ■ Aplicacion de la formula del punto medio 

Demuestre que el cuadrilatero con vertices P(l, 2), <2(4,4), R( 5, 9) y 5(2,7) es un pa- 
ralelogramo, mostrando que sus diagonales se bisecan entre si. 

SOLUCION Si las dos diagonales tienen el mismo punto medio, entonces deben bi- 
secarse entre si. El punto medio de la diagonal PR es 



por lo que ambas se cruzan en su punto medio, como se muestra en la figura 8. (Un 
teorema de geometrfa elemental afirma que por lo tanto el cuadrilatero es un parale- 
logramo.) 


g§ REPRESENTAClbN GRAFICA DE LAS ECUACIONES 

Suponga que tenemos una ecuacion que incluye las variables x y y, como en 

, , , 2 
or + y -25 o x = y o y = - 

Principio fundamental 

de la Geometria analltica Un punto (x,y) satisface la ecuacion si al sustituir las coordenadas en ella la hace ver- 

Un punto (x,y) pertenece a la grafica de dadera. Por ejemplo (3,4) satisface a la primera ya que 3 2 + 4 2 = 25, pero (2, -3) no, 

una ecuacion si y solo si sus coordenadas puesto que 2 2 + (-3) 2 = 13 * 25. 
satisfacen a esta. 


La grafica de una ecuacion en x y y es el conjunto de todos los puntos (x,y) del 
piano de coordenadas que satisfacen a la misma. 


La grafica de la mayor parte de las ecuaciones que encontraremos son curvas. Por 
ejemplo, mas adelante en esta section veremos que x? + y 2 = 25 representa un cfrculo; 
posteriormente determinaremos las formas representadas por las otras ecuaciones. Las 
graficas son importantes para el estudio de las ecuaciones ya que proporcionan una re¬ 
presentation visual de las mismas. 

EJEMPLO 5 B Esbozo de una grafica trazando puntos de esta 
Trace la grafica de la ecuacion 2x - y = 3. 

SOLUCION Primero resolvemos la ecuacion para y, con lo que obtenemos 


y~2x-3 
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FIGURA 9 

Un analisis detallado de las parabolas y de 
sus propiedades geometricas se presenta 
en el capftulo 9. 



Esta expresion es util para calcular las coordenadas y de la tabla siguiente. 


X 

y = 2x - 3 

(*,y) 

-1 

-5 

(-1.-5) 

0 

-3 

(0,-3) 

l 

-1 

( 1 ,- 1 ) 

2 

1 

( 2 , 1 ) 

3 

3 

(3,3) 

4 

5 

(4,5) 


Naturalmente existe un numero infinito de puntos en la grafica, y es imposible grafi- 
carlos todos, pero mientras mas grafiquemos mejor nos podremos imaginar la aparien- 
cia de la grafica representada por la ecuacion. En la figura 9 graficamos los puntos 
que se encuentran en la tabla, y aparentemente estan todos sobre una recta, por lo que 
completamos la grafica uniendolos. (En la seccion 1.10 comprobaremos que la grafica 
de una ecuacion de este tipo es efectivamente una recta.) 



EJEMPLO 6 ■ Esbozo de una grafica trazando puntos de esta 

Trace la grafica de la ecuacion y = x 2 — 2 

SO LU Cl ON Presentamos algunos de los puntos que satisfacen la ecuacion en la tabla 
que sigue, y en la figura 10 graficamos estos y despues los unimos mediante una 
curva continua. Una curva con esta forma se conoce como una parabola. 


X 

y = x t -2 

(x,y) 

-3 

1 

(-3,7) 

-2 

2 

(- 2 , 2 ) 

-1 

-1 

(-1,-1) 

0 

-2 

( 0 ,- 2 ) 

1 

-1 

(1,-D 

2 

2 

( 2 , 2 ) 

3 

7 

(3,7) 


FIGURA 10 




100 


CAPI'TULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


EjEMPLO 7 @ Trazado de la grafica de una ecuacion que invoiucra 
un valor absoiuto 

Trace la grafica de la ecuacion y — I x I. 

SOLUCION Elaboramos una tabla de valores 



X 

y = 1 x 1 

(x,y) 

-3 

3 

(-3, 3) 

-2 

2 

(-2,2) 

-1 

1 

(-1,1) 

0 

0 

(0,0) 

1 

1 

(M) 

2 

2 

(2,2) 

3 

3 

(3,3) 


En la figura 11 graficamos los puntos con las coordenadas dadas en la tabla y traza- 
mos la grafica de la ecuacion. 


Las coordenadas x de los puntos en los que la grafica cruza el eje x se conocen como 
las intersecciones con el eje x de la grafica y se obtienen haciendo y = 0 en la ecuacion 
que se esta graficando. Las coordenadas y de los puntos de la grafica que intersectan al 
eje y se conocen como las intersecciones con el eje y y se obtienen haciendo x = 0 en 
la ecuacion. 



M Ml 


Intersecciones 

Como obtenerlas 

Donde se encuentran en la grafica 

intersecciones en x 




Coordenadas x de 
los puntos en los 

Haga y = 0 
y resuelva para x 


■x / 

que la grafica cruza 


/ 

\ / 

el eje x. 


/ 0 

X 

intersecciones en y 


yi 


. Coordenadas y 
de los puntos en 
los que la grafica 

Haga x = 0 
y resuelva para y 

/ 


cruza el eje y. 


si 

X 
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EJEMPLO 8 s Determination de intersecciones 

Determine las intersecciones en x y en y de la grafica de la ecuacion y = x 2 -2 



SOLUCION Para determinar las intersecciones en x hacemos y = 0 y resolvemos 
para x. 

0 = X 2 — 2 Haga y = 0 

Jt 2 = 2 Sume 2 a ambos lados 

x = ±V2 Tome la rai'z cuadrada 

Asf, las intersecciones x son V2 y — V2 . 

Para obtener las intersecciones en y, hacemos x = 0 y resolvemos para y. 

y — 0 2 — 2 Haga x = 0 
y = -2 


Por tanto la intersection en y es -2. 

La grafica de esta ecuacion fue trazada en el ejemplo 6, y se muestra en la figura 
12 junto con las intersecciones en x y y. ■ 



CIRCULOS 



FIGURA 13 


Hasta ahora hemos visto como determinar la grafica de una ecuacion en x y en y. El 
problema inverso es obtener la ecuacion de una grafica, esto es, una ecuacion que repre- 
sente una curva dada en el piano xy\ esta es satisfecha solo por las coordenadas de los 
puntos sobre la curva. Esta es la otra parte del principio basico de la geometrfa analfti- 
ca, como fue formulado por Descartes y Fermat. La idea es que si una curva geometrica 
puede representarse por una ecuacion algebraica, entonces se pueden usar las reglas del 
algebra para analizar la curva. 

Como ejemplo de este tipo de problema, determinemos cual es la ecuacion de un 
cfrculo de radio r y centro(/i,&). Por definition, el cfrculo es el conjunto de puntos P{xy) 
cuya distancia al centra C(hjc) es r (vease la figura 13). Entonces, P esta sobre el circu- 
lo si y solo si d(P,C) = r. Segun la formula de la distancia, tenemos 

V(x -hf + {y-kf = r 

(x — hf + (ykf = I 2 Eleve al cuadrado ambos lados 
Esta es la ecuacion deseada. 


ECUACION DE UN CIRCULO 


La ecuacion del cfrculo con centra (h,k) y radio r es 

(x — hf + (y-kf = r 2 

En particular, cuando el centro esta en el origen (0,0) la ecuacion es 

x 2 + y 2 = r 2 
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Rene Descartes (1596-1650) nacio 
en la ciudaO tie I.a Have en el sur de 
Franeia; y desde temprana edad tuvo 
aficidn por las matematicas debido a 
“la certidumbre de sus resultados y a la 
scneillcz de sn logica”. Crefa que a fin 
de deseubrir la verdad, uno debe em- 
pezar por dndar de todo, incluyendo 
la propia existencia; eslo locondujo a 
iormular quiza la frase mas conocida 
de toda] la filosdfia: “Pienso, luego 
existo”. pn su libro Discurso del me- 
todo, describio lo que ahora se conoce 
como el piano cartesiano. Esta idea de 
combinar el algebra con la geometrfa 
pcrmitip por yez primcra a los ma- 
tematicos “visualizar” las ecuaciones 
que estudiaban, y cl filosofo John 
Stuart Mill dijo que esta invention era 
“cl paso individual mas grande alguna 
vez realizado en el avance de las cien- 
eias exactas”. Descartes gustaba de 
levantarsc tarde y quedarse en cama 
por las: inananas pensando y escri- 
bicndo. lnvcntd cl piano coordcnado 
al observar a una mosca desplazarse 
en el cielo raso y razonar que podia 
describir la localizacion exacta de la 
mosca al saber a que distancia estaba 
de dos paredes perpendiculares entre 
sf. En 1649 Descartes sc convirtio cn 
el tutor de la Reina Cristina de Suecia, 
la cual gustaba recibir sus lecciones 
a las 5 en punto de la mafiana cuando, 
decia, su mente estaba mds despejada. 
Sm embargo,, para Descartes el cam- 
bio en sus Mbitos usuales y la helada 
biblioteca dondc estudiaban resultd 
inadecuado. En febrero de 1650, justo 
despuds de dos meses, contrajo pul- 
morua y fallecio. - '• 


EJEMPLO 9 ■ Representation grafica de un ctrculo 
Trace la grafica de cada ecuacion 

(a) x 1 2 +y 2 = 25 (b) (x - 2f + (y + 1 ) 2 = 25 

SOLUCION 

(a) Reescribiendo la ecuacion en la forma x 2 + y 2 = 5 2 , vemos que esta es la del 
cfrculo de radio 5 centrado en el origen, y su grafica se muestra en la figura 14. 

(b) Escribiendo la ecuacion como (x-2) 2 + (y + l) 2 = 5 2 , vemos que esta es 

la del cfrculo de radio 5 con centro en (2,-1), cuya grafica se muestra en la 
figura 15 




EJEMPLO 10 ■ Determination de la etuation de un tirtulo 

(a) Obtenga la ecuacion del cfrculo de radio 3 y centro (2,-5) 

(b) Determine la ecuacion del cfrculo que contiene los puntos P(l,8) y (2(5,-6) como 
extremos de un diametro. 


SOLUCION 

(a) Usando la ecuacion del cfrculo con r = 3,/j = 2y k =-5, obtenemos 

(x-2f + {y + 5f = 9 
Su grafica se muestra en la figura 16. 

(b) , Primero observamos que el centro es el punto medio del diametro PQ, por lo que 

de acuerdo con la formula del punto medio el centro es 


1 + 5 8 — 6 ^ 

2 ’ 2 / 


( 34 ) 


El radio r es la distancia de P al centro, por lo que 

r 2 = (3 - l) 2 + (1 - 8) 2 = 2 2 + (-7) 2 = 53 


Por tanto, la ecuacion del cfrculo es 


(x - yf + (y - l) z = 53 
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Su grafica se muestra en la figura 17. 



FIGURA 16 

(x-2 ) 2 + (y + 5) 2 = 9 



FIGURA 17 

(x - 3) 2 + (y - l) 2 = 53 



EJEMPLO 11 ■ identification de la ecuacion de un circulo 

Trace la grafica de la ecuacion x 2 +y 2 + 2x-6y+ 7 = 0 mostrando primero que esta 
representa un circulo y despues determinando su centra y radio. 

SOLUCION Primero agrupamos los terminos en x y en y. Despues completamos el 
cuadrado dentro de cada grupo (sumando el cuadrado de la mitad tanto del coeficiente 
de x como del de y a cada lado de la ecuacion). 

(x 2 + 2x ) + (y 2 - 6y ) = -7 Agrupe terminos 

(x 2 + 2x + 1) + (y 2 — 6y + 9) = —7 + 1 +9 Complete los cuadrados sumando 1 

y 9 a cada lado 

(x + l) 2 + (y - 3) 2 = 3 

Comparando esta ecuacion con la del circulo, vemos que h = -\,k = 3y r = V3 , por 
lo que la ecuacion dada representa el circulo con centra (-1,3) y radio V5. 

Este circulo se muestra en la figura 18. ■ 



g§ SIMETRIA 

En la figura 19 se muestra la grafica de y - x 2 ; note que la parte que se encuentra a la 
izquierda del eje y es la imagen de la que esta a la derecha. La razon es que si el punto 
(x,y) esta sobre la grafica, tambien lo esta (-x,y), y ambos son reflexiones el uno del otro 
respecto al eje y. En este caso decimos que la grafica es simetrica respecto al eje y. De 
manera analoga, decimos que la grafica es simetrica respecto al eje x si cuando el 
punto x, y esta sobre la grafica, tambien lo esta (x,-y). Una grafica es simetrica respec¬ 
to al origen si siempre que (x,y) este sobre la grafica, tambien lo esta (-x,-y). En la 


FIGURA 19 
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tabla siguiente se dan las definiciones de los tres tipos de simetrfa y se explica como 
determinar si la grafica de una ecuacion exhibe alguna de estas. 


DEFINICION DE SIMETRIA 

'*■' ; V .' 



■ ■ ■■ - 

Tipo 

Prueba de 

Apariencia de la grafica 

Significado 

de simetria 

la simetria 

(figuras de esta seccion) 

geometrico 

Simetria respecto 
al eje x 

La ecuacion 
no cambia al 
sustituir y por-y 

yi 

Q 

= = x 

(X, - y ) 

La grafica no cambia si se 
refleja sobre el eje x 


(Figuras 14, 21) 


Simetria respecto 
al ejey 


La ecuacion no 
cambia al 
sustituir x por -x 


(-■*■ >0-ll-\(x, y) 
/ 0 \ x 


La grafica no cambia si se 
refleja sobre el eje y 


(Figuras 10, 11,12, 14, 19,21) 


Simetria respecto 
al origen . 


La ecuacion 
no cambia al 
sustituir x por 
-xyy por -y 


(.-x, -y) 



La grafica no cambia si se le 
gira 180° alrededor del origen. 
Esto es equivalente a una 
reflexion en el eje x seguida 
de una en el eje y. 


(Figuras 14, 20, 21) 


Una razon por la cual la simetria es importante es que podemos utilizarla para trazar 
las graficas de las ecuaciones. Los ejemplos que restan en esta seccion ilustran este pro- 
cedimiento. 

EJEMPLO 12 B Uso de la simetria y de las intersecciones para dibujar una grafica 

Determine las intersecciones en x y en y de la grafica de la ecuacion y = x 3 - 9x. 
Verifique la simetria en la ecuacion y dibuje su representacion grafica. 

SOLUCION Haciendo x — 0 en la ecuacion obtenemos y = 0, por Io que la intersec- 
cion en y es 0. Haciendo y = 0 se obtiene x 3 -9x — 0, es decir x(x* - 9) = x(x - 3) 

(x + 3) = 0. Por tanto, las intersecciones en x son 0,3 y —3. 
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Si sustituimos x por —x y y por -y en la ecuacion obtenemos 

-y = (-X? - 9 (-*) 

-y = -x 3 + 9x 
y = x > -9x 

y la ecuacion no ha cambiado. Elio significa que la grafica es simetrica respecto al 
origen, y trazamos esta primero para los puntos correspondientes a x > 0 y despues 
usando la simetrfa con respecto al origen (vease la figura 20). 



1 

X 

\ 

£ 

I 

II 

(x,y) 

0 

0 

(0,0) 

i 

-8 

(1,-8) 

1.5 

-10.125 

(1.5,-10.125) 

2 

-10 

(2,-10) 

2.5 

-6.875 

(2.5,-6.875) 

3 

0 

(3,0) 

4 

28 

(4,28) 


EJEMPLO 13 « Circulo con los tres tipos de simetria 
Verifique la simetria de la ecuacion del circulo x 2 + y 2 = 4. 

SOLUCION La ecuacion x? + y 2 = 4 no cambia cuando se sustituyen a x por -xyay 
por —y, puesto que (- x ) 2 = x 2 y (-y) 2 = y 2 , por lo que el circulo exhibe ias tres clases 
de simetria. Es simetrico respecto al eje x, al eje y y al origen. Vease la figura 21. 


FIGURA 21 

x 2 + y 2 = 4 
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1.8 


EJERCICIOS 


1. Grafique los puntos dados en un piano de coordenadas: 

(2, 3), (-2, 3), (4, 5), (4, -5), (-4,5), (-4, -5) 

2. Determine las coordenadas de los puntos que se muestran en 
la figura. 


• c 

•D 

F 1 

• A 

• E °- 

. 1 X 

- 

• H 

Cl 

• 





3-8 ■ Se tiene un par de puntos 

(a) Grafiquelos en un piano de coordenadas. 

(b) Determine la distancia entre ellos. 

(c) Obtenga el punto medio del segmento que los une. 

3. (2,3), (5,2) 4. (2,-1), (4,3) 

5. (6,-2), (-1,3) 6. (1,-6), (-1,-3) 

7. (3,4), (-3,-4) 8. (5,0), (0,6) 

9. Trace el rectangulo con vertices A(l, 3), fi(5, 3), C(l, -3) y 
D(5,-3) en un piano de coordenadas. Determine el area del 
mismo. 

10 . Grafique el paralelogramo de vertices A(l, 2), B(5, 2), C(3, 6) 
y £>(7,6) en un piano de coordenadas. Determine el area del 
mismo. 

11. Grafique los puntos A(l, 0), B(5,0), C(4, 3) y £>(2, 3) en un 
piano de coordenadas. Trace los segmentos AS, BC, CD y 
DA. iQue clase de cuadrilatero es ABCD y cual es su area? 

12. Grafique los puntos P(5, 1), Q(0, 6) y R(-5, 1) en un piano 
de coordenadas. ^Donde debe estar el punto S a fin de que 
el cuadrilatero PQRS sea un cuadrado? Determine el area 
de este. 


13-24 ■ Trace la region expresada por el conjunto dado. 

13. {(x,y) 

1x^0} 

14. {(x,y)ly&0} 

15. {(x, y) 1 

lx= 3} 

16. {(x, y) 1 y = - 2} 

17. {(x, y) 1 

1 1 < x < 2} 

18. {(x,y) 10 «y ^ 4} 


19. {(x, y) I xy < 0} 20. {(x, y) I xy > 0} 

21. {(x,y)lx2* 1 y y<3} 22. {(x,y) 11 y I > 1} 

23. {(x,y)|lxl*S2} 

24. {(x, y) 1 1 x I < 3 y lyl>2} 

25. ^Cual de los puntos A(6, 7) o B(-5, 8) esta mas cerca del 
origen? 

26. ^.Cual de los puntos C(-6, 3) o £>(3,0) esta mas cerca de 
£(-2 , 1)? 

27. Demuestre que el triangulo de vertices A(0, 2), B(-3, -1) y 
C(-4, 3) es isosceles. 

28. Determine el area del triangulo que se muestra en la figura 



29. Refierase al triingulo ABC en la figura. 

(a) Demuestre que este es un triangulo rectangulo utilizando 
el recfproco del teorema de Pitagoras. 

(b) Determine el area. 



30. Determine un punto sobre el eje y equidistante de los puntos 
(5,-5) y (1,1). 

31. (a) Grafique el paralelogramo de vertices A(-2, -1), B(4, 2), 

C(7,7)yD(l,4) 

(b) Obtenga los puntos medios de las diagonales de este. 

(c) A partir del inciso (b) concluya que las diagonales se 
intersectan en su punto medio. 





m 
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El punto M en la figura es el punto medio del segmento AB. 
' Demuestre que M es equidistante de los vertices del trian- 

gulo ABC. 



' j 3 Suponga que cada punto en el piano de coordenadas es des¬ 
plazado 3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba. 

( a ) que nuevo punto es desplazado (5,3)? 

(b) i,En que nuevo punto queda («,£>)? 

(c) El triangulo ABC en la figura es desplazado al A'B'C'. 
Determine las coordenadas de A', B' y C'. 



34. Suponga que el eje y actua como espejo y refleja cada punto a 
su derecha a un punto a su izquierda. 

(a) ^En que punto queda reflejado (3,7)? 

(b) ^E1 punto (a,b) queda reflejado en que punto? 

(c) El triangulo ABC en la figura se refleja en el A'B'C'. 
Determine las coordenadas de A', B' y C'. 


35-52 a Elabore una tabla de valores y trace la grafica de la ecua- 
cion. Determine las intersecciones en x y en y, e investigue si 
hay simetrfa. 


35. y = x 

36. y = —x 

37. y = x - 1 

38. y = 2x + 5 

39. 3x - y = 5 

40. x + y = 3 

I 

II 

T— 

42. y = x 2 + 2x 

43. y =x 2 - 9 

44. y = 9 - x 2 

45. y = yf x 

O) 

V 

II 

<1 

1 

* 

to 

-P* 

li 

48. x = 1 y 1 

49. y = 4 - 1 x 1 

50. y = l4-xl 

Ul 

II 

52. y = x 3 -4x 

53-58 b Investigue si hay simetrfa en la ecuacion d; 

53. y = x 4 + x 2 

C4 

1 

V* 

II 

* 

m 

55. x?y 2 + xy = 1 

56. x 4 y 4 + x 2 y 2 = 1 

57. y = x 3 + lOx 

58. y = x 2 + 1 x 1 


59-62 ■ Complete la grafica utilizando la propiedad de simetrfa 
dada. 

59. Simetrica respecto al eje y. 



60. Simetrica respecto al eje x 
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61. Simetrica respecto al origen 



62. Simetrica respecto al origen 



63-68 ■ Determine la ecuacion del circulo que satisfaga las 
condiciones dadas. 


72. x 1 + y 2 -2x — 2y = 2 

73. x 2 + y 2 -4x + lOy +13=0 

74. x 2 + y 2 + 6y+ 2 = 0 

75. lx 2 + 2/ + x = 0 

76. 16* 2 + 16 y 1 + 8x + 32y +1=0 

77-80 > Trace la grafica de la ecuacion dada. 

77. x 2 + y 2 + 4x - lOy = 21 

78. 4x 2 + 4y 2 + 2x = 0 

79. x 2 + y 2 + 6x-l2y + 45 = 0 

80. x 2 + y 2 - 16x + I2y + 200 = 0 

81-82 ■ Grafique la region dada por el conjunto. 

81. {(x,y) I x 2 + y 2 1} 

82. {(jc, y) I 1 «^+>> 2 <9} 


63. Centro (2, -1); radio 3 

64. Centro (-1,-4); radio 8 


83. Determine el area de la region externa al circulo r 2 +/ = 4y 
que se encuentra dentro del circulo 


65. Centro en el origen; pasa por (4, 7) 

66. Centro (-1, 5); pasa por (-4, -6) 

67. Extremos de un diametro son P(-l, 3) y <2(7, -5) 


x 2 + y 2 — 4y — 12 = 0 

84. Grafique la region que satisface simultaneamente las desigual- 
dades x 2 + y 2 ^9yyS=lxl. ^Cual es el area de esta? 


68. Centro (7, -3); tangente al eje x 

69-70 ■ Obtenga la ecuacion del circulo que se muestra en la 
figura 

69. 70. 




71-76 ■ Demuestre que la ecuacion representa un circulo, y 
determine el centro y el radio del mismo. 

71. x 2 + y 2 - 2x + 4y + 1 = 0 


85. ^Bajo que condiciones de los coeficientes a, b,y c la ecuacion 
x 2 +y 2 + ax + by + c = 0 representa un circulo? Una vez 
satisfecha dicha condicion, determine el centro y el radio del 
circulo. [Sugerencia: Complete los cuadrados.] 
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86. Completar un segmento de recta Grafique los puntos 
M(6, 8) y A( 2, 3). Si M es el punto medio del segmento AB, 
determine las coordenadas de B. Escriba una breve descrip- 
cion de los pasos seguidos para determinar B, y explique su 
procedimiento. 


87. Completar un paralelogramo Grafique los puntos P(-l,—4), 
<2(1, 1) y ??(4, 2). ^Donde debe estar localizado S de forma 
que la figura PQRS sea un paralelogramo? Escriba una bre¬ 
ve descripcion de los pasos seguidos y explique su proce¬ 
dimiento. 
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1.9 


CALCULADORAS GRAFICADORAS Y COMPUTADORAS _ 

En esta seccion utilizaremos las calculadoras graficadoras o las computadoras para gra- 
ficar ecuaciones mas complejas y resolver problemas con un grado de dificultad mayor. 
Comenzamos describiendo la forma en que funcionan estos dispositivos y como reco- 
nocer y evitar algunos de los errores comunes que se cometen al usarlos. 


■ COMO USAR LOS DISPOSITIVOS GRAFICADORES 


(a,d) 


y = d 


x = a 



Una calculadora grafica o una computadora presenta una seccion rectangular de la gra- 
fica de una ecuacion en una ventana de despliegue o pantalla, que llamamos rectan- 
gulo de visuaiizacion. La pantalla predeterminada a menudo presenta una imagen 
incompleta o enganosa, por lo que es importante escoger el rectangulo de visuaiizacion 
(b, d) con cuidado. Si elegimos los valores de x en un intervalo que va desde un mlnimo 
(Xmin = a) a un maximo (Xmax = b), y los de y en uno que va desde un mfnimo (Ymin = 
c) a un maximo (Ymax = d), entonces la parte de la grafica desplegada es la que se 
x = b encuentra en el rectangulo 


\ 

(«, c) .- y = c ' (b,c) 

FIGURA 1 

El rectangulo de visuaiizacion [a, b ] 
por [c, d\ 


[a, b\ x[c,d\- {( x , y)l a <x < b,c <y < d} 

que se muestra en la figura 1. Nos referiremos a este como el rectangulo de visualiza¬ 
tion [a, b] por [c, d\. 

El dispositivo graficador despliega la grafica de una ecuacion de una manera muy 
similar a como lo hemos hecho. Grafica los puntos de la forma (x, y) para un cierto 
numero de valores de x igualmente espaciados entre ay b. Si la ecuacion no esta defi- 
nida para un valor de x o si la y correspondiente queda fuera del rectangulo de vision, 
el dispositivo ignora dicho valor y pasa al siguiente. Finalmente, la maquina une cada 
uno de los puntos para formar una representacion de la grafica de la ecuacion. 


EJEMPLO 1 ■ Trazado de graficas en diferentes rectangulos de visuaiizacion 
Trace la grafica de la ecuacion y = x 2 + 3 en cada rectangulo de visuaiizacion. 

(a) [-2, 2] by [-2, 2] (b) [-4,4] by [-4,4] 

(c) [-10,10] by [-5,30] (d) [-50,50] by [-100,1,000] 




FIGURA 2 

Graficas de y = jc 2 + 3 
2 



-2 

(a) 


SOLUCION Para el inciso (a) seleccione el rango haciendo Xmin = -2, Xmax — 2, 
Ymin = —2 y Ymax = 2. La grafica resultante se muestra en la figura 2(a). jLa pantalla 
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-5 


FIGURA3 1 


-10 


FIGURA4 

Graficas de y = 


de despliegue aparece vacia! Es facil explicar esto. Observe que x 2 3= 0 todo x, de 
forma que y = x? + 3 3= 3. Esto significa que la grafica de la ecuacion se encuentra 
totalmente fuera del rectangulo de visualizacion [-2,2] por [-2, 2]. 

Las graficas para los rectangulos de visualizacion en las partes (b), (c) y (d) se 
muestran en la figura 2, partes (b), (c) y (d). Observe que obtenemos imagenes mas 
completas en las partes (c) y (d), aunque la de la parte (d) no muestra con claridad 
que la interseccion en el eje y es 3. ss 


EJEMPLO 2 H Grafica de una ecuacion cubica 
Grafique la ecuacion y = X s - 49x. 

SOLUCION Experimentemos con diferentes rectangulos de visualizacion. Si comen- 
zamos con el de [-5,5] por [-5,5], obtenemos la grafica de la figura 3. En la mayor 
parte de las calculadoras la pantalla aparecera vacia; sin embargo, no esta totalmente 
asi ya que se ha graficado el punto (0,0). Resulta que para todos los demas valores de 
5 x que la calculadora selecciona entre —5 y 5, el valor de y es mayor que 5 o menor 

que -5, por lo que el punto correspondiente en la grafica se encuentra fuera del rec¬ 
tangulo de visualizacion. 

Si utilizamos la opcion de ampliation de la calculadora para cambiar el rectan¬ 
gulo de visualizacion a uno de [-10,10] por [-10,10], entonces obtenemos la imagen 
que se muestra en la figura 4(a). La grafica parece consistir de lineas verticales, 
pero sabemos que esto no puede ser correcto. Si observamos atentamente mientras 
se va formando la grafica, vemos que esta se sale de la pantalla y vuelve durante el 
proceso de graficacion. Esto indica que necesitamos ver mas de la grafica en la 
direccion vertical, por lo que cambiamos el rectangulo de visualizacion a [-10, 10] 
por [-100,100], La grafica resultante se muestra en la figura 4(b), y esta no pone de 
manifiesto todas las caracteristicas importantes de la ecuacion, por lo que cambia¬ 
mos a [-10, 10] por [-200,200] como se ve en la figura 4(c). Ahora tenemos la 
confianza de haber llegado a un rectangulo de visualizacion apropiado. En el ca- 
pitulo 3, cuando analicemos los polinomios de tercer grado, veremos que la grafica 
que se muestra en la figura 4(c) realmente revela todas las caracteristicas principa- 
les de la ecuacion. 



x 3 - 49x 
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Alan T\iring (1912-1954) estuvo en 
el nucleo de dos sucesos importantes 
del siglo XX —la Segunda Guerra 
Mundial y la invencidn de las compu- 
tadoras—. A los 23 anos se hizo 
famoso en el ambito de las matemdti- 
cas al resolver el tercer problema de 
Hilbert (vease la pdgina 578). En su 
investigacidn mvento una maquma 
orica, conocida como maquina de 
l, que sirvid de inspiracidn para 
las modemas computadoras digitales. 
Durante la Segunda Guerra Mundial, 
Turing dirigid el esfuerzo britanico 
para descifrar los cddigos secretos ale- 
manes, y su dxito en csta tarca jugo un 
papel decisive en la victoria aliada. 
Para llevar a cabo los numerosos pasos 
logicos para descifrar un tncnsaje en 
codigo, Turing desarrollo procedi- 
mientos de decisidn similares a los de . 
los modemos programas de cdmputo. 
Despues de la guerra colabord en el 
desarrollo de las primeras computado¬ 
ras electronicas' en la Gran Bretaiia, 
Tambien fue pionero en el area de la 
iriteligencia artificial y en la simula- 
cidn por computadora de los procesos 
; biologicos. A los 42 anos fallecid por 
envenenamiento con cianuro en cir- 
cunstancias misteriosas. 


A partir de los ejemplos 1 y 2 vemos que la eleccion de un rectangulo de visuali- 
zacion puede ser la causa de una importante diferencia en la apariencia de una grafica. 
Algunas veces es necesario cambiar a uno mas amplio para obtener una imagen mas 
completa —una vista mas global— de la grafica. En el siguiente ejemplo veremos co¬ 
mo la ecuacion misma nos puede dar suficiente informacion para seleccionar un rectan¬ 
gulo de visualizacion adecuado. 

EJEMPLO 3 a Seleccion de un rectangulo de visualizacion apropiado 

Determine un rectangulo de visualizacion apropiado para la ecuacion y = V8 — 2x 2 
y graffquela. 

SOLUCION La ecuacion esta defmida solo cuando la expresion bajo la raiz cuadrada 
no es negativa, por lo que tenemos 


0 =£ 8 - 2X 2 

La expresion bajo la rafz cuadrada no debe ser negativa 

2X 2 ^ 8 

Sume 

jc 2 4 

Divida j>or 2 

1x1^2 

Tome la rafz cuadrada 

-2 x 2 

Significado de 1 x 1 2 (vease la pdgina 77) 


Por lo tanto, los valores de x para los que y esta definida se encuentran en el intervalo 
[-2,2], Tambien 


0 « V8-2X 2 ^V8 = 2V2»2.83 


por lo que los valores correspondientes de y pertenecen al intervalo [0^2.83]. 

Escogemos el rectangulo de visualizacion de tal manera que los intervalos en x y 
en y sean algo mayores que los que hemos determinado. Escogiendo [-3,3] por [-1,4] 
obtenemos la grafica que se muestra en la figura 5. 


4 



FIGURA 5 y = V8 - 2x 2 


Las calculadoras graficadoras pueden graficar facilmente ecuaciones en las cuales se 
puede dejar sola a la y en un lado del signo igual. El siguiente ejemplo muestra como 
graficar ecuaciones que no tienen esta propiedad. 
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EJEMPLO 4 a Grafica de un circuio 
Grafique el cfrculo x 1 + y 2 = 1. 


SOLUCION En la seccion 1.8 vimos como graficar este cfrculo; su centra esta en 
el origen y su radio es 1. Sin embargo, graficar este con una calculadora no es tan 
directo ya que no podemos dejar sola a la y de un lado del signo igual. Si intentamos 
resolver la ecuacion para y, tenemos 

y 2 - 1 - jc 2 
y = ± Vl - x 2 


La grafica de la figura 6(c) tiene una apa- 
riencia ligeramente aplanada. La mayor 
parte de las calculadoras permiten ajustar 
las escalas de los ejes de forma que los 
cfrculos realmente lo parezcan. Por ejem- 
plo en la TI-82, del menu Zoom elija 
“ZSquare” para ajustar correctamente las 
escalas. (fin la TI-85 el comando es 
“Zsq.”) 


Por lo tanto podemos considerar al cfrculo como descrito por la grafica de dos ecua- 
ciones: 


y = Vl -x 2 y y = - Vl -x 2 

La primera representa la mitad superior del cfrculo (puesto que y 0), y la segunda 
corresponde a la mitad inferior del mismo ya que y =£ 0). Si graficamos la primera 
en el rectangulo de [-2,2] por [-2,2], obtenemos el semicfrculo que se muestra en 
la figura 6(a). Asimismo, la grafica de la segunda es el semicfrculo de la figura 
6(b). Al graficar estos en la misma pantalla obtenemos el cfrculo completo de la fi¬ 
gura 6(c). 


2 



-2 


(a) 

FIGURA 6 

Graficacion de la ecuacion x 2 + y 2 = 1 



H 


Hemos visto uno de los errores en el uso de calculadoras graficas y computadoras: 
en los ejemplos 1 y 2 se mostro que la election de un rectangulo de visualization 
inapropiado puede dar una representation enganosa de la grafica. Tambien vimos 
como corregir la situation — incluimos las partes importantes de la grafica cambian- 
do a un rectangulo de visualization mas amplio. En el siguiente ejemplo se ilustra otra 
dificultad. 

SU EJEMPLO 5 H Como evitar lineas extranas en la grafica 

1 


Obtenga la grafica de la ecuacion y = 


1 — x 
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SOLUCION En la figura 7(a) se muestra la grafica producida por una calculadora 
con un rectangulo de [-9,9) por [-9,9]. A1 unir los puntos sobre la grafica, la calcu¬ 
ladora genera una Ixnea vertical desde la parte superior a la inferior de la pantalla. 
Otra forma de evitar lmeas extranas es Dicho segmento no debe formar parte de la grafica, ya que el lado derecho de y = 

cambiar de modo de graficacion, con el 1/(1 “ x ) no esta definido para x = 1. Algunas veces podemos eliminar lmeas extranas 

fin de que solo se presenten los puntos mediante un cambio de escala. Aqut, por ejemplo cuando cambiamos a un rectangulo 
graficados. [-5,5] por [-5,5], obtenemos la grafica de la figura 7(b). 



FIGURA 7 
1 

Graficas dey =-— 

1 -x 



RESOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES Y DESIGUALDADES 

En las secciones 1.5 y 1.7 resolvimos en forma algebraica ecuaciones y desigualdades. 
La habilidad de trazar rapido y precisamente la grafica de ecuaciones nos proporciona 
otra metodo de determinar soluciones aproximadas de estas. Por ejemplo, considere- 
mos la ecuacion 

x 2 - 3x - 10 = 0 

Para resolverla primero graficamos 

y = x 2 - 3x - 10 

como se muestra en la figura 8(a). Nos interesan aquellos valores de x para los cuales 
y = 0; estos son las intersecciones en x de la grafica. Moviendo el cursor cerca de estas, 
vemos que parecen estar en x = -2 y x = 5. Para confirmar lo anterior utilice la opcion 


-5 


FIGURA 8 
Graficas de y = x 2 - 3x - 10 
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de ampliacion de la calculadora. En esta caso particular, podemos verificar que estos 
valores son las rafces al substituirlas directamente en la ecuacion. 

Para resolver la desigualdad 

x 2 - 3x - 10 > 0 


obtenemos la grafica de y - x 2 - 3x - 10 y buscamos las coordenadas en x de los pun- 
tos con coordenadas en y mayores que 0; en estas la grafica se encuentra por encima del 
eje x. Por lo tanto, de la figura 8(b) vemos que la solucion de la desigualdad es (-oo ; -2) 
U (5, oo). De forma analoga, la solucion de 


x 2 - 3x - 10 < 0 


En el ejemplo 6 podemos utilizar la 
formula cuadratica para obtener 



4 


Puede comprobar que con una aproxima- 
cion a dos lugares decimales, estas son las 
soluciones que obtuvimos con el metodo 
grafico. 


son las coordenadas en x de aquellos puntos cuya coordenada en y es menor que 0, esto 
es, los puntos en los que la grafica se encuentra por debajo del eje x. Por lo tanto, la 
solucion es el intervalo (-2,5). 

EJEMPLO 6 ■ Resolution grafica de una ecuacion 

Resuelva la ecuacion lx 2 + 3x - 7 = 0. 

SOLUCION Graficamos 

y = 2x? + 3x - 7 



en el rectangulo de (-5, 5] por [-15,15] (vease la figura 9), y las soluciones son las 
intersecciones en x. Moviendo el cursor hacia estas, encontramos que x ~ -2.8 y 
* ~ 1.3. Utilizando la opcion de ampliacion, obtenemos las aproximaciones 

x = -2.77 y x = 1.27 * 

EJEMPLO 7 ■ Resolucion grafica de una desigualdad 
Resuelva x 3 - Sx 2 5= -8. 

SOLUCION Reescribimos la desigualdad como 

x 3 - 5X 2 + 8 3= 0 

y despues graficamos la ecuacion 

y = x 3 - 5X 2 + 8 

en el rectangulo de [-6,6] por [-15,15], como se muestra en la figura 10. La solu¬ 
cion consiste en los intervalos en los que la grafica se encuentra por encima del eje x. 
Moviendo el cursor a las intersecciones en x obtenemos que la solucion es [—1.1, 

1.5] U [4,6,co). a 
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FIGURA 11 

y I = 3.7x 2 + 1.3x- 1.9 
y 2 = 2.0- l Ax 


EJEMPLO 8 ■ Resolucion grafica de una desigualdad 

Resuelva la desigualdad 3.7X 2 + 1 3x - 1.9 =£ 2.0 - l Ax. 

SOLUCION Graficamos las ecuaciones 

y, = 3.7x 2 + l.3x — 1.9 
y 2 = 2.0 - 1 Ax 

en el rectangulo de visualizacion de la figura 11. Estamos interesados en aquellos va- 
lores de x para los cuales y, =£ y 2 ', estos son los puntos para los cuales la grafica de y 2 
se encuentra por arriba de la de y,. Para determinar el intervalo apropiado buscamos 
las coordenadas en x de los puntos donde se intersecan ambas, y concluimos que la 
solucion es aproximadamente [-1.45,0.72], ■ 



1-6 ■ Use una calculadora graficadora o una computadora para 
decidir cual de los rectangulos de visualizacion (a)-(d) proporcio- 
na la grafica mas apropiada de la ecuacion. 

1. y — x 4 + 2 

(a) [-2,2] por [-2,2] (b) [0,4] por [0,4] 

(c) [-8, 8] por [-4,40] (d) [-40,40] por [-80, 800] 

2. y = x 2 + lx + 6 

(a) [-5,5] por [-5,5] (b) [0, 10] por [-20,100] 

(c) [-15,8] por [-20, 100] (d) [-10, 3] por [-100,20] 




3. y = 100 —x 2 

(a) [-4,4] por [-4,4] (b) [-10,10] por [-10, 10] 

(c) [-15,15] por [-30,110] (d) [-4,4] por [-30,110] 


19. y = 1 +1 x— 11 20. y = 2x — I x 2 — 5 I 

21. Grafique el cficulo x 2 + y 2 = 9 resolviendo para y y graficando 
dos ecuaciones como en el ejemplo 4. 


4. y = 2x 2 - 1000 

(a) [-10,10] por [-10,10] 

(b) [-10,10] por [-100, 100] 

(c) [-10,10] por [-1000,1000] 

(d) [-25,25] por [-1200,200] 

5. y = 10 + 25X-X 3 

(a) [-4,4] por [-4,4] 

(b) [-10,10] por [-10,10] 

(c) [-20,20] por [-100,100] 

(d) [-100,100] por [-200,200] 

6. y = "S/Sx — x 2 

(a) [-4,4] por [A, 4] (b) [-5,5] por [0,100] 

(c) [-10,10] por [-10,40] (d) [-2, 10] por [-2,6] 

7-20 ■ Determine el rectangulo de visualizacion apropiado para 
la ecuacion y utilfcelo para dibujar la grafica. 


22. Grafique el cfrculo (y - l) 2 +x 2 = 1 resolviendo para y y 
graficando dos ecuaciones como en el ejemplo 4. 

23. Grafique la ecuacion 4X 2 + 2y 2 = 1 resolviendo para y y 
graficando las ecuaciones correspondientes a las raices 
cuadradas negativa y positiva. (La grafica se conoce como 
elipse .) 

24. Grafique la ecuacion y 2 - 9X 2 = 1 resolviendo para y y gra¬ 
ficando las ecuaciones correspondientes a las rafces 
cuadradas negativa y positiva. (La grafica se conoce como 
hiperbola.) 

25-32 ■ Obtenga las soluciones de la ecuacion en el intervalo 

dado mediante una grafica en el rectangulo de vision apropiado. 

Exprese el resultado con dos cifiras decimales correctas. 

25. x 2 -7x+12 = 0; [0,6] 


7. y = lOOx 2 


8 . y = —lOOx 2 


26. x 2 - 0.75x + 0.125 = 0; [-2,2] 
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27. x 3 -6x z + 11x-6 = 0; [-1,4] 

28. 16* 3 + 16.x 2 = jx + 1; [-2, 2] 

29. x — Vx + 1=0; [-1,5] 

30. 1 + Vx = Vl + x 2 ; [-1,5] 

31. jc 13 - a: = 0; [-3,3] 

32. x 1/2 + x m — a: = 0; [-1,5] 

33-40 ■ Determine las soluciones de la desigualdad mediante las 
graficas apropiadas. Exprese la respuesta con dos cifras decimales 
correctas. 

33. x 2 - 3x - 10 =S 0 34. 0.5X 2 + 0.875x =s 0.25 


35. x 3 + 11 jc « 6X 2 + 6 36. 16X 3 + 24X 2 > -9x - 1 

37. x m < x 38. Vo.5x 2 + 1 2 1 x I 

39. (x+l) 2 <(x-l) 2 40. (x+iy’ssx 3 

| | DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

41. Notacion de una ecuacion en calculadoras graficadoras 
Cuando digitaliza las siguientes ecuaciones en su calculadora, 
^en que difiere lo que ve en la pantalla de la forma usual de 
escribirlas? (Revise el manual, si no esta seguro). 

xl (b) y =^Tx 

x 

x- 1 


(a) y = I 
(c) y = 



RECTAS 


En esta seccion obtendremos ecuaciones de rectas que se encuentran en el piano de 
coordenadas, y para ello primero es necesario alguna forma de medir la “inclinacion” 
de una recta. A partir de la figura 1 podemos ver que la inclinacion esta determinada 
por la rapidez con que la recta sube (o baja) conforme nos movemos de izquierda a 
derecha. Por lo tanto, definimos la pendiente de una recta como la razon entre el cam- 
bio en la coordenada y (esto es, la distancia que sube o baja la recta) y el cambio en la 
coordenada x (esto es, la distancia recorrida hacia la derecha). El cambio en la coorde¬ 
nada y entre dos puntos se conoce como elevacion, y el de en la coordenada x como 
recorrido. Asf, para determinar la pendiente de una recta elegimos dos puntos en ella 
y calculamos 


elevacion 

pendiente =-. 

recorrido 


De forma precisa tenemos la siguiente definicion. 


FIGURA 1 
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PENDIENTE DE UNA RECTA 


La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos A(x 1 j> 1 ) y 
B(x 2 ,y 2 ) es 


* 2 -*! 

La pendiente de una recta vertical no esta definida. 


La pendiente es independiente de los puntos seleccionados en la recta, y podemos ve- 
rificar esto a partir de los triangulos semejantes de la figura 2: 

yi~yi = y\ zli 

X 2 ~ X ' 2 ~ X\ 


FIGURA 2 



La figura 3 muestra varias rectas con su respectiva pendiente. Note que las rectas con 
pendiente positiva se inclinan hacia arriba, mientras que las que tienen pendiente nega- 
tiva se inclinan hacia abajo. Las rectas con una inclinacion mas pronunciada son aque- 
llas para las cuales el valor absoluto de la pendiente es mayor; una recta horizontal tiene 
pendiente igual a cero. 



FIGURA 3 
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EJEMPLO 1 ■ Determination de la pendiente a partir de dos puntos de la recta 
Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(2,\) y <2(8,5). 


SOLUCION Puesto que cualesquiera dos puntos diferentes determinan una recta, 
existe solo una que pasa por estos. A partir de la definicion, la pendiente es 


m = 


y 2 -y i 

x 2 -x 1 


5-1 = 4 = 2 
8-2~ 6 3 


Esto quiere decir que por cada 3 unidades que nos movamos hacia la derecha, la recta 
se eleva 2; esta se muestra en la figura 4. H 



Ahora obtendremos una ecuacion de la recta que pasa por un punto dado P(x 1 ,y l ) y 
tiene una pendiente m. Un punto P(x,y ) con x ^ x l pertenece a esta recta si y solo si la 
pendiente de la misma entre P, y P es igual a m (vease la figura 5), es decir, 


X-Xy 

Esta ecuacion se puede reescribir en la forma y — y t = mix — x,), y observamos que esta 
tambien se satisface cuando jc = jc, y y = y 1 . En consecuencia, se trata de una ecuacion 
de la recta dada. 


FORMA PUNTO-PENDIENTE DE LA ECUACION DE UNA RECTA 


. Una.ecuacion-de la recta_que pasa pot-el punto (pc ijy)y-. tiene pendiente nue s 

±m(x-xy) P 



FIGURA 6 


EJEMPLO 2 ■ Determination de la ecuacion de una recta con un punto 
y una pendiente dados 

(a) Obtener una ecuacion de la recta que pasa por (1,-3) y tiene pendiente de — \ . 

(b) Graficar la recta. 


SOLUCION 

(a) Utilizando la forma punto-pendiente con m= — \,x l = l,yy l = —3, obtenemos 
la ecuacion de la recta de la siguiente manera 


y + 3 = — \ (x — 1) De la ecuacion punto-pendiente 

2y + 6 — —X + 1 Multiplique por 2 

X + 2y + 5 = 0 Reordene 

(b) El hecho de que la pendiente tiene valor de — \ nos dice que cuando nos move- 
mos 2 unidades hacia la derecha, la recta desciende 1 unidad. Esto nos permite 
trazar la recta de la figura 6. 1 



SECCI6N 1.10 RECTAS 


119 



FIGURA 7 


EJEMPLO 3 ■ Determinacion de la ecuacion de una recta entre 2 puntos dados 
Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-1,2) y (3, -4). 

SOLUCION La pendiente es 

_ -4-2 _ _ 6 _ _3 
m_ 3 —( —1)~ 4 ~ 2 

Utilizando la forma punto-pendiente con jc, = -1 y y, = 2, obtenemos 

y-2 =—3 (jt+ 1) De la ecuacion punto-pendiente 
2y — 4 — —3x — 3 Multiplicar por 2 

3x + 2 y — 1—0 Reordene H 

Considere una recta no vertical con pendiente m y que interseca el eje y en b. A1 
numero b se le conoce como la ordenada al origen de la recta (N. del R.T.) (vease la 
figura 7). Esto significa que la interseccion ocurre en (0, b), por lo que la forma 
punto-pendiente de la ecuacion de la recta, con x = 0 y y = b, se convierte en 

y—b — m(x — 0) 

Esto se simplifica a y = mx + b, que se conoce como la forma pendiente-interseccion 
de la ecuacion de una recta. 



EJEMPLO 4 B Determinacion de la pendiente de una recta 
a partir de su ecuacion 

Determine la pendiente y la interseccion en y de cada recta 
(a) y = 3* - 2 (b)3y-2x=l 

SOLUCION 

(a) La ecuacion y - 3x —2 tiene la forma y = mx + b, donde m = 3 y b — -2. Asi, de 
la forma pendiente-interseccion de la ecuacion vemos que la pendiente es 3 y la 
interseccion en y es -2. 

(b) Primero escribimos la ecuacion en la forma y = mx + b: 

3y — 2x= 1 

3y = 2x + 1 Sume Zr 

y = I X + 3 Divida por 3 


De la forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta, vemos que la 
pendiente es m = | y que la interseccion en y es b = \. 
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FIGURA 9 


Si una recta es horizontal su pendiente es m = 0 y su ecuacion es y = b, donde b es 
la intersection en y (vease la figura 8). Una recta vertical no tiene pendiente definida, 
pero podemos escribir su ecuacion en la forma x - a siendo a su interseccion en x, ya 
que la coordenada x de todos los puntos de esta recta es a. 


RECTAS VERTICALES Y HORIZONTALES 


Una ecuacion de la recta vertical que pasa por (a,b) es j c- a 
Una ecuacion de la recta horizontal que pasa por ( a,b ) es y-b 


EJEMPLO 5 ■ Rectas verticales y horizontales 

(a) La grafica de la ecuacion x = 3 es una recta vertical con interseccion en x igual a 3. 

(b) La grafica de la ecuacion y = -2 es una recta horizontal con interseccion en y 
igual a -2. 

Ambas rectas estan graficadas en la figura 9 s 

Una ecuacion lineal es una ecuacion de la forma 

Ax + by + C = 0 

donde A, By C son constantes, y A y B no son simultaneamente igual a 0. La ecuacion 
de una recta es lineal: 

■ Una recta no vertical tiene la ecuacion y — mx + b, o -mx + y — b — 0, la cual es 
lineal con A = — m, B = 1 y C = —b. 

■ Una recta vertical tiene la ecuacion x = a, o bien x - a = 0, misma que es lineal 
con A=l,B = 0yC = -a. 

Inversamente, la grafica de una ecuacion lineal es una recta: 

■ Si B ^ 0, la ecuacion se reescribe como 



y esta es la forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta (con m — 
- AJB y b = - C/B). 

■ Si B = 0 la ecuacion es Ax + C = 0, es decir x = — C/A, que representa una recta 
vertical. 

Hemos probado lo siguiente. 


ECUACION GENERAL DE UNA RECTA 


La grafica de toda ecuacion lineal 

Ax + By + C - 0 (A, B ambas no son cero) 

es una recta. De manera inversa, toda recta es la grafica de una ecuacion lineal. 
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EJEMPLO 6 s Grafica de una ecuacion linea! 

Trace la grafica de la ecuacion 3x —5y =15. 

SOLUCION Puesto que 3x - 5 y= 15 es lineal, su grafica es una recta. Para trazar 
esta, basta determinar dos puntos que se encuentren en ella. Los mas sencillos son las 
intersecciones. 

Interseccion en x: sustituya y = 0 para obtener 3x- 15, por lo que x = 5. 
Interseccion en y: sustituya x = 0 para obtener —5 y =15, por lo que y = -3. 

Con estos puntos podemos obtener la grafica que se muestra en la figura 10. 



y ■ 

3x-5y=Y3//' 


' 0 

T 1 1 1 J 1 

(5,0) 

X 


(0,-3)' 



FIGURA 10 





Otro metodo es escribir la ecuacion en la forma pendiente-interseccion: 

3x - 5y = 15 
5y = 3x- 15 
y= fx-3 

Esta ecuacion tiene la forma y-nvc + b, por lo que la pendiente es m = § y la inter- 
seccion en y es b = —3. Esta informacion puede ser utilizada para trazar la recta. 8 



RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES 


Dado que la pendiente mide la inclination de una recta, parece razonable que las rec- 
tas paralelas tengan la misma pendiente. De hecho podemos probar esto. 



Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. 


a Demostracion Supongamos que las rectas l { y l 2 de la figura 11 tienen pen- 
dientes m l y m 2 . Si son paralelas, entonces los triangulos rectangulos ABC y DEF 
son semejantes, por lo que 

d(B, C) d(E, F) 
mi ~ d(A, C ) “ d(D, E ) mz 


FIGURA 11 
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Inversamente, si las pendientes son iguales entonces los triangulos seran semejantes, 
por lo que ABAC = LEDF y las rectas son paralelas. ( 

EJEMPLO 7 H Determinacion de ia ecuacion de una recta paralela 
a una recta dada 

Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por el punto (5,2) y que es paralela a 
4x + 6y + 5 = 0. 

SOLUCION Primero escribimos la ecuacion de la recta dada en la forma pen- 
diente-interseccion 

4x + 6y + 5 = 0 

6 y = -4x - 5 Reste 4,v + 5 
y — — \ X — g Divida por 6 

La recta tiene pendiente m = — §, y puesto que la recta pedida es paralela a esta 
tambien tiene la misma pendiente. De la forma punto-pendiente, de la ecuacion de 
una recta, obtenemos 

Pendiente m = -1, punto (5, 2) 

Multiplique por 3 
Reordene 

Por lo tanto, la ecuacion de la recta es 2x + 3y - 16 = 0. a 

La condicion para las rectas perpendiculares no es tan obvia como para las paralelas. 


y-2= -2(*-5) 
3y - 6 = -2 jc + 10 
2x + 3y- 16 = 0 



RECTAS PERPENDICULARES 


Dos rectas con pendientes m, y m 2 son perpendiculares si y solo si m l m 2 = —1, 
esto es, sus pendientes son recfprocoas negativas: 


1 


m, = — 


m, 


Fambien, una recta horizontal (pendiente 0) es perpendicular a una vertical 
(pendiente no definida). 


■ Demostracion En la figura 12 se muestran dos rectas que se intersectan en el 
origen. (Si las rectas se intersectaran en cualquier otro punto, tomarfamos en conside- 
racion paralelas a ellas que se intersectaran en el origen; ambos pares de rectas tienen 
las mismas pendientes.) 

Si las rectas Z, y Z 2 tienen pendientes m x y m 2 , sus ecuaciones son y = m x x y y - myx. 
Note que A( 1, m,) pertenece a Z, y que B( 1, m 2 ) pertenece a Z 2 . Utilizando el teorema 
de Pitagoras y su inverso, OA A OB, si y solo si. 


FIGURA 12 


[d{0. A)] 2 + [d(0, B)f = [d{A, B)f 
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De la formula de la distancia esto se escribe como 

(l 2 + m ]) + (l 2 + ml) - (1 - l) 2 + (m 2 - /n,) 2 
2 + m 2 + m\ = m\- lm x m 2 + m 2 
2 = —2 m { m 2 
m x m 2 = —1 


EJEMPLO 8 ■ Rectas perpendiculares 

Demuestre que los puntos P( 3, 3), Q( 8,17) y /?(11,5), son los vertices de un triangu- 
lo rectangulo. 

SOLUCION Las pendientes de las rectas a las que pertenecen PR y QR son respecti- 
vamente 


m x 


5-3 _ 1 
11-3 _ 4 


-17 

11-8 


Puesto que m l m 2 - —1, estas son perpendiculares y por lo tanto PQR es un triangulo 
rectangulo. Se muestra en la figura 13. 


FIGURA 13 



EJEMPLO 9 ■ Obtenga la ecuacion de una recta perpendicular a una dada 

Determine la ecuacion de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a 
Ax + 6y + 5 = 0. 

SOLUCI6N En el ejemplo 7 obtuvimos que la pendiente de Ax + 6y + 5 - 0 es — |, 
y la pendiente de una recta perpendicular a esta es su recfproco negativo, esto es 
\ . Puesto que la recta pedida pasa por (0,0), la forma punto-pendiente nos da 

y-o= l(*-0) 
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_j APLICACIONES DE LAS ECUACIONES LINEALES 

Las ecuaciones mas simples que establecen una relacion entre dos variables son las li- 
neales. Ahora veremos como se utilizan estas para modelar problemas que involucran 
dos cantidades. 

EJEMPLO 10 ■ Relacion lineal entre las escalas Fahrenheit y Celsius 

La relacion entre las escalas Fahrenheit ( F) y Celsius (C) esta dada por 
F = | C + 32. 

(a) Trace la grafica de esta ecuacion con los valores de C en el eje horizontal y los 
de F en el vertical. 

(b) ^Cual es la pendiente de esta grafica y que representa? ^Cual es la interseccion 
en F y que representa?. 

SOLUCION 

(a) Esta es una ecuacion lineal, por lo que su grafica es una recta. En lugar de x y y 
(le llamamos CyFa las coordenadas, lo cual no modifica la forma de la grafi¬ 
ca). Puesto que dos puntos definen una recta, primero determinamos dos que 
satisfagan la ecuacion y luego los graficamos trazando una recta que los una. 
Cuando C = 0, entonces F - | (0) + 32 = 32, y cuando C — 5 tenemos F = § 

(5) + 32 = 41. Por lo tanto, los puntos (0,32) y (5,41) pertenecen a la recta. Estos 
puntos y la recta se muestran en la figura 14. 

(b) Puesto que la ecuacion esta dada en la forma pendiente-interseccion, vemos 

que la pendiente es § y que la interseccion en F es 32. La pendiente representa 
el cambio en °F por cada °C; entonces, un incremento de 9°F corresponde a un 
aumento de 5°C. La interseccion en F es el punto sobre la grafica cuya coor- 
denada en C es 0. Asf, 32°F es lo mismo que 0°C (punto de congelation del 
agua). s 

EJEMPLO 11 8 Relacion lineal entre temperatura y altitud 

(a) Conforme el aire seco se eleva, se expande y enfrfa. Si la temperatura a nivel 
del suelo es de 20°C y a una altitud de 1 km es de 10°C, exprese la temperatura 
T (en °C) en funcion de la altitud h (en kilometres). (Suponga que la expresion 
es lineal.) 

(b) Trace la grafica de la ecuacion lineal. iQue representa su pendiente?' 

(c) ^Cual es la temperatura a una altitud de 2.5 km? 

SOLUCION 

(a) Puesto que estamos suponiendo una relacion lineal entre h y T, la ecuacion debe 
ser de la forma 



T = mh + b 


donde my b son constantes. Cuando h- 0, se tiene que T = 20, por lo que 

20 = m(0) + b 


b = 20 
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Entonces tenemos 


T - mh + 20 

para h - 1 corresponde T = 10, y por lo tanto 

10 = m( 1) + 20 



m = 10 - 20 = -10 


La expresion requerida es 


T=-l0h + 20 

(b) La grafica se muestra en la figura 15. La pendiente es m = -10 °C/km, y esta 
representa la razon de cambio de la temperatura con respecto a la distancia por 
encima del nivel del suelo. 

(c) A una altitud de h = 2.5 km, la temperatura es 

T = -10(2.5) + 20 = -25 + 20 = -5 °C * 


Los economistas modelan la oferta y la demanda de un artfculo utilizando ecuacio- 
nes lineales. Por ejemplo, podrfamos tener: 

En las ecuaciones de oferta y demanda, la 

mayorfa de los economistas expresan el Ecuacion de oferta y = 8p — 10 

precio p en terminos de y que es la canti- 

dad producida o vendida. Por claridad, Ecuacion de demanda y — -3 p + 15 

hemos elegido expresar y en terminos de p. 

donde p es el precio del artfculo. En la ecuacion de oferta, y (la cantidad producida) 
aumenta conforme se incrementa el precio ya que si este es elevado mas personas pro- 
duciran el artfculo. La ecuacion de demanda indica que y (la cantidad vendida) se 
reduce al elevarse el precio. El punto de equilibrio es el punto de intersection de las 
graficas de las ecuaciones de oferta y demanda; en este la cantidad producida es igual 
a la vendida. 


j^ EJEMPLO 12 ■ Oferta y demanda para el trigo 

Un economista modela el mercado del trigo mediante las ecuaciones siguientes 


Ecuacion de oferta y = 8.33p - 14.58 
Ecuacion de demanda y — -1.39 p + 23.35 

Aquf p es el precio por bushel (en dolares) y y la cantidad de bushels producidos y 
vendidos (en millones). 

(a) i,En que punto el precio es tan bajo que no se produce trigo? 

(b) ^En que punto el precio es tan elevado que no se vende trigo? 

(c) Trace la grafica de las rectas de oferta y demanda en el mismo rectangulo de 
visualizacion y determine el punto de equilibrio. Estime el precio de equilibrio y 
las cantidades producidas y vendidas en este punto. 


126 


CAPlTULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


40 



FIGURA 16 


SOLUCION 

(a) Si no se produce trigo, entonces y - 0 en la ecuacion de la oferta. 

0 — 8.33p — 14.58 Haga v = 0 en la ecuacion de oferta. 
p — 1.75 Resuelva para p 

Por lo tanto, al bajo precio de $1.75 por bushel la produccion de trigo se detiene 
totalmente. 

(b) Si no se vende trigo, entonces y - 0 en la ecuacion de la demanda 

0 = —1.39/J + 23.35 Haga y = 0 en la ecuacion de demanda 

p = 16.80 Resuelva para p 

Por lo tanto, al elevado precio de $16.80 por bushel no se vende trigo. 

(c) En la figura 16 se muestran las graficas tanto de la oferta como de la demanda 

en el mismo rectangulo de visualization. Al mover el cursor al punto de inter- 
seccion, encontramos que este es, aproximadamente, (3.9,17.9). Por lo tanto el 
punto de equilibrio ocurre en $3.90 por bushel, y se producen y venden 17.9 
millones de bushels. ■ 


EJERCICIOS 


1-6 ■ Determine la pendiente de la recta que pasa por P y Q. 

1. P(2,4), 2(4,12) 2. P(-2,5), <2(4, -3) 

3. P(—1,3), 0(1,-6) 4. P(-l,-4), 2(6,0) 

5- P(2, 2), 2(0,0) 6. P(-2,3), 2(5,5) 

7. Determine la pendiente de las rectas l 2 , l 3 y l 4 que se mues- 

tra en la figura 




8. (a) Grafique las rectas que pasan por (0,0) y tienen pendiente 
1,0, 2 >2y—1. 

(b) Grafique las rectas que contienen a (0,0) y tienen pen- 
dientes 5 , \ , — | y 3. 


9-12 ■ Obtenga la ecuacion de la recta graficada. 

9. 




j 
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13-32 ■ Obtenga la ecuacion de la recta que satisface las condi- 
ciones dadas. 

13. Pasa por (2,3); pendiente 1 

14. Pasa por (-2,4); pendiente -1 
14. Pasa por (1,7); pendiente | 

16. Pasa por (-3, -5); pendiente - \ 

17. Pasa por (2,1) y (1,6) 

18. Pasa por (-1, -2) y (4, 3) 

19. Pendiente 3; interseccion en y -2 

20. Pendiente \ ; interseccion en y 4 

21. Interseccion en x 1; interseccion en y -3 

22. Interseccion en x -8; interseccion en y 6 

23. Pasa por (4,5); paralela al eje x 

24. Pasa por (4, 5); paralela al eje y 

25. Pasa por (1,-6); paralela a la recta x + 2y = 6 

26. Interseccion en y 6; paralela a la recta 2x + 3y + 4 = 0 

27. Pasa por (-1,2); paralela a la recta x = 5 

28. Pasa por (2,6); perpendicular a la recta y = 1 


29. Pasa por (-1, -2); perpendicular a la recta 2x + 5y + 8 = 0 

30. Por (^, — |) ; perpendicular a la recta 4x - 8y = 1 

31. Por (1,7); paralela a la recta que pasa por (2, 5) y (-2,1) 

32. Por (-2, -11); perpendicular a la recta que pasa por (1,1) y 

(5,-1) 

33. (a) Grafique la recta con pendiente \ que pasa por (-2, 1) 

(b) Obtenga la ecuacion de esta recta 

34. (a) Grafique la recta con pendiente -2 que pasa por el punto 

(4,-1) 

(b) Determine la ecuacion de esta recta 

jSS 35-36 ■ En una calculadora grafique la familia de rectas dadas en 
una pantalla normal. ^Que tienen en comun? 

35. y = 2 + m(jt - 3) para m = 0, ±0.5, ±1, ±2, ±10 

36. y=\3x + b para b = 0, ±1, ±2.8 

37-48 ■ Determine la pendiente y la interseccion en y de la recta, 
y obtenga su grafica 


37. 

* 

+ 

II 

38. 

<N 

II 

1 

H 

cn 

39. 

x + 3y = 0 

40. 

2at - 5y = 0 

41. 

kx-y + 1 = ° 

42. 

-3x - 5y + 30 = 0 

43. 

ll 

44. 

£ 

+ 

00 

II 

o 

45. 

3* —4y = 12 

46. 

x = -5 

47. 

3x + 4y - 1 =0 

48. 

4 x + 5y= 10 


49. Demuestre que A(l, 1), 5(7, 4), C(5, 10) y D(-l, 7) sonlos 
vertices de un paralelogramo. 

50. Demuestre que A(-3, -1), 5(3,3) y C(-9,8) son los vertices 
de un triangulo rectangulo. 

51. Demuestre que A(l, 1), 5(11, 3), C(10, 8) y D( 0,6) son los 
vertices de un rectangulo. 

52. Utilice el concepto de pendiente para determinar si los puntos 
dados son colineales (pertenecen a una misma recta). 

(a) (1,1), (3,9), (6,21) 

(b) (-1,3), (1,7), (4,15) 

53. Determine la ecuacion de la recta perpendicular que biseca el 
segmento que une a los puntos A(1, 4) y 5(7, -2). 
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54. Obtenga el area del triangulo formado por los ejes coordena- 
dos y la recta 2y + 3x - 6 = 0. 

55. (a) Demuestre que, si las intersecciones cn x y en y de una 

recta son ay b (diferentes de cero), entonces su ecuacion 
se puede escribir en la forma 



a b 


Esta se conoce como la forma dos-intersecciones de la 
ecuacion de una recta. 

(b) Utilice el inciso (a) para obtener una ecuacion de la recta 
cuya interseccion en x es 6 y en y es -8. 

56. (a) Obtenga una ecuacion de la recta tangente al circulo 
x 1 + y 2 - 25 en el punto (3,-4). (Vease la figura.) 



(b) <;En que otro punto sobre el circulo se encuentra una recta 
tangente paralela a la del inciso (a)? 

57. Al oeste de Albuquerque, Nuevo Mexico, la ruta 40 hacia el 
este es una recta y desciende en forma pronunciada hacia la 
ciudad. La carretera tiene una pendiente del 6%, lo que signi- 
fica que su pendiente es — ^ . Al conducir por esta carretera 
se observa a partir de las senales de elevation que se ha des- 
cendido una distancia de 1,000 pies. ^Cual es el cambio en su 
distancia horizontal? 



58. Una pequena empresa adquiere una computadora por $4,000. 
Despues de 4 anos se espera que el valor de la misma sea de 
$200. Para fines de contabilizacibn, el negocio utiliza la de¬ 
preciation lineal para obtener el valor de la computadora en 


un tiempo dado. Esto quiere decir que si V es el valor de la 
misma en el tiempo t , entonces se utiliza una ecuacion lineal 
para relacionar a V con t. 

(a) Obtenga la ecuacion lineal que relaciona a V con t. 

(b) Determine el valor depreciado de la computadora despues 
de 3 anos de la fecha de adquisicion. 

59. Un fabricante de pequenos aparatos domesticos encuentra 
que si produce x homos con tostador en un mes, su costo de 
production esta dado por la ecuacion y = 6x + 3,000 (y en 
dolares). 

(a) Trace la grafica de esta ecuacion. 

(b) iQue representan la pendiente y la interseccion en y de 
esta grafica? 

60. El gerente de un bazar de fin de semana sabe por experiencia 
que si cobra x dolares por un espacio rentado en el bazar, 
entonces el numero de espacios y que puede rentar esta dado 
por la ecuacion y = 200 - 4x. 

(a) Trace la grafica de esta ecuacion. (Recuerde que el valor 
de la renta por espacio y el numero de espacios rentados, 
deben ser ambas cantidades no negativas.) 

(b) i,Que representan la pendiente, la interseccion en y y la 
interseccion en x de esta grafica? 

61. Los biologos han observado que la frecuencia del canto de los 
grillos de una cierta especie esta relacionada con la tempera- 
tura, y la relation parece lineal. Un grillo produce 120 sonidos 
por minuto a 70°F y 168 por minuto a 80°F. 

(a) Obtenga la ecuacion lineal que relaciona la temperatura t 
y el numero de sonidos por minuto n. 

(b) Si los grillos estan cantando a 150 sonidos por minuto, 
estime la temperatura. 

62. La relation entre las escalas Fahrenheit (F) y Celsius (C) esta 
dada por F = f C + 32 (vease el ejemplo 10). 

(a) Complete la tabla para comparar las dos escalas en los 
valores dados. 
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(b) Determine la temperatura a la cual las escalas coinciden. 
[Sugerencia: suponga que a es la temperatura a la cual 
coinciden. Haga F = ay C = a. Despues resuelva para a.\ 

63. A1 nivel del mar, la presion del agua es la misma que la del 
aire por encima del agua, 15 lb/pulg 2 . Por debajo de la super- 
ficie, la presion aumenta en 4.34 lb/pulg 2 por cada 10 pies de 

profundidad. 

(a) Obtenga una ecuacion para la relacion entre presion y 
profundidad por debajo de la superficie del oceano. 

(b) i A que profundidad es la presion igual a 100 lb/pulg 2 ?. 



64. Jason y Debbie salen de Detroit a las 2:00 PM y conducen a 
rapidez constante hacia el oeste por la carretera 1-90. Pasan 
por Ann Arbor a 40 millas de Detroit a las 2:50 PM. 

(a) Exprese la distancia recorrida en funcion del tiempo tran- 
scurrido. 

(b) Trace la grafica de la ecuacion del inciso (a). 

(c) ^Cual es la pendiente de esta recta? iQue representa? 

65. El costo mensual de conducir un automovil depende del 
numero de millas recorridas. Lynn observo que durante el 


mes de mayo gasto $380 por 480 millas y en junio $460 por 
800 millas. 

(a) Exprese el costo mensual C en funcion de la distancia 
recorrida d. suponiendo que una relacion lineal propor- 
ciona un modelo adecuado. 

(b) Utilice el inciso (a) para predecir el costo de conducir 
1,500 millas por mes. 

(c) Trace la grafica de la ecuacion. ^Que representa la pen¬ 
diente de la recta? 

(d) tQue representa la interseccion en y de la grafica? 

(e) ^Por que una relacion lineal es un modelo adecuado en 
esta situation? 

66. El gerente de una fabrica de muebles establece que cuesta 
$2,200 fabricar 100 sillas en un dfa y $4,800 fabricar 300 
tambien en un dia. 

(a) Suponiendo que la relacion entre costo y numero de sillas 
es lineal, obtenga una ecuacion que exprese esta relacion, 
y despues grafique la ecuacion. 

(b) ^Cual es la pendiente de la recta del inciso (a) y que re¬ 
presenta? 

(c) ^Cual es la interseccion en y, y que representa? 

gS 67-68 a Se proporcionan ecuaciones para la oferta y la demanda. 

(a) Trace la grafica de las dos ecuaciones en un rectangulo de 
visualization apropiado. 

(b) Estime el punto de equilibrio de la grafica. 

(c) Estime el precio y la cantidad de la mercancfa producida y 
vendida en el punto de equilibrio. 

67. Oferta: y = 0A5p + 4 
Demanda:. y = -0.65 p + 28 

68. Oferta: y = 8.5p + 45 

Demanda: y = -0.6 p + 300 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


69. iQue significa la pendiente? Suponga que la grafica de la 
temperatura exterior durante un cierto perfodo de tiempo es 
una recta. ^Como esta cambiando el clima si la pendiente de 
la recta es positiva? ^,Si es negativa? ^Si es igual a cero? 


70. Puntos colineales Suponga que se le dan las coordenadas de 
tres puntos en un piano, y desea ver si pertenecen a la misma 
recta. £ Como puede hacerlo utilizando pendientes? ^Utili- 
zando la formula de la distancia? ^Puede plantear algun otro 
metodo? 
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CAPlTULO 1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 



REPASO 


VERIFICACI6N DE CONCEPTOS 


1. Defina cada termino utilizando sus propias palabras. (Verifi- 
que su respuesta consultando la definicion en el texto). 

(a) Unentero 

(b) Un numero racional 

(c) Un numero irracional 

(d) Un numero real 

2. Enuncie cada una de las siguientes propiedades de los ndme- 
ros reales. 

(a) Conmutativa 

(b) Asociativa 

(c) Distributiva 

3. Explique lo que significa la union y la interseccion de conjun- 
tos. iQue notacion se utiliza para estas conceptos?. 

4. /.Que es un intervalo abierto? /,Que es un intervalo cerrado? 
iQue notacion se utiliza para estos? 

5. /,Cual es el valor absoluto de un numero? 

6. (a) En la expresion cf, /,cual es la base y cual el exponente? 

(b) <,Que significa tf si x - n es un entero positivo? 

(c) ^Que significa si x = 0? 

(d) /Que significa si x es un entero negativo: x = - n, donde n 
es un entero positivo? 

(e) /,Que significa si x = min, un numero racional? 

(f) Enuncie la ley de los exponentes. 

7. (a) <,Que significa Va = b ? 

(b) /,Por que es Va* = | a | ? 

(c) /.Cuantas rafces n-esimas reales tiene un numero real 
positivo si n es impar? /,Si n es par? 

8. Explique como funciona el procedimiento de racionalizacion 
del denominador. 

9. /.Cual es la diferencia entre una variable y una constante en 
una expresion algebraica? 

10. Enuncie las formulas de productos especiales para (a + b) 2 , 

(a - b) 2 , (a + bf y (a- bf. 

11. Enuncie cada formula de factorizacion. 

(a) Diferencia de cuadrados 

(b) Diferencia de cubos 

(c) Sumade cubos 


12. ^Cual es la diferencia entre una identidad y una ecuacion? 

13. iQue es la rafz de una ecuacion? 

14. Escriba la forma general de cada tipo de ecuacion. 

(a) Lineal 

(b) Cuadratica 

15. iCual es la propiedad de producto cero? 

16. Describa el proceso de completar los cuadrados. 

17. Enuncie la formula cuadratica. 

18. iCudl es el discriminante de una ecuacion cuadratica? 

19. Enuncie las reglas para operar con desigualdades. 

20. iComo se resuelve una desigualdad no lineal? 

21. Enuncie cada formula 

(a) De la distancia 

(b) Del punto medio 

22. Dada una ecuacion, ^cudl es su grdfica? 

23. ^Como se obtienen las intersecciones en x y en y de una 
grafica? 

24. Escriba una ecuacion del circulo con centra en (hjc) y radio r 

25. Explique el significado de cada tipo de simetrfa. /.Como ve- 
rifica cada uno? 

(a) Simetrfa respecto al eje x 

(b) Simetrfa respecto al eje y 

(c) Simetrfa respecto al origen 

26. Defina la pendiente de una recta. 

27. Escriba cada forma de la ecuacion de una recta. 

(a) La forma de punto y pendiente 

(b) La forma pendiente interseccion 

28. Dadas las rectas con pendientes m t y m 2 , como puede saber 
si son 

(a) Paralelas 

(b) Perpendiculares 



CAPfTULO 1 REPASO 


131 


EJERCICIOS _ 

.|_4 a Enuncie la propiedad de los numeros reales utilizada. 

1. x+5=5+x 

2. (a + b)(a - b) = (a - b)(a + b) 

3. A(x + y) = Ax + Ay 

4 . (A + l)(x + y) = (A + l)x + (A + l)y 

5-6 ■ Exprese el intervalo en terminos de desigualdades y 

graffque 

5. (-1,3] 6. (-oo,4] 

7-8 ■ Exprese la desigualdad en notacion de intervalos y 
grafique. 


7. x>2 

9-16 ■ 'E value la expresion 
9. | 3 — I — 9 11 
11. 216- w 
V242 

13 - V5 

15. 2 in S in 


8. 1 =£ x =£ 6 

10 . V - 125 

12. 64 m 

14. Vt V324 

16. V2 V50 


17-26 • Simplifique la expresion 


17. (2x?y) 2 (3x-Y) 


18. (a 2 r\a 3 b) 2 (by 

( /V /3 V 


21. VO Tyf? 


1 . v57 


27. Escriba el numero 78,250,000,000 en notacion cientffica. 

28. Escriba el numero 2.08 x 10 -8 en notacion decimal. 

29. Sia = 0.00000293, 6-1.582 x 10 14 yc~ 2.8064 x 10 12 , 
utilice una calculadora para obtener una aproximacion able. 

30. Si su corazon late 80 veces por minuto y usted vive hasta los 
90 afios, estime el numero de veces que latira este. Exprese su 
respuesta en notacion cientffica. 


31-44 a Factorice totalmente la expresion 
31. 12xV - 3x/ + 9x 3 y 2 32. x 2 - 9x + 18 

33. j^ + Sx-IO 34. e^ + jc-n 


34. bx 2 + x - 12 
35. At 1 - 13f- 12 36. x 4 -2x 2 +l 

37. 25 — 16/ 2 38. y 3 -2y 2 -y + 2 

39. x~ m - 2x m + Y n 40. 8x 3 + / 

41. a?y-b 2 y 42. a^ + b^-a — b 

43. x?(x - 6) 2 + x 4 (x - 6) 

44. x 2 (x - 2) + x(x - 2) 2 

45-60 ■ Realice las operaciones indicadas y simplifique. 

45. (2x + l)(3x - 2) - 5(4x - 1) 

46. (2y — 7)(2y + 7) 

47. (2 <?-bf 48. (2x+l) 3 

49. Vx(Vr + l)(2Vx - 1) 

x 3 - 2x 2 + 3x 

50. - - - - 

X 

x* — 2x — 3 
51 ' 2x z + 5x + 3 

*7(x- l) 

x 2 — 2x — 15 x 2 — x — 12 


X 

Vx +1 

x 2 — 6x + 5 

x 2 -! 

2 + Vx 

24. r 

Vx-1 

/ \ 

1 

54. x 


8 W 3 


x + 1 


2 r~V 

\ 2 Jb- 4 ) 

1 2 



-1 x 2 — 1 


1 1 2 

56. - + -r- 1 - 

x + 2 x 2 — 4 x 2 — x — 2 


1 1 

X X + 1 

1 1 

-1- 

X X + 1 
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Vx + h — Vx 

59. - (Racionalice el numerador) 


V6 

60. -^j= —— f= (Racionalice el denominador) 


61-74 ■ Obtenga todas las soluciones reales de la ecuacion. 


80. Una alberca rectangular tiene una profundidad uniforme de 8 
pies y una longitud de dos veces su ancho. Si la alberca con- 
tiene 8,464 pies cubicos de agua, ^cuales son sus dimen- 
siones? 

81-89 sb Resuelva la desigualdad. Exprese la solucion utilizando 
notation de intervalos y grafique el conjunto solucion en la recta 
numerica. 


61. 3x+ 12 = 24 


62. 5x - 7 = 42 

81. 

1 

V 

1 

82. 

12 -x 3= 7x 

63. \x~ \ ~ 2 



83. 

3 -x =£ 2x- 7 

84. 

x 2 + 4x- 12 >0 

64. 2(x + 3) - 4(x - 5) = 

.8 

1 

00 



2x + 5 






85. 

- 1 

86. 

Zx 2 3= x + 3 

x — 5 2x + 5 

5 

x + 1 2x — 1 


x + 1 



65. -——-= 

— 

66. -= - 





2 3 

6 

x — 1 2x + 1 


x — 4 






87. 


88. 

1 x - 4 1 < 0.02 

67. x 2 - 9x + 14 = 0 


68. x 2 + 24x + 144 = 0 


x — 4 




69. lx 1 + x = 1 70. 3X 2 + 5x - 2 = 0 


71. 3 x 2 + 4x- 1 =0 

72. x 2 - 3x + 9 = 0 

90. El volumen de una esfera esta dada por V = | -nr 3 , donde 
r es el radio. Encuentre el intervalo de valores del radio de 

1 1 2 

73. - + t - = 3 

x x — 1 

74. x - 4Vx = 32 

forma que el volumen ocurra entre 8 y 12 pies cubicos in¬ 
clusive. 


75. El dueno de una tienda vende pasas a $3.20 la libra y nueces a 
$2.40 la libra. Decide mezclar estas y vender 50 libras de la 
mezcla a $2.72 la libra. iQue cantidades de pasas y nueces 
debe utilizar? 

76. La distancia aproximada d (en pies) que recorre un conductor 
despues de darse cuenta que debe detenerse subitamente esta 
dada por la formula siguiente, donde x es la rapidez del 
automovil (en millas por hora): 

x 2 

d = x -1- 

20 

Si un automovil recorre 75 pies antes de detenerse, ^cual es su 
rapidez antes de la aplicacion de los ffenos? 

77. Anthony sale de Kingstown a las 2:00 PM y conduce hasta 
Queensville, a 160 millas de distancia, a 45 millas por hora. 

A las 2:15 Helen sale de Queensville conduciendo hacia 
Kingstown a 40 millas por hora. £A que hora se cruzaran 
sobre la carretera? 

78. Una mujer va en bicicleta a 8 millas por hora mas rapido que 
si corriera. Todas las mananas va en bicicleta 4 millas y come 
2 \ millas, para un total de ejercicio de una hora. iA que rapi¬ 
dez cone? 

79. Abbie pinta dos veces mas rapido que Beth y tres veces mas 
rapido que Cathie. Si necesitan 60 minutos para pintar una 
estancia trabajando las tres juntas, icuanto tardarfa Abbie si 
trabajara sola? 


91-92 ■ Se dan dos puntos P y 0. 

(a) Grafique P y Q en el piano de coordenadas 

(b) Determine la distancia de P a 0 

(c) Obtenga el punto medio del segmento PQ 

(d) Trace la recta definida por P y 0 y obtenga su ecuacidn en la 
forma pendiente-interseccion 

(e) Grafique el circulo que pasa por 0 y tiene como centra a P, 
y determine la ecuacion de este. 

91. P(2,0), 0(-5,12) 

92. P(7,-l), 0(2,-11) 

93-94 ■ Grafique la region dada por el conjunto 

93. {(x, y) 11 x I < 4 y lyl<2} 

94. {(x, y) 11 x I 3= 4 o I y I 5= 2} 

95. ^Cual de los puntos A(4,4) o B{ 5, 3) esta mas cerca de 
C(-l, -3)? 

96. Obtenga la ecuacion del circulo con centra (2, -5) y radio 

V2. 

97. Escriba la ecuacion del circulo con centra (-5, -1) y que pase 
por el origen. 

98. Obtenga la ecuacion del circulo que contiene los puntos 
P(2, 3) y 0(-l, 8) y que tiene como centra el punto medio 
del segmento PQ. 


CAPfTULO 1 REPASO 


133 


99-102 » Determine si la ecuacion representa un cfrculo, un 
punto o no tiene grafica. Si la ecuacion es la de un cfrculo, deter¬ 
mine su centre y su radio 

99. x 2 + y 2 + 2x-6y+ 9 = 0 

100. 2 x 2 + 2y 2 -2x + 8y=^ 

101. x 2 + y 2 + 72 = 12x 

102. x 2 + y 2 - 6x - lOy + 34 = 0 

103. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por los puntos 
(-1—6) y (2,-4) 

104. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por el punto 
(6, -3) y tiene pendiente — \ . 

105. Encuentre una ecuacion de la recta que intersecta al eje x en 
4 y al y en 12. 

I 

106. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por el punto 
(1 ,7) y es perpendicular a la recta x -3y +16 = 0 



111-120 ■ Explore la simetrfa de la ecuacion y trace su grafica 

111. y = 2-3x 

112. 2x — y + 1 =0 

113. x + 3y = 21 

114. x = 2y + 12 


107. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por el origen y 
es paralela a 3x + 15y = 22 



108. Encuentre una ecuacion de la recta que pasa por el punto 
(5, 2) y es paralela a la que pasa por (-1, -3) y (3, 2) 



109-110 ■ Encuentre ecuaciones para el cfrculo y la recta que se 
muestran en la figura. 

109. 



117. y= 16-x 2 

118. 8x + y 2 = 0 

119. x = Vy 

120. y = — Vl -x 2 

gS 121-124 * Utilice una graficadora para resolver la ecuacion o la 
desigualdad a dos decimales correctos. 


121. x 3 — 3x - 1 =0 

122. x 2 = Vx + 4 

123. O.lx + 1 S^x 3 

124. 4 -x 2 3 - Vx + 3 



EXAMEN 


1. (a) Grafique los intervales [-3, 2] y (4, «) en la recta numerica. 

(b) Exprese las desigualdades x < 5 y -2 x =£ 1 en notacion de intervalos. 

(c) Determine la distancia entre -22 y 31 en la recta numerica. 


2. Evalue cada expresion. 
(a) (-3) 4 


5 18 


3. Simplifique cada expresion. 
(a) V200 - V8 

x 2 + 3jc + 2 

(d) -— 

x 2 — x — 2 


(b) {2a 2 b 2 )(3ab 4 f 


4 x + 2 


/ 2x 1/4 V 
(c) WW 6 


4. Escriba cada numero en notacion cientifica. 

(a) 325,000,000,000 (b) 0.000008931 


5. Realice las operaciones indicadas y simplifique. 

(a) (x - 5)(2x + 3) (b) (\4 + Vy)(Vx - Vy ) 


(c ) (3t + 4) 2 


6. Factorice totalmente cada expresion. 

(a) 9x 2 -25 (b) 6x 2 + 7x-5 

(d) x 4 + 21x (e) 3x V2 - 9x ,Q + 6x~ m 


(c) x 3 -4x 2 -3x+ 12 


7. Racionalice el denominador 


8. Resuelva la ecuacion para w. 


V=4wh 2 + 2wh 


9. Obtenga todas las soluciones reales de cada ecuacion. 

(a) 2x + 7 = 12 + lx 

2x 2x — 1 

(b) = -" 

x + 1 x 

(c) x 2 -x - 12 = 0 

(d) 2X 2 + 4x + 3 = 0 

(e) x m - 3x sn + 2 j?' 2 = 0 

(f) x 4 + 21x = 0 


10. Bill condujo de Ajax a Bixby a una rapidez promedio de 50 millas por hora, y de regreso 
a 60 millas por hora. Todo el viaje duro 4 \ horas. Obtenga la distancia entre estas dos 
ciudades. 

11. Un predio rectangular tiene una longitud 70 pies mayor que su ancho. Cada diagonal entre 
esquinas opuestas tiene 130 pies. ^Cudles son las dimensiones del predio? 








12. Resuelva cada una de las desigualdades. Dibuje la solucion en la recta numerica y escriba 
la misma utilizando notacibn dc intervalos. 


13. Una botella de medicina debe almacenarse a una temperatura entre 5 y 10°C. iA quo inler- 
valo corresponde esta temperatura en la escala Fahrenheit? \Nota: las escalas Fahrenheit (/•') 
y Celsius (Q satisfacen la relaciun ( ',] (/• 3?.).] 


14. Supongamos que A(-7,4) y B(5 -12) son pu 
(a) Determine la longitud del segmento AB. 

rkS . „l __ a 


(d) F.ncuentre una ecu; 

(e) Encuentre una ecu; 


15. Trace la grafica de cada 

(a) x 1 + y 1 -6x+ lOy + 

(b) 2x 2 + 2y 2 + 6x + l(h 


16. Encuentre una ecuacion de la recta con la propiedad 

(a) Que pasa por (-23) y es paralcla a 2r t 6> - 17 

(b) Que tenga una interseccion en x~;-3 y unaeny 

■ • . ' ■ 

17. Trace la grdfica de cada ecuacion. 

(a) —3x + 4y = 24 (b) x = y 





Las matematicas son el alfabeto con el cual Dios ha escrito el Universo. 

GALILEO GALILEI 


En muchas ocasiones resulta util poder describir 
matematicamente hechos o fenomenos del 
mundo real, es decir, modelizar el mundo real. El 
objetivo del modelo matematico es entender 
ampliamente el fenomeno y tal vez predecir su 
comportamiento futuro. 
































Durante mucho tiempo la matematica, en la formacion profesional y tecnica de los 
individuos, ha tenido una mision bien determinada, la de desarrollar el pensamiento 
logico, el pensamiento algoritmico y el pensamiento heurfstico de los profesionales. 
Con el desarrollo cientifico y tecnologico actual de la humanidad esta mision historica se 
mantiene, pero tiene un reto adicional, el de desarrollar en el individuo lo que podrfa 11a- 
marse el pensamiento de modelacion, el cual esta caracterizado por la posibilidad de ela- 
borar modelos matematicos de los objetos estudiados por las diferentes ramas de la cien- 
cia y la tecnica. Esto significa que la matematica debe desarrollar un pensamiento que 
permita describir utilizando su lenguaje (numeros, conjuntos, relaciones, fiinciones, ecua- 
ciones, etc.) las propiedades de los objetos reales, aplicar sus diversas tecnicas —no solo 
para describirlos— sino para poder resolver los problemas relacionados con ellos, obte- 
ner conclusiones sobre su comportamiento futuro y tomar decisiones adecuadas. 

No pretendemos en este capftulo dar una teorfa general de modelacion, tan solo quere- 
mos establecer un lenguaje comun y comenzar a introducimos en el mundo de los 
modelos matematicos. 


2T| lQ UE ES UN MODELO? _ 

Con seguridad, en repetidas ocasiones, usted ha escuchado y utilizado la palabra mode- 
lo : “Que modelo mas linda”, “debes ser una persona modelo” (con seguridad algun dfa 
le dijeron sus padres), “tengo un modelo a escala del Apolo 8 que es una maravilla”, “en 
el ano 1953 James Watson y Francis Cric presentaron el primer modelo del ADN”; 
muchos de ustedes leyeron posiblemente la siguiente noticia: Cientificos norteamerica- 
nos han comprobado por vez primera como se relacionan las neuronas cuando recons- 
truyen las imagenes proporcionadas por la informacion visual. Descubrieron que las 
neuronas se solapan unas con otras para que la combination de caracteristicas percibi- 
das por cada una de ellas permita la construction de una imagen completa del objeto per- 
cibido. Este comportamiento de las neuronas ya habia sido descrito en un modelo mate- 
matico por Teuvo Kohonen en 1982. La neurologia ha tardado 23 anos en comprobar que 
los numeros de la matriz matematica se correspondfan realmente con algunas propieda¬ 
des de las sinapsis, lo que constituye un nuevo impulso a la inteligencia artificial. 

Si profundizamos sobre cada una de estas afirmaciones que involucran la palabra mode¬ 
lo, tratando de descubrir lo que tienen en comun, nos daremos cuenta de que lo que real¬ 
mente se quiere expresar es que el modelo es una representacion de alguna otra cosa, la 
cual rescata algunos de los aspectos o caracteristicas que se consideran relevantes, ya sea 
de un objeto, una situacion o una realidad. Una modelo es la persona que mejor luce una 
prenda de vestir; lo mas probable es que sus padres querfan decide que deberfa ser una per¬ 
sona que por su comportamiento fiiera digna de ser imitada, que representara los mas 
nobles valores; el modelo a escala del Apolo 8 debe ser una representacion casi exacta de 
la nave real; Watson y Cric pudieron abstraer los elementos principales de la estructura del 
ADN, y Kohonen utilizo la matematica para representar la forma como se relacionan las 
neuronas para reconstruir las imagenes. 

Tratando de dar una respuesta amplia a la pregunta ^Que es un modelo? podrfamos 
decir que un modelo es una representacion de la realidad, una expresion simplificada 
y generalizada de las caracteristicas de un objeto, una situacion, un fenomeno, o un 
sistema del mundo real. Es una abstraction de la realidad que solo incluye algunas de 
sus caracteristicas e interacciones y representa en forma apropiada las relaciones entre 
ellas, las cuales se expresan mediante palabras, numeros, simbolos, ecuaciones, dia- 
gramas, fconos, graficas o analogia en cuanto apariencia o comportamiento entre el 
modelo y la entidad modelada. Se emplea para obtener una imagen conceptual que 





CAPfTULO 2 MODELOS MATEMATICOS 


reduzca la variedad y la complejidad del mundo real a un nivel que se pueda entender 
y especificar. 

El uso amplio de la palabra modelo se debe a que cada acepcion de esta palabra 
corresponde precisamente a un tipo diferente de modelo. 

Existen muchas formas de clasificar los modelos, nosotros presentaremos solo dos; 
el entender estas clasificaciones nos permitira dar una definition y una ubicacion pre- 
cisa a los modelos matematicos, que son los de nuestro interes. 

Una primera clasificacion nos sera util para evaluar los resultados del modelo y es 
la siguiente: 


■ Modelos normativos o prescriptivos: Son aquellos que se usan como guia e 
indican como se puede actuar ya que proporcionan un criterio del mejor curso de 
action. La religion personal es un modelo normativo del comportamiento moral, el 
metodo cientffico es un modelo normativo para la resolution de problemas, los mode¬ 
los de regulation del trafico nos indican una forma segura de viajar, el metodo de induc- 
cion es un modelo normativo para demostrar propiedades sobre los numeros naturales. 


Clasificacion 
segun resultados 


Normativo f 
Descriptive_;j 


FIGURA 1 


■ Modelos descriptivos: Son aquellos que, como su nombre lo indica, ayudan a 
describir la realidad pero no incluyen ninguna connotation de bueno o malo, mejor o 
peor, adecuado o no. Se utilizan para el conocimiento de la forma en que se comporta 
un sistema determinado, para poder realizar mejoras. Los modelos descriptivos son 
herramientas de trabajo mas que gufas ideales. Los modelos de crecimiento poblacio- 
nal, los modelos economicos y los modelos de produccion en una industria son ejem- 
plos de este tipo de modelo. 

Una segunda clasificacion hace referencia a como el modelo se aproxima a la reali- 
dad y es la siguiente: 


■ Modelos concretos: Los modelos concretos son modelos ffsicos que tienen 
caracteristicas comunes o identicas con la realidad que se quiere modelar. En este 
tipo de modelos se incluyen las representaciones a escala de un objeto real o un pro- 
totipo de el: la maqueta de un edificio, los dispositivos o procesos reales que se com- 
portan de igual forma al fenomeno del cual se tomo el modelo y del que se espera 
aprender algo. 

De manera tfpica, es mucho mas facil y conveniente trabajar con un modelo fisico 
que con lo que el representa por ser generalmente de menor tamano, menos costoso en 
termmos de materiales y mas corto en duracion. Experimentos en los cuales las varia¬ 
bles estan controladas estrechamente pueden hacerse en un modelo fisico con la espe- 
ranza de que la respuesta de este sea igual a la del fenomeno en escala real. Por ejem- 
plo, un modelo a escala de un aeroplano se puede utilizar en un tunel de viento con 
objeto de investigar los efectos de las diferentes formas de las alas. Se pueden imitar 
procesos biologicos humanos mediant® el uso de animales de laboratorio o cultivos en 
un tubo de ensayo para probar los tratamientos medicos para su posible utilizacion en 
el hombre. Es tambien cierto que no siempre los modelos a escala van a ser mas peque- 
nos y mas economicos; un ejemplo son los dados por los fenomenos microscopicos, 
tales como las configuraciones moleculares que pueden requerir modelos mucho mas 
grandes que se puedan medir y manipular. Serfa un grave error esperar que la conduc- 
ta de un modelo fisico represente la del fenomeno en escala real con total precision, ni 
siquiera en el conjunto limitado de caracteristicas que se esten estudiando. Si un mode¬ 
lo a escala de un buque es colocado en un estanque para su estudio, la manera en que 
fluye el agua por ella sera significativamente diferente de la del buque en el mar; las 
dosis altas de un farmaco pueden desencadenar diversos tipos de efectos al ser aplica- 
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das en animates, ya que estos pueden ser mas sensibles a sus componentes que el ser 
humano o viceversa. 

Entre las caracteristicas mas generales de los modelos fisicos se pueden citar las 
siguientes: son tangibles, su duplicacion y la posibilidad de compartirlos es diffcil, 
son de facil comprension, tienen un alcance de utilization muy bajo y rara vez son 
normativos. 



FIGURA 2 


■ Modelos abstractos o simbolicos: Los modelos abstractos son el extremo 
opuesto de los concretos, no tienen caracteristicas ffsicas comunes con el original, estos 
pueden ser analogicos o matematicos. 

■ Modelos anal6gicos: Son aquellos que representan un conjunto de relacio- 
nes a traves de un medio diferente pero analogo al original. Se incluyen aquf los mode¬ 
los graficos o pictoricos. Como ejemplos de este tipo de modelos se tienen: los mapas 
de carreteras, el velocfmetro de un automovil, los cuadros y graficos, los diagramas de 
representacion, entre muchos otros. 

Algunas de las caracteristicas de estos modelos son, principalmente: su intan- 
gibilidad y su duplicacion. La posibilidad de compartirlos es mas facil que en los mode¬ 
los concretos, su comprension es mas diffcil que los modelos concretos, son de modi¬ 
fication y manipulation mas facil que los concretos, tienen un alcance mas amplio que 
los modelos concretos y rara vez son normativos. 


■ Modelos matematicos (o tambi/:n llamados cuantitativos): Son aquellos que 
utilizan la matematica para la representacion de las relaciones entre los datos de inte¬ 
rns. En este tipo de modelos los conceptos estan representados por variables cuantitati- 
vas, es decir, los conceptos se representan en forma numerica y todas las relaciones tie¬ 
nen una representacion matematica en lugar de ffsica o analogica. Como ejemplos se 
pueden mencionar: los modelos fisicos del movimiento, los modelos economicos, los 
modelos de gestion en las empresas, los modelos de production industrial, los modelos 
fmancieros, los modelos de programacion lineal y los modelos de redes. 

Sus principals caracteristicas: su intangibilidad, de comprension mas diffcil 
que los modelos anteriores, de duplicacion y de posibilidad de compartirlos mas facil, 
de modification y manipulacion mas facil, son los de mas amplio alcance, pueden ser 
normativos y descriptivos. 



EL PROCESO DE MODELACION 


El objetivo ultimo de cualquier proceso de modelacion es la toma de decisiones, es 
decir, buscar la mejor forma de hacer algo o de predecir lo que puede suceder bajo cier- 
ta determination y asf poder adelantarse a los hechos para poder tomar decisiones ade- 
cuadas (note que no se dice buenas o malas decisiones, solo adecuadas). 

Todo proceso de modelacion comienza en el mundo real con una situation proble- 
matica, ya sea en un pafs, en una empresa, en su casa o incluso en su proximo viaje de 
vacaciones. Usted, por ejemplo, puede estar interesado en responder a alguna de las 
siguientes preguntas: ^como evoluciona la economfa del pafs?, ia quien se le deben 
asignar los recursos para llevar a cabo una tarea?, ^donde se debe invertir un capital?, 
£Como se propaga una epidemia?, £como crece una poblacion de conejos?, £que estra- 
tegia se debe disenar para la comercializacion de un producto?, icomo se comporta el 
trafico automotriz en un sector de la ciudad?, ^corno programar un viaje de negocios?, 
£como disenar la terraza o el jardfn de una casa?, e incluso ^que ciudades conocer en 
su proximo viaje de vacaciones, con el presupuesto que tiene asignado para este fin? 
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Si usted es una persona que tiene alguna experiencia en la situacion que esta conside- 
rando, estara tentado a no alejarse de la realidad y utilizar solo su intuicion para tomar una 
decision; pero jcuidado!, los profesionales que toman decisiones basados unicamente en 
la intuicion y la experiencia no aprenden, salvo por la retroalimentacion que proporcio- 
nan los resultados obtenidos: una forma bastante costosa e implacable, que puede llevar 
a resultados incontrolables. 

El mundo simbolico recomienda un curso de action para comprender, no sustituir, 
el uso de la intuicion en la toma de decisiones. Esta rata implica abstraer los aspec- 
tos problematicos de la situacion real en un modelo que represente lo mas esencial 
de la situacion. Cuando el modelo se ha constraido, se somete a un analisis para 
generar resultados o conclusiones. A continuation, se realiza una interpretacion de 
estos resultados para relacionarlos con la situacion del mundo real, tomando en cuen- 
ta los factores que se habfan suprimido durante la fase previa de abstraction. Cuando 
a esto se le agrega la intuicion y la experiencia, el proceso de construction del mode¬ 
lo conduce a mejores decisiones y aporta conocimiento que influye en el proceso de 
aprendizaje. 

Esquematicamente el proceso de modelacion puede representarse de la manera 
siguiente: 



H. 


Si, por ejemplo, usted es un gerente administrative, debera comprender claramente 
el tipo de situaciones administrativas que se prestan para ser modeladas, las posibilida- 
des que tiene para reunir o recuperar datos y analizar el modelo con el proposito de 
obtener recomendaciones o resultados. Y lo mas importante, usted debera extraer el 
mejor valor del modelo en cuanto a su interpretacion y la implementation del mismo. 

En general, los modelos ofrecen un marco de referencia para el analisis logico y 
coherente. Le seran utiles por diversos motivos: 

• Los modelos obligan a definir explxcitamente los objetivos de la situacion proble- 
matica. 

• Los modelos obligan a identificar y registrar los tipos de decisiones que influyen 
en dichos objetivos. 

• Los modelos obligan a identificar y registrar las interacciones entre todas esas 
decisiones y sus respectivas ventajas y desventajas. 

• Los modelos obligan a pensar cuidadosamente en las variables que va a incluir y 
a definirlas en terminos que sean cuantificables. 
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• Los modelos obligan a considerar que datos son pertinentes para la cuantificacion 
de dichas variables y a determinar las interrelaciones entre ellas. 

• Los modelos obligan a reconocer las restricciones (limitaciones) pertinentes en 
los valores que las variables cuantificables pueden adoptar. 

• Los modelos permiten la comunicacion de las ideas y los conocimientos a otras 
personas, facilitando el trabajo en equipo. 

• Los modelos sirven como una herramienta consistente para la evaluation y 
comunicacion a otras personas de las diferentes decisiones o polfticas que se 
tomen. Toda politica, conjunto de decisiones, sera evaluada con el mismo objeti- 
vo, aplicando las mismas formulas para describir interacciones y restricciones 
que el modelo conlleva. 


EJERCICIOS 

1. /Cuales son las ventajas o desventajas de analizar y experimen- 
tar con un modelo en oposicion a un objeto o situacion real? 

2. ^Cuando cree usted que es mejor no construir un modelo y 
dejarse guiar por la intuition para la toma de decisiones? 

3-4 ■ De un ejemplo de un modelo: 

3. Qne es mas grande que la realidad que modela. 

4. Que es aproximadamente del mismo tamano que la realidad 
que modela. 

5-13 ■ En los siguientes ejemplos, indique que tipo de modelo se 

tiene. 

5. Juego en que se Simula la compra y venta de bienes raices, 11a- 
mado monopolio. 

6. Fotografla aerea de las piramides de Egipto. 

7. Diagrama de operaciones de una empresa. 

8 . Algebra de conjuntos. 

9. Un termometro. 

10. Una pelfcula de dibujos animados. 

11. Un mapa de la ciudad de Santiago. 

12. La ecuacion C = a + b x. 

13. La formula qufmica H z O. 

14-25 ■ Indique si la afirmacion dada es verdadera o falsa. 

14. Por lo general, cuando mas elaborado es un modelo es mayor 
su utilidad. 

15. Los modelos suelen omitir gran parte de la realidad del mundo. 

16. Por lo general, un gerente no necesita saber modelar situacio- 
nes en la empresa, solo debe tomar decisiones. 

17. Los modelos requieren que los valores de sus variables sean 
numericos. 

18. El proceso de modelacion termina cuando se obtienen 
resultados. 


19. Un modelo capta a menudo las interacciones entre las varia¬ 
bles de interes. 

20. Generalmente existe una sola forma correcta de construir un 
modelo de una situacion dada. 

21. Una de las ventajas de realizar modelos es que elimina la 
necesidad de conocer muy a fondo el ambiente que es objeto 
de estudio. 

22. Construir un modelo matematico garantiza que las decisiones 
tomadas son las mejores. 

23. En la practica, los modelos son construidos por equipos multi- 
disciplinarios especializados. 

24. Un modelo aporta un medio consistente para el analisis e 
interpretation de datos. 

25. Un modelo es mejor que otro si tiene ecuaciones matematicas 
mas elegantes. 

26-32 ■ En los ejercicios siguientes marque la(s) altemativa(s) 
que considere apropiada. 

26. Un modelo: 

(a) Una representation de la realidad. 

(b) Una abstraction. 

(c) Una aproximacion. 

(d) Un prototipo. 

(e) Todo lo anterior. 

27. Un modelo: 

(a) Es util si es una description detallada de la realidad. 

(b) Es de gran ayuda para las personas que deben tomar deci¬ 
siones. 

(c) Es una herramienta de trabajo que sirve solo si las predic- 
ciones que se realizan con el se cumplen tal cual. 

(d) No es necesario someterlo a revision despues de que se ha 
construido. 

(e) Debe ser refinado hasta que involucre todos los factores 
que se han pasado por alto con el fin de ser un reflejo de 
la realidad. 



28. Un modelo: 
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(a) Ayuda a definir con precision los objetivos de una situa¬ 
cion problematica. 

(b) Debe identificar y registrar todos los tipos de decisiones 
que influyen en los objetivos de una situacion. 

(c) Es la forma mas racional de afrontar un problema. 

(d) Obliga a pensar en las variables que va a incluir y a defi- 
nirlas en terminos que sean cuantificables. 

(e) Permiten la comunicacion de las ideas y los conocimien- 
tos a otras personas. 

29. Si un gerente desea aumentar la ganancia y disminuir el costo: 

(a) Necesita especiftcar dos objetivos en su modelo. 

(b) Su objetivo es muy ambiciosos debe elegir uno. 

(c) Si aumenta la diferencia entre ganancia y costo lo puede 
lograr. 

(d) Debe usar un modelo normativo. 

30. Cuando un doctor indica un medicamento a un paciente, utili- 
za un modelo 

(a) Descriptivo. 

(b) Concreto. 

(c) Normativo. 

31. Cuandoi un biologo estudia el comportamiento de los chim- 
pances tfoglodite, debe utilizar modelos: 

(a) Concretos. 

(b) Normativos. 


(c) Analogicos. 

(d) Simbolicos cuantitativos. 

(e) Todos los anteriores. 

32. La diferencia entre un modelo simbolico analogico y uno 
matematico es: 

(a) El analogico es tangible y el matematico es intangible. 

(b) El analogico nunca es normativo y el matematico puede 
serlo. 

(c) El analogico no es tan buena representacion de la realidad. 

(d) El analogico puede ser compartido con mayor facilidad. 

33. De tres ejemplos de un modelo: 

(a) Concreto. 

(b) Analogico. 

(c) Cuantitativo. 

34. De tres ejemplos de modelos que usted conozca. 

(a) Indique algunos aspectos pertinentes de cada modelo 

(b) Describa un aspecto que el modelo no posee y que usted 
considera que serfa adecuado que posea. 

35. Explique la relacion que tiene la radio, la television, el cine y 
el teatro con los modelos: ^Cuales son algunas de las diferen- 
cias que existen en cuanto a como modelan estos medios de 
comunicacion? 


?,2 | MODELOS MATEMAUCOS _ 

Como se indico anteriormente, un modelo matematico es aquel que utiliza la matema- 
tica para la representacion de las relaciones entre los datos de interes y por tanto requie- 
re que sus datos puedan ser representados en forma numerica. 

Suponga por un momento la siguiente situacion: usted se encuentra en la ciudad de 
Concepcion, desea viajar en su automovil a la ciudad de Santiago y quiere llegar a la 
hora del almuerzo. Para tomar una decision acerca de la hora de salida, usted puede 
consultar el mapa de rutas de Chile (por ejemplo: el de la Copec) para determinar la dis- 
tancia entre estas dos ciudades. A continuacion, estimara su velocidad promedio (a la 
cual se siente seguro conduciendo) y asf podra estimar el tiempo que le tomaria llegar 
a Santiago. Si D representa la distancia entre las dos ciudades, V su velocidad prome¬ 
dio y T el tiempo que ocupara, entonces 



jUsted ya tiene su primer modelo cuantitativo de la situacion que le interesa! 

La distancia entre Concepcion y Santiago es de 519 kilometros, aproximadamente; esto 
es: D = 519, si usted se siente seguro conduciendo a 100 km/h elegira V — 100 y su 
modelo le dara un resultado T = 5,19 h (5 horas, 11 minutos y 24 segundos) con el cual 
usted podra tomar una decision. 
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Observe que su modelo es util ya que le permite decidir a que hora debera salir para 
cumplir con su objetivo: almorzar en Santiago. Pero, tenga cuidado, su modelo es una 
simplificacion de la realidad, en la cual se han pasado por alto muchos factores que pue- 
den influir en su viaje. Por ejemplo: retrasos por reparaciones en la carretera o por llu- 
via, no ha considerado que tiene que abastecerse de bencina, que pueden haber demo- 
ras por congestion en el pago de peajes e incluso puede ser necesario parar para ir al 
sanitario. Sin embargo, si planea salir a las 6 a.m. su modelo puede ser bueno, en el sen- 
tido de que le es suficiente y cumple el objetivo: le permite estimar el tiempo de salida 
para llegar a almorzar a Santiago. 

Ahora, suponga que usted esta recien egresado de la universidad, aiin no ha consegui- 
do empleo y tiene un almuerzo con el gerente de una prestigiosa empresa en la cual usted 
desea ingresar a trabajar: jUsted no puede arriesgarse a perder esta oportunidad! 

Note que las condiciones de la situacion han cambiado: Es importante llegar a tiem¬ 
po; no puede arriesgarse a llegar retrasado sin que esto tenga serias consecuencias para 
usted. El modelo anterior le da desconfianza por su simplicidad y considera refinarlo 
un poco, para estar mas seguro, involucrando algunos de los factores que habfa omiti- 
do. Estima el numero maximo de escalas que realizara durante el viaje ( N ), el tiempo 
promedio (T e ) que le tomara cada escala, el numero de peajes ( P ) y el tiempo que le 
demorara pagar cada uno (T p ). El tiempo T estimado para el viaje ahora estara dado por: 


B 



EJEMPLO 1 ■ Calculo del tiempo con nuevos parametros 

Si usted estima que s61o realizara 4 paradas: N - 4, durara un promedio de 15 minutos 
en cada parada: T e = 1/4 de hora, que hay aproximadamente 5 peajes: P - 5, y le tomara 
aproximadamente 3 minutos pagar cada peaje: 7^= 1/20 de hora. Con estos datos tendra 
una aproximacion del tiempo total del viaje: T = 6,44 horas. De esta forma, usted estima 
que le tomara aproximadamente 6 horas, 26 minutos y 24 segundos llegar a Santiago. Si 
su almuerzo esta fijado para las 13:30 y decide salir a las 6:50, tendra un tiempo muy 
ajustado para llegar y al no considerar los otros factores (por ejemplo, el trafico desde la 
llegada a Santiago hasta el punto de encuentro) puede ser que no llegue a tiempo. Pero, 
si usted decide salir a las 6:30, podra estar un poco mas tranquilo. ■ 

Si aun su modelo le causa inseguridad, puede seguir refinandolo hasta que quede 
satisfecho. Pero, recuerde que el tiempo que tiene para tomar una decision no es infinito 
y quizas no valga la pena seguir consumiendolo en esta situacion. Por supuesto, usted 
siempre debera, en algun momento, terminar la construction del modelo y tomar una 
decision. El cuando es parte del arte; dependera unicamente de las condiciones de la 
situacion considerada, y del tiempo que tenga (o desee emplear) para ello. 

Observe que un modelo es una simplificacion de la realidad, en el cual se deben 
involucrar suficientes detalles como para que el resultado satisfaga sus necesidades, 
sea consistente con los datos que tiene a su alcance y pueda ser analizado en el 
tiempo del que dispone para ello. 

Los modelos matematicos en los que algunas de las variables representan 
decisiones que podrfan tomarse suelen llamarse modelos de decision. La situacion 
anterior es un ejemplo de este tipo de modelo. Note que usted no puede cambiar la 
distancia entre dos ciudades, pero sf puede elegir su velocidad promedio, decidir el 
numero de veces que se detendra y el tiempo que permanecera en cada parada; estas 
variables son denominadas variables de decision. Por otra parte, ffjese que existen 
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limites o restricciones para esas variables de decision: usted no puede conducir a 
500 km/h; el tanque de bencina del auto tiene una capacidad limite, lo que le exigira 
realizar al menos una parade para abastecerse; no puede parar cada vez que ve algo 
entretenido en el camino, ya que no va en un viaje de vacaciones. Estas son algunas 
de las restricciones de las variables de la situacion anterior. 

Las decisiones deben tomarse para alcanzar un objetivo particular; por esto, los 
modelos de decision incluyen variables de decision y al menos una medida explicita 
del desempeho, que permite calibrar el grado en que se ha alcanzado el objetivo. 

Estos terminos seran explicados con mayor detenimiento en la proxima section. 

Los modelos matematicos o cuantitativos pueden ser de dos tipos: 

■ Modelos deterministicos: Son aquellos donde se supone que todos los datos 
se conocen con certeza; es decir: se supone que cuando el modelo sea analizado se tiene 
disponible toda la informacion necesaria para la toma de decisiones. Un ejemplo de 
modelo deterministico es la asignacion de las salas de clase en un plantel universitario, 
en el cual se conocen el numero de salas, el numero de cursos y el tiempo de ocupacion 
de cada sala. 

■ Modelos probabilisticos o estocasticos: Son aquellos en los cuales algun ele- 
mento no se conoce con anticipation, algunas variables importantes denominadas varia¬ 
bles estocasticas o aleatorias no tendran valores conocidos antes que se tome la decision 
y este desconocimiento debe ser incorporado al modelo. Estos modelos incorporan la 
incertidumbre a traves de probabilidades en las variables aleatorias. Ejemplos de estos 
modelos son los referentes a filas de espera, administration de proyectos y pronostico. 
Para su construction se requiere conocimientos de probabilidad y estadistica. 

CONSTRUCCION DE MODELOS MATEMATICOS 

Son grandes los avances tecnologicos que se han realizado en los ultimos anos en inte- 
ligencia artificial, pero hasta el momento no se ha creado la primera maquina que rea- 
lice un modelo, asf sea en un nivel incipiente. ^Por que? La respuesta puede resultar 
obvia, las maquinas no pueden pensar y resolver problemas por si solas, solo el hom- 
bre es capaz de pensar y solucionar problemas importantes (que van mas alia de la sim¬ 
ple sobrevivencia o de convivencia en una manada) por medio de la construccion de 
modelos. El ser humano construye imagenes, se reconoce a si mismo y tiene la capaci¬ 
dad de proyectarse en situaciones, tanto en el pasado como en el futuro, sin necesidad 
de experimentarlas realmente. El hombre tiene imaginacion, tiene la capacidad de for- 
mar imagenes mentales de los objetos sin necesidad de tocarlos o verlos en su totali- 
dad; es innatamente un modelador. 

Cada individuo, sin importar el lugar donde viva, tiene un modelo mental del 
mundo, el cual esta en continuo desarrollo desde su nacimiento, cuando comienza a 
interactuar con su entomo, y se va enriqueciendo gracias a las experiencias vividas. Si 
un individuo nacio y siempre ha vivido en la selva amazonica, sin contacto con la civi- 
lizacion, su modelo mental del mundo sera, con toda seguridad, diferente del nuestro. 
Sus experiencias y las relaciones que ha establecido con su entomo le han permitido 
construir un modelo mental bien determinado, el cual le permite actuar de una manera 
particular. Si, por ejemplo, ve una huella en el suelo, podra no solo saber que animal 
paso por alii, sino tambien estimar su tamano y cuan lejos se encuentra. Su modelo se 
lo permitira. 

Otra cualidad que distingue al hombre es su capacidad de hablar acerca de su mundo 
y de las imagenes que tiene de el. Gracias al don de la palabra el hombre ha podido 
resolver los problemas o al menos plantear soluciones. 
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FIGURA 1 


Ahora resulta evidente por que se afirma que los modelos solo pueden ser construi- 
dos por personas. Su construccion requerira una buena dosis de creatividad e imagina¬ 
tion y del conocimiento adquirido, es decir, de los modelos mentales que se han for- 
mado en la mente. Aun mas, si se acepta que un modelo no es otra cosa que una forma 
particular de proceder, cuando se trata de comprender las realidades del mundo, la cons¬ 
truction de un modelo resulta ser un proceso natural y cotidiano, que hace referencia a 
un modo de pensar acerca del mundo real en que vivimos, y concretamente, en las situa- 
ciones problematicas que suscitan el interes. 

Por supuesto, no existe una sola forma correcta de formular un modelo. Una situa¬ 
tion podra ser modelada de diversas maneras, tampoco podemos pretender encontrar 
un modelo que responda a todas las preguntas. Su construccion es una mezcla de arte y 
conocimiento que solo podra ensenarse como se ensenan las artes, se debe hacer uso de 
la imagination y de la creatividad, permitir actuar a la mente sin obstaculos. Usted esta- 
ra pensando que todo esto es algo etereo; estamos de acuerdo con usted, lo es; pero para 
tranquilidad de todos, existen algunas pautas generales para su construccion. 

La construccion de un modelo se suele dividir en tres pasos, los cuales no garanti- 
zaran el exito en la modelacion pero si orientaran el trabajo. Utilizando una terminolo- 
gta mas o menos general, estos pasos se detallan a continuation: 

Paso 1: Estudio del ambiente de la situation real. 

El primer paso para la construccion de un modelo es realizar una investigation detalla- 
da y un analisis de la situation real que permita comprenderla adecuadamente. 

El problema planteado debe ser una abstraction apropiada de la situation real y los 
datos deben ser conocidos. Por esto el estudio de la situation y la experiencia son rele- 
vantes en este paso. 

Es conveniente senalar que este primer paso debe ir mucho mas alia de la simple 
observation de la situation real. Se debe observar detenidamente la situation, pero tam- 
bien, se debe investigar lo referente al estado del arte de la misma para poder aprove- 
char la experiencia acumulada y no repetir esfuerzos. 

Paso 2: Formulation de una representation selectiva de la situation. 

Podrfa decirse que en este paso comienza el proceso de abstraction de la situation por 
modelar y contempla dos fases: 

(a) Identification de las entradas y salidas del modelo: Es la fase en la cual se 
determina en forma general, pero precisa, los elementos sobre los cuales traba- 
jara el modelo (variables de entrada) y los resultados que deben ser producidos 
(variables de salida). 

(b) Refinamiento de las entradas y salidas: Ya seleccionadas las variables del 
modelo, se procede a realizar una clasificacion de las mismas. Para esto es nece- 
sario aclarar algunos terminos. 

Las entradas del modelo se suelen denominar variables exogenas y suelen ser de dos tipos: 
Variables de decision: son aquellas que usted controla para efectos del mode¬ 
lo. Por ejemplo: la velocidad promedio a la cual se siente seguro al conducir, 
el precio de venta de un producto que su empresa distribuye o fabrica, el 
numero de trabajadores de su empresa, el sueldo por pagar por un trabajo. 
Recuerde que cada variable tiene algunas restricciones que usted debe consi- 
derar; lo importante es que dentro del rango de la variable, es usted el que 
decide que valor asignarle. 

Parametros: son variables que estan bajo el control de otras personas, de la 
naturaleza o del azar. Por ejemplo: el estado del tiempo, el precio de materias 
primas o el salario mfnimo. 
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En la construction de modelos, los parametros se trabajan como si sus valores nume- 
ricos fueran conocidos. Estos valores se pueden especificar despues de analizar los 
datos que se tengan al alcance para calcularlos, o simplemente se les asignaran valores 
estimados en el momento del analisis del modelo. 

Las salidas del modelo se denomian variables endogenas y son de dos tipos: 

Medidas de desempeno : Son variables que permiten medir el grado en el cual 
se ha alcanzado la meta. Son de gran importancia, puesto que representan los 
criterios empleados para determinar hasta que punto se han alcanzado los obje- 
tivos finales del modelo. Por esta razon en algunos modelos se las suele llamar 
funcion objetivo. Por ejemplo, si el objetivo de una situation es analizar la ren- 
tabilidad de una empresa, el ingreso por concepto de ventas de un producto 
puede ser elegido como medida de desempeno; si el objetivo fuese cercar un 
terreno determinado, una medida de desempeno sera la cantidad de cerca utili- 
zada para este fin; si se desea disenar un envase para contener 12 onzas de un 
liquido, una medida de desempeno puede ser la cantidad de material por utilizar. 
Variables de consecuencia: Son aquellas que muestran otras consecuencias que 
ayudan a entender e interpretar los resultados del modelo. No forman parte del 
objetivo del modelo, no son indispensables pero resultan del analisis del mismo. 
Por ejemplo, la subdivision del ingreso, el numero de articulos que se deben pro- 
ducir, la jerarquizacion de los salarios. En un modelo no siempre se tiene este 
tipo de variables. 

Observe que el modelo en esta fase de la construction se identifica con una caja 
negra, la cual tendra que ser descifrada en una fase posterior. La segunda fase de la 
construction de un modelo se refiere unicamente a la clarification de las entradas y 
salidas del modelo. 

En general, no resulta trivial el determinar los tipos de entradas de un modelo, son 
muchas las dudas que pueden aparecer. Por ejemplo, £el fabricante controla realmente 
el precio de venta de un producto? o £el precio esta controlado por las fuerzas compe- 
titivas?; esto es ^el precio de venta es una variable de decision o un parametro?, algo 
que se debera analizar segun sea la situation del mercado. 

Paso 3; Construction simbolica y analisis del modelo. 

Es esta la instancia de determinar lo que la caja negra debe contener. La construction 
simbolica se inicia generalmente con una representation grafica de la situation. Cuando 
usted comienza a establecer hipotesis sobre cualquier relation entre las variables se da 
inicio a la formulation de las ecuaciones del modelo. Los datos, por si solos, no repre¬ 
sentan un modelo; solo cuando se describen algunas relaciones entre estos numeros 
empieza a existir el modelo, al menos en su forma primitiva. 

Despues de la construction de un modelo, se debe realizar una fase de validacion del 
mismo. Es usual validar un modelo mediante un metodo que consiste en usarlo para 
predecir la historia. Para esto se utilizan como entradas del modelo datos historicos 
sobre las variables de decision y los parametros. Los resultados determinados por 
medio del modelo se comparan con los resultados obtenidos en situaciones similares en 
una epoca ya conocida. El modelo queda validado si existe similitud entre los dos tipos 
de resultados. Tanto la validacion de un modelo como su utilidad son juicios de valor. 


A MODO DE ILUSTRACION 

En esta section queremos ilustrar el proceso de construction de un modelo mediante 
algunas situaciones problematicas sencillas, en las cuales el numero de variables es 



Costo anual 
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pequeno y no es necesario mas que los conocimientos de matematica basica para obte- 
ner las relaciones y resultados del modelo. A medida que avancemos en los temas del 
texto se iran construyendo modelos para situaciones que involucren un mayor numero 
de variables y necesiten de un mayor conocimiento. Tenga presente que los modelos 
construidos en esta seccion no son la unica forma de modelar la situacion presentada y 
lo invitamos a encontrar su propio modelo. 

EJEMPLO 2 ■ Modelo para un plan de construction 

La constructora Rayen es una empresa relativamente joven que opera en la ciudad 
de Santiago de Chile desde enero de 2002. Actualmente, esta analizando su plan de 
construccion para los proximos anos y desea encontrar un modelo que la ayude para 
este fin. La informacion de las actividades de la empresa fue proporcionada por el 
gerente general: en el ano 2002 la constructora Rayen logro construir 4 casas a un 
costo total de 110 millones de pesos; en 2003 construyo 6 casas a un costo total de 
189.75 millones de pesos; en 2004 fueron construidas 8 casas a un costo total de 
286 millones de pesos y durante el ano 2005, un total de 10 casas a un costo total 
de 398.75 millones de pesos. 

SOLUCION El objetivo del modelo es claro: estimar el costo total de construccion para 
el ano 2006 en adelante, lo cual permitira realizar una planeacion a futuro. La varia¬ 
ble que la constructora puede controlar es el numero de casas por construir y sera la 
variable de decision ( N ) para el modelo. Como medida de desempeno se 
tornara el costo total anual de construccion (C) de las N casas. 

Para iniciar la construccion del modelo, la informacion se colocara en una tabla y 
se graficaran los datos en un piano cartesiano para facilitar su analisis. 


Costos anuales de construccion 
(millones) 

500.00 -7-:-;-;-—- 

400,00 -.1-•>.r.-j.-j-- 

300,00 -.i.4.j-.i. -> . 

200,00 -;...4.-J-- 

100,00.;.i-.f.-i-->- 

0,00 -I-i-t-t-!-1- 

0 2 4 6 8 10 12 

Numero de casas 

FIGURA 2 


N 

C 

4 

110 

6 

189.75 

8 

286 

10 

. 398.75 


Observando estos datos, tal cual estan,es posible que se dificulte establecer una rela- 
cion satisfactoria entre ellos. Inicialmente, se puede suponer que los datos se relacionan 
linealmente; pero al tener tan pocos datos, la recta que se estima no es del todo satis¬ 
factoria. Despues de dar algunas vueltas al problema se puede optar por considerar el 
costo unitario anual de construccion, C = ^ , con la esperanza de encontrar una relacion 
mas aceptable, en el sentido de que nos de mayor seguridad. 

Adicionando una nueva columna a la tabla anterior se tiene: 
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Costo unitario anuaJ 
(millones) 


50 

40 

30 

20 

10 

0 



0 2 4 6 8 10 12 

Numero de casas 


N 

C 

Cv 

4 

110 

215 

6 

189.75 

31.625 

8 

286 

35.75 

10 

398.75 

39.875 


Note que el panorama empieza a despejarse: el costo unitario anual Cp cambia ano 
tras ano en forma constante. Esto se observa al realizar las diferencias entre los costos 
unitarios. Que este cambio sea constante significa que existe una relacion lineal entre 
N y Cfj. Esta recta se puede determinar utilizando alguno de los procedimientos vistos 
en el capftulo anterior. 

La pendiente de la recta es m- 2.0625 y por tanto q 2.0625 N + 19.25 

Con esta relacion se obtiene la ecuacion: “ ^ 

C = 2.06257V 2 + 19.25V. 

Como N representa el numero de casas por construir, la unica restriction para esta 
variable es que debe ser un numero natural, esto es: 7V€E N . Por otra parte, el costo 
total de construction es siempre una cantidad positiva. 

El modelo para esta situacion queda resumido por: 

Medida de desempeno: Costo total C. 

Variable de decision: Numero de casas por construir N. 

Restricciones: V€E N y C > 0. 

Ecuacion del modelo: C = 2.0625 N 2 + 19.25 N. 

Para validar el modelo, se reemplazan en la ecuacion los valores N = 4,6,8,10, con 
el proposito de analizar cuan proximos se encuentran los resultados obtenidos con los 
datos reales. 

En esta situacion los resultados obtenidos por medio del modelo coinciden con los 


N 

C(real) 

C = 2.0625V 2 + 19.251V. 

4 

110 

110 

6 

189.75 

189.75 

8 

286 

286 

10 

398.75 

398.75 


datos reales. iQue caracterfsticas de la situacion dada hicieron posible encontrar un 
modelo tan exacto?, ^que supuestos estaran detras de este hecho? Rara vez en su tra- 
bajo profesional se le presentara una situacion tan extraordinaria. En general, es muy 
raro encontrar situaciones en la cual todos los resultados obtenidos por medio de un 
modelo correspondan exactamente a los datos historicos, como mucho, siempre se 
espera solo que esten muy cerca. 
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Gracias al modelo, la constructora puede disenar un plan de construccion para los pro- 
ximos anos. Si el gerente estima, por ejemplo, que puede invertir 500 millones en el ano 
2006 y supone que las condiciones del mercado no cambian, puede utilizar el modelo para 
estimar el numero de casas que construirfa con ese capital. Para esto, solo debera resol¬ 
ver la ecuacion 

2.0625/V 2 + 19.25//= 500 
La solucion matematica de esta ecuacion es: 

N = 11.5876 o N = -20.92095 

Pero, considerando las restricciones para la variable, se tiene N = 11 como unica 
solucion factible. Con el presupuesto que se tiene, se podran construir 11 casas en 2006 
a un costo anual total de $461.3125 millones de pesos (valor que se obtiene reempla- 
zando N por 11 en el modelo), quedando en caja $38.6875 millones de pesos. Con esto, 
el gerente no queda satisfecho, porque durante los anos de operation de la empresa se 
ha logrado un aumento en la cantidad de casas construidas de 2 y desea al menos man- 
tenerlo. Observa que si N — 12 se tiene C = 528 millones. Decide entonces solicitar un 
prestamo por $28 millones para construir las 12 casas. ■ 


EJEMPLO 3 ■ Modelo para el anaiisis de una votacion 

En la asamblea general de una sociedad anonima en la que participaron 950 accionistas, 
se discutio la iniciativa de incrementar el capital social. Despues de la votacion, el 
secretario general entrego la siguiente informacion: 470 accionistas posefan acciones 
preferentes; 104 accionistas con acciones preferentes votaron por la proposicion; 

350 accionistas del grupo mayoritario con acciones comunes votaron en favor de la 
proposicion y 113 accionistas del grupo mayoritario votaron contra la proposicion. 

Entre los accionistas que tomaron parte de la votacion, los del grupo mayoritario 
superaban en 50 a los grupos minoritarios. 278 accionistas del grupo minoritario con 
acciones preferentes votaron en contra de la proposicion. La iniciativa fue aprobada por 
54 votos de margen. 

Se desea generar un modelo de la situacion con el proposito de realizar un anaiisis 
detallado de los resultados de la votacion a fin de lograr un mejor conocimiento de las 
caracterfsticas de ese grupo decisor. (1> 

SOLUCION 

En primer lugar, observe que en esta situacion existen tres clases de informacion: 

1. La que hace referencia al grupo al cual pertenecen los accionistas. 

2. La referente al tipo de acciones que poseen. 

3. La referente a la forma en que emitieron su voto. 

Esto nos permite escoger las siguientes categorfas: 

1. M el conjunto que representa al grupo minoritario. 

2. F el conjunto de accionistas que votaron a favor. 

3. C el conjunto de accionistas que poseen acciones comunes. 

Debido a que el complemento del conjunto C (notado por Cf) representa al conjunto 
de accionistas que poseen acciones preferentes, no son necesarios mas que estos tres 
conjuntos para describir la situacion. En este caso, el conjunto referencial sera el 
conjunto total de accionistas que denotaremos por A. 

Los resultados de la votacion corresponden al numero de elementos de estos 
conjuntos o de conjuntos obtenidos mediante operaciones entre ellos. ■ 

(1) Este ejemplo fue tornado del texto Conjuntos. Aplicaciones matematicas a la administration , de Ariel 
Kleinian y Elena de Kleiman. 
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La representation grafica de la situation puede realizarse utilizando un diagrama de 
Venn, 



n(A) =950 

n(MnF c )= 113 

n(C c ) = 470 

n(M)-n(M c )= 50 

n(FnC c ) =104 

n(M c nF c nC c )= 278 

n(M nFn C)— 350 

n(F)-n(F c )- 54 

El modelo anterior nos permite analizar en forma detallada los resultados de la vota- 


cion mediante calculos algebraicos muy simples. Durante los calculos, sera de gran ayuda 
el diagrama de Venn realizado, tanto para la deduction de las formulas por utilizar, como 
para determinar el conjunto al cual se le debe calcular el numero de elementos. 

Es el momento de iniciar el analisis de la information: 

a) La cantidad de accionistas que pertenecen al grupo minoritario nihf ) se determina 
de la siguiente forma: 

como A=MUM C y Mc\M c = 0 se tiene n(M)+n(M c )=950. 

De la information dada n{M)-n{M°') =50 se concluye 2n{M c ) = 900 y n(M°) = 450. 

b) El numero de accionistas del grupo mayortario n(M) se calcula despejandolo de la 
ecuacion n(M) +n(A4 c ) = 950 y reemplazando el valor de n(Af). 

n(M) =950-n(M C ) = 950 -450=500. 

c) El numero de accionistas que votaron en contra se obtiene como sigue: 

n(F) + n(F c ) — 950 
n(F) -n(F c ) = 54 
2n(F c ) = 896. 
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Por tanto n(F c ) = 448 

d) El numero de accionistas que votaron a favor n(F) se calcula despejandolo de la 
ecuacion n(F)+n(F c ) = 950 

n(F) = 502. 

e) El numero de accionistas que poseen acciones comunes n(C) se calcula de la 
siguiente forma: como n(C c ) = 470 y n(C)+n(C c ) = 950 se obtiene n(C) = 480. 

f) El numero de accionistas del grupo mayoritario que votaron a favor n(M O F) se 
calcula utilizando la formula n(M ) = n(M C\ F) + n(M C\F c ) 

y despejando n(MnF); 

n(MnF) = n(M)-n(M nF c ) 

= 500-113 
= 387. 


g) El numero de accionistas del grupo minoritario que votaron a favor: n(M c O F) se 
obtiene de 

n(F) = n(M c n F) + n(M n F) 

despejando n(M c C\F), 

n(M c nF ) = n(F)-n(MnF) 

= 502-387 
= 115. 


h) El numero de accionistas del grupo minoritario que votaron en contra n{M c 'C\ F c ) se 
calcula asf: 


n(M c nF c ) = n(A)-n(MuF) 

. = n(A)-[n(M nF c )+n(MriF) + n(M c nF)] 
= 950-[113+ 387+ 115] 

= 335. 


i) El numero de accionistas que poseen acciones comunes y votaron a favor: n(F D C) 
se obtiene de la formula n(C) = n(F o C) + n(F c C\ C), asf 

n(F n C) - n(F)-n(FnC c ) 

= 502-104 
= 398. 

j) El numero de accionistas que votaron en contra y poseen acciones comunes: 
n(F c nC) se obtiene de la formula 

n(C) = n(F n C) + n(F c n C) 

utilizando el dato n{F nC) = 398, 
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n(F c n C) = n(C)-n(FnC) 

= 480-398 
= 82. 

Lo invitamos a seguir trabajando hasta agotar todas las posibilidades de obtencion 
de information para esta situation; como pista le contamos que son solo 27. 

A continuation es posible indicar algunas de las caracterfsticas de este grupo decisor: 

1. El 52.3% de los accionistas son mayoritarios. 

2. El 50.5% de los accionistas tienen acciones comunes. 

3. El 77% de los accionistas minoritarios poseen acciones preferentes, mientras que 
solo el 25% de los accionistas mayoritarios poseen acciones de este tipo. 

4. El 52.8% de los accionistas votaron a favor de la proposition. 

5. El 83% de los accionistas que tienen acciones comunes votaron a favor de la pro¬ 
position. 

6. El 77.4% de los accionistas del grupo mayoritario votaron a favor de la proposition, 
mientras que del grupo minoritario solo el 25.5%. 

7. El 29.6% del grupo mayoritario con acciones preferentes votaron a favor de la pro¬ 
position. 

EJEMPLO 4 ■ Modelo para encontrar el volumen 

Una companfa de dulces fabrica un diminuto caramelo en forma de arandela, tal como 
se muestra en la figura: 



A causa del incremento en el costo, la companfa debe reducir el volumen del 
caramelo. Actualmente, el grosor del dulce es de 2 milfmetros, el radio interior es de 
2 milfmetros y el exterior 7 milfmetros. Para hacer esta reduction, debe elegir entre 
dos altemativas que considera plausibles: conservar el grosor del caramelo pero 
realizar una variation en el radio interior o conservar los radios y realizar una varia¬ 
tion en el grosor del caramelo. iQu€ modelo describe esta situation? 

SOLUCION El objetivo es decidir cual de las dos altemativas es mas conveniente. Para 
esto se debe encontrar una expresion para el volumen del caramelo segun cada alter- 
nativa y realizar un analisis comparative de la forma como disminuye el volumen del 
caramelo en cada caso. 

La forma del caramelo no es otra cosa que la diferencia entre dos cilindros: Un 
cilindro de radio 7 milfmetros y altura 2 milfmetros, al cual se le ha extrafdo una 
portion cilfndrica de radio 2 milfmetros y altura 2 milfmetros. 

En la primera altemativa lo unico que se desea variar es el radio interior. La 
variable de decision sera precisamente este radio, el cual se denotara por r,. La medida de 
desempeno sera el volumen del caramelo en terminos de r„ el cual se denotara por V\. 

Observe que las restricciones teoricas para la variable de decision son claras: como 
se desea disminuir el volumen del caramelo sin desintegrarlo, r, debe ser mayor de 2 
milfmetros y menor que 7 milfmetros. Esto se expresa mediante la desigualdad 
2<r-<l. u 
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En general, el volumen de un cilindro esta dado por: V= K r h, donde r es el radio 
del cilindro y h su altura. Para el caso considerado, el volumen del caramelo Vi sera: 

V=2u (49-rf) 

con 2<r j <l . Notese que dado cualquier aumento del radio interior del caramelo la 
expresion encontrada para V x permitira, por una parte, determinar el volumen del nuevo 
caramelo, y por otra, determinar el radio del caramelo si se desea realizar una determi- 
nada reduccion del volumen. 

En la segunda alternativa, lo unico que se desea variar es el grosor; la variable de 
decision sera la altura de los cilindros, la cual se denotara por h. La medida de desem- 
peno sera el volumen del caramelo en terminos de h, el cual se denotara por V 2 . Para 
esta alternativa el volumen V 2 esta dado por: 

1^2 = 45jzh con 0 < h < 2. A1 igual que en la alternativa anterior observe que dada cual¬ 
quier disminucion en el grosor del caramelo, la expresion encontrada para V 2 permitira, 
por una parte, determinar el volumen del nuevo caramelo, y por otra, determinar el gro¬ 
sor del nuevo caramelo si se desea realizar una determinada reduccion del volumen. 

El modelo para esta situation sera: 

Medidas de desempeno: V\ y V 2 

Variables de decision: r, y h 

Restricciones tedricas: 2 <r i <l y 0<h<2 

Relaciones del modelo: V = 2k (49-n) y V 2 = 45it h 

Cuando el modelo ya esta construido, se inicia la etapa de analisis y toma de deci- 
siones. El modelo permite determinar el radio interior o la altura del caramelo para rea¬ 
lizar cualquier reduccion (razonable) en su volumen, dependiendo de la alternativa ele- 
gida. El volumen inicial del caramelo es V= 90n, si se desea realizar una reduccion del 
10% en el volumen (obtener un caramelo cuyo volumen sea 0.9V= 09 (903t) = 81 re), se 
pueden determinar con exactitud las dimensiones del caramelo reducido, segun sea la 
alternativa elegida para este fin, de la siguiente forma: 

Si se elige la primera alternativa, se usara la relacion V = 2% (49 -r). para deter¬ 
minar el radio interior del caramelo reducido, 1 


81ti = 271 (49-r 2 ) 
81 =2(49-t;. 2 ) 



Si se elige la segunda alternativa, se debera utilizar la relacion V 2 = 45nh, para deter¬ 
minar la altura del nuevo caramelo, 

8171 = 4571/7 

81 =45/7 



45 


Como el interes radica en ver cual de las dos altemativas es mas conveniente, es 
necesario determinar el aumento del radio interior, y la disminucion de la altura, para 
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disminuir el volumen del caramelo en un mismo porcentaje. Estos resultados se resu- 
men en la siguiente tabla (en la cual, solo se han incluido los porcentajes de disminu- 
cion del volumen considerados factibles): 


Disminucion en el volumen (%) 

_ r - 

h 

Aumento r 

Disminucion h 

5 

2.5 

1.9 

0.5 

0.1 

10 

2.9154 

1.8 

0.92 

0.2 

15 

3.278 

1.7 

1.28 

0.3 

20 

3.605 

1.6 

1.61 

0.4 

25 

3.905 

1.5 

1.91 

0.5 

30 

4.183 

1.4 

2.18 

0.6 

35 

4.44 

1.3 

2.44 

0.7 

40 

4.69 

1.2 

2.69 

0.8 


Observe que para cada uno de los porcentajes de disminucion del volumen se tiene 
que r,; esto significa que para hacer la misma reduction en el volumen, el radio interior 
que se debe aumentar es de mayor tarnano que la altura por disminuir. En otras pala- 
bras, es mas notorio aumentar el tarnano del hueco del caramelo que disminuir su gro- 
sor. Por tanto, para esta situacion resulta mas conveniente la segunda altemativa: redu- 
cir el grosor del caramelo. 

Otra posible modelacion para esta situacion se obtiene al elegir como medidas de 
desempeno la disminucion del volumen para cada altemativa: d\ y d 2 (segun altemati¬ 
va), y como variables de decision: q (para la altemativa 1) y h (para la altemativa 2). 
Las restricciones de las variables de decision coinciden con las del primer modelo. 

Este segundo modelo es: 


Medidas de desempeno: d\ y d 2 
Variables de decision: r, y h 


Restricciones teoricas: 2<r i <7y0<h<2 
Relaciones del modelo: d l = 2n (r? -4) y d 2 = 45?t (2-h) 


Z,En que radica la diferencia entre estos dos modelos? Estaremos de acuerdo en que 
ambos describen la misma realidad. ^Alguno la describira mejor? Quizas, lo unico que por 
el momento se puede afirmar con certeza es que al utilizar el segundo modelo para reali- 
zar el analisis comparative de las altemativas, los resultados se obtendran en forma mas 
directa; el segundo modelo nos da la posibilidad de tomar una decision en menor tiempo. 
Lo anterior no hace que un modelo sea bueno y el otro malo, solo quiere decir que uno 
requiere menos calculos que el otro, y por tanto, uno de ellos permite tomar una decision 
en menor tiempo. 


1 . 



EJERCICIOS 


De tres ejemplos de situaciones de la vida diaria que sean sus- 
ceptibles de ser modeladas facilmente. 


2. Tome una de las tres situaciones del ejercicio anterior, la que 
sea de mayor interes para usted, y 


(a) Plantee con precision el objetivo de la situacion. 

(b) Identifique en forma general las entradas y salidas del modelo. 

(c) Determine la medida de desempeno (o funcion objetivo). 

(d) Determine las variables de decision del modelo y los para- 
metros, asx como sus restricciones. 
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(e) Encuentre las ecuaciones que relacionan las variables de 
salida con las de entrada. 

(f) Obtenga resultados utilizando el raodelo construido. 

(g) Si es posible obtener datos histdricos, valide el modelo 
construido. 

3 Suponga que va a ir de viaje el fin de semana a una ciudad 
que esta a d kilometres de distancia. Elabore un modelo que 
determine sus costos de bencina del viaje redondo (ida y vuel- 
ta). ^Que suposiciones o aproximaciones son necesarias para 
tratar este modelo como un modelo determinista? Estas supo¬ 
siciones o aproximaciones ^son aceptables para usted? 

4 . Usted se encuentra de viaje de vacaciones en Puerto Rico. 

° " Desafortunadamente, se ha enfermado y tiene un cuadro febril 
muy serio. A1 ir al centre de asistencia el doctor le pide que se 
tome cada hora la temperatura y le facilita un termometro. El 
problema es que usted esta familiarizado con el uso de termo- 
metros en grados Celsius, y el termometro proporcionado por 
el doctor mide la temperatura en grados Fahrenheit. Construya 
un modelo para esta situacion. 

5 . Con referenda al ejemplo 2, determine las 27 posibilidades 
mencionadas y veriflque que las caracterfsticas de este grupo 
son las que se indican. 

6 . Un investigador de mercado ha sido contratado por una 
empresa que vende bebidas alcoholicas para determinar que 
proportion de personas en Santiago prefieren tequila, cuantas 
brandy y cuantas whisky. Es natural que algunas de las perso¬ 
nas entrevistadas declaren que les gustan todos los licores 
mencionados, que algunas gusten tequila y whisky pero no 
brandy, que algunas gusten whisky unicamente, etc. Ademas, 
siempre es posible encontrar alguna persona que no guste de 
ningun licor. 

El investigador decidio que estas ultimas personas no se 
incluirfan en la muestra y entrevisto a 1000 personas que gus- 
taban de al menos una de las tres bebidas. Dfas despues, pre- 
sento su reporte informando que en la poblacion investigada: 
729 personas gustan del tequila; a 814 les gusta el brandy; a 
628 les gusta el whisky; a 592 les gusta el tequila y el brandy; 
a 465 les gusta el tequila y el whisky; a 411 les gusta el 
brandy y el whisky y a 300 les gustan los tres licores. 

La empresa es precavida y sospecha que las entrevistas no se 
realizaron con honestidad, es decir que algunas de las cifras 
presentadas provienen de la imaginacion del investigador. 
Construya un modelo que le permita decidir si esta hipotesis 
es cierta. 

7. La manufacturera Flambard tiene su planta matriz en Bruselas 
y varias sucursales en Espana; piensa iniciar un plan de expan¬ 
sion estableciendo sucursales en varios pafses latinoamerica- 
nos, de los cuales Chile sera el primero. Con este proposito 
necesita seleccionar entre sus empleados actuales un grupo de 
20 tecnicos, cuya mision sera (durante los proximos dos anos) 
la de asesorar sobre la construction de la planta y ponerla en 
operation. Una vez que la fabrica trabaje normalmente y con 
personal chileno, el equipo de tecnicos se dirigira a otro pals y 
repetira el proceso. Cualquier candidato sera elegible si reune 


los siguientes requisites: habla correctamente espanol; es solte- 
ro y tiene la posibilidad de proporcionar a la casa matriz otro 
tecnico que pueda reemplazarlo en su puesto actual (durante 
los proximos dos anos) mientras el se encuentre en Chile. ^Que 
modelo describiria mejor esta situacion? 

8 . ^Por que el modelo lineal (suponer que los datos se relacionan 
linealmente) no es satisfactorio en el ejemplo 1 ? 

9. Una barcaza que contenla cerca de 250,000 galones de com¬ 
bustible se hundio el lunes pasado en alta mar, a unos 30 km 
de la isla Dama y a 6,120 pies de profundidad. Se estima que 
ese dla libero unos 3,000 galones de combustible, creando una 
gran mancha negra de aceite en la superficie del mar. Si se 
supone que la barcaza continua cada dfa liberando 50 galones 
mas que el dfa anterior, construya un modelo que le permita 
estimar cuando se habra liberado todo el combustible. 

10. A las esquinas de una lamina cuadrada de aluminio de 12 cm 
por lado se les recortaran cuadrados iguales; luego sus lados 
seran doblados hacia arriba para formar una caja sin tapa. 

^Que clase de modelo matematico representaria esta situa¬ 
cion? y ^que pregunta le gustaria ver respondida por este 
modelo? 

11 . Una compama de dulces fabrica una popular barra de chocola¬ 
te de forma rectangular con 10 cm de largo, 5 cm de ancho y 
2 cm de grosor. A causa del incremento en los costos ha deci- 
dido reducir el volumen de la barra. El grosor sera el mismo, 
pero el largo y el ancho se reduciran en la misma cantidad. 
^Que modelo matematico representaria esta situacion? 

12. A un agente de ventas de una companfa le han propuesto el 
siguiente plan de incentivos: por cada maquina que logre ven¬ 
der obtendra una comision de $ 22 , 000 , la comision por cada 
maquina vendida se incrementara en $5,500 siempre y cuando 
logre vender mas de 60 maquinas. Construya un modelo que 
permita estimar el ingreso que recibira el agente y lo ayude a 
decidir si la propuesta de la companla le conviene. 

13. En un periodo determinado de tiempo, un fabricante de zapati- 
llas determine que el 3.1% de las zapatillas fueron rechazadas 
por imperfecciones. Construya un modelo que permita proyec- 
tar la production a future. 

14. Los modelos de sistemas de inventario frecuentemente consi- 
deran la relation entre un inventario inicial, una cantidad de 
production, las ventas y un inventario final. Si s^ representa 
el inventario final del periodo anterior (inventario inicial para 
el periodo j); x^ la cantidad de production en el periodo j, las 
ventas en el periodo j y s^ el inventario final para el periodo j. 

(a) ^Cual debe ser el objetivo de un modelo de sistemas de 
inventario? 

(b) Considere el inventario final como medida de desempeno 
y determine la forma en que puede ser obtenida a partir 
de: el inventario inicial, la production y las ventas. 

(c) ^Que restricciones deberia agregarse si la capacidad de 
production para el periodo j esta dada por C l 


CAPl'TULO 2 MODELOS MATEMAnCOS 



Antes de abordar situaciones referentes al mundo empresarial, precisaremos algunos 
terminos de negocios que nos seran utiles y presentaremos algunos de los modelos que 
son utilizados en las empresas. 


MODELOS DE COSTO LINEAL 


En la production de cualquier bien por una empresa, intervienen dos tipos de costos: 
costos fijos y costos variables. 

Los costos fijos (o gastos generales) son la suma de todos los costos que no depen- 
den del nivel de produccion; es decir, de la cantidad de artfculos producidos, tales como 
rentas, seguros, intereses por prestamos y salarios administrativos. Este costo debe 
pagarse independientemente de que se produzca o no el artfculo. 

Los costos variables son la suma de todos los costos dependientes del nivel de 
produccion, como pueden ser los costos de materia prima, de mano de obra y de pro- 
cesamiento. 

El costo total es la suma de los costos fijos y de los costos variables: 

Costo total = Costo fijo + Costo variable. 

Supongamos que durante un tiempo determinado no se tiene alza en cuanto a los gas¬ 
tos de materias primas y de los procesos de produccion necesarios para fabricar una uni- 
dad de un determinado artfculo; esto significa que el costo variable por unidad o costo 
unitario del artfculo es constante en ese perfodo de tiempo. Observe que para este caso los 
costos variables totales seran proporcionales a la cantidad de artfculos producidos. Si c u 
denota el costo variable por unidad (el cual es constante), entonces los costos variables 
totales de producir x artfculos estaran dados por: cjt pesos. Si los costos fijos son de b 
pesos, el costo total C t (en pesos) de producir x unidades de artfculos esta dada por: 



El modelo construido para este caso especial se conoce como modelo de costo lineal ; 
su supuesto basico es que “el costo por unidad de producto es constante”. El nombre de 
lineal se deriva del hecho de que la grafica de la relacion del modelo C =cx+b es una 
lfnea recta. Note que la pendiente de esta recta representa el costo variable por unidad y 
su punto de interseccion con el eje y representa los costos fijos. 

El determinar que esta trabajando con un modelo de costo lineal le sera de gran uti- 
lidad ya que, por una parte, le permitira saber que tiene tres opciones para disminuir el 
costo total, disminuir los costos unitarios del bien que esta produciendo, disminuir los 
costos fijos o disminuir ambos (asegurese de entender esto realmente, le sera de ayuda). 
Por otra jparte le da la posibilidad de responder preguntas concretas para diversas situa¬ 
ciones en las cuales se satisfaga el supuesto del modelo; es decir, tiene un modelo gene¬ 
ral que puede aplicar a muchas situaciones similares. 

Por supuesto, existen relaciones no lineales para el costo total. Recuerde el caso de 
la constructora Rayen en el cual el costo unitario no era constante y esto conducfa a una 
relacion cuadratica entre el costo total de construction y la cantidad de casas construi- 
das (vease el ejemplo 2, section 2.2). 


EJEMPLO 1 ■ Calculo de costos 

La compama R & S Ltda. fabrica un unico producto para el cual el costo variable por 
unidad es de $3,300 y el costo fijo es de $4,400,000 mensuales. 
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1. Encuentre la ecuacion para el costo mensual total y dibuje su grafica. 

2. Determine el costo total de procesar 5,500 articulos en un mes. 

3. Si el presupuesto asignado a la production de este artfculo fuera de $ 15,550,000 
mensuales, ^cuantos articulos podrfan producirse mensualmente con dicho 
presupuesto? 

4. Indique dos altemativas para disminuir el costo total mensual de la companfa. 


SOLUCION 

1. A1 ser constante el costo unitario, se tiene un modelo de costo lineal donde 

C t = 3300x + 4400000 sera la ecuacion para el costo mensual total, cuya grafica se 
observa: 

2. Sustituyendo x = 5,500 en la ecuacion para el costo total, se obtiene 

C t = 3300 (5500) + 4400000 = 22550000, por tanto, el costo total de procesar 
5(500 articulos al mes sera de $22,550,000. 

3. En este caso se debe determinar la cantidad de articulos que se pueden producir 
con un costo total de $15,500,000; para esto debemos encontrar la solucion de la 
ecuacion 


3,300x + 4,400,000 = 15,500,000 
3,300x = 11,100,000 
v _ 11,100,000 


3,300 


= 3,363.6363 


Puesto que no es posible producir una fraction de artfculo, x debe ser un numero 
entero, y por tanto solamente se podran producir con este presupuesto 3,363 articulos 
a un costo total de $15,497,900 quedando sin utilizar $2,100. ■ 


4. Una altemativa posible es reducir el costo unitario en una cierta cantidad y no 
preocuparse por disminuir los costos fijos, por ejemplo, en un 10%; en tal caso la 
ecuacion que representa los costos totales serfa C t = 2970x + 4,400,000. 

Otra posibilidad serfa disminuir los costos fijos, por ejemplo, en un 10%, en 
donde el costo total serfa: Cj = 3,300x + 3,960,000. 

^En que situation esta la altemativa mas beneficiosa? 


EJEMPLO 2 ■ Relacion entre costo total y numero de articulos 

El costo total de producir 10 tortas de chocolate en un dfa es de $2,600, mientras que 
cuesta un total de $2,850 producir diariamente 12 tortas del mismo tipo. Suponiendo 
un modelo de costo lineal, determine la relacion para el costo total de producir x 
tortas de chocolate al dfa. 


SOLUCION 

Se han dado los puntos (10(2600) y (12,2850) de la grafica de un modelo de costo 
lineal. La pendiente de la recta que pasa por estos dos puntos es: 

2,850-2,600 250 

m =-=-= 125. 

12-10 2 


Con lo que se ha determinado el costo unitario (por dfa) de cada torta de chocolate: $125. 
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Como el supuesto de un modelo de costo lineal es que el costo unitario es constante, 
calculando de nuevo la pendiente de la recta considerando un punto generico (x, C t ) y 
uno de Ios dos puntos dados, por ejemplo (10,2600), se determina la relacion deseada: 

125 = — — 2,600 

jc-10 

de dondeC, = 125x +1,350. m 

g|g anAlisis del punto de equilibrio 

El ingreso total es el dinero que un fabricante recibe por la venta de su producto y esta 
dado por la ecuacion 

Ingreso total = (Precio por unidad) (Numero de unidades vendidas) 

Si p es el precio de venta por unidad de un producto y x representa el numero total 
de unidades vendidas, el ingreso total I esta dado por la relacion: 

/ = p x 

Si el precio de venta p de un artfculo no depende de la cantidad vendida (es cons¬ 
tante), el ingreso total sera proporcional al numero de unidades vendidas, obteniendo- 
se nuevamente una relacion lineal. 

de e^ujiibrio ^i costo tota l C, de produccion excede el ingreso total I obtenido por las ventas, 

_entonces el negocio sufre una perdida. Si por el contrario, el ingreso total sobrepasa el 

costo total, existe una utilidad o ganancia. Si el costo total de produccion es igual al ingre¬ 
so total no hay perdida ni ganancia, el negocio esta en el punto de equilibrio. El numero 

-► de unidades producidas y vendidas en este caso se denomina punto de equilibrio. 

' Observe que en el caso de un modelo de costo lineal, en el que se tiene ademas que el 

precio de venta de un artfculo es constante, el punto de equilibrio es el punto de intersec- 
cion de las dos rectas, la que representa al costo total y la que representa al ingreso total. 

EJEMPLO 1 ■ Calculo de produccion 

La companfa Halmos fabrica munecas con un costo variable por unidad de $2,250 y un 
costo fijo mensual de $2,020,550. Si vende cada muneca a un precio de $5,525, ^cuantas 
munecas debera producir y vender mensualmente con el objeto de garantizar que el 
negocio se mantenga en el punto de equilibrio? 

SOLUCION Sea x el numero de munecas producidas y vendidas cada mes. El costo total 
de producir las x munecas es: 

C, =2,250jc+2,020,550. 

Puesto que cada muneca se vende a $5,525, el ingreso obtenido por vender x munecas 
es: 

/=5,525x. 

El punto de equilibrio se obtiene cuando el ingreso total es igual al costo total; esto es: 
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I = C, 

5,525x = 2,250x +2,020,550 
3,275.x = 2,020,550 

x = 2,020,550 = 6 19.96 
3,275 

Observe que, teoricamente, el punto de equilibrio se obtiene cuando se producen y 
venden 619.96 munecas, lo cual es imposible en la realidad (no se pueden fabricar y ven¬ 
der una cantidad no entera de munecas). ^Que se puede decir en este caso? El punto de 
equilibrio no se ajusta a la realidad. Sin embargo, conocer el punto de equilibrio dado por 
el modelo es de utilidad ya que sirve para saber que si no se desea que el negocio este en 
perdida, se deben producir y vender al menos 620 munecas mensualmente. sa 

EJEMPLO 2 ■ Punto de equilibrio 

El costo total diario (en pesos) de producir x lamparas esta dado por: 

; C, =l,250x +150,000 

S 

1. Si cada lampara se vende a $2,000, ^cual es el punto de equilibrio? 

2. Si el precio de venta se incrementa a $2,500 por lampara, ^cual es el nuevo punto 
de equilibrio? 

3. Si se sabe que al menos se pueden vender 150 lamparas al dfa, ^que precio 
debera fijarse con el objeto de garantizar que no haya perdida? 

SOLUCiON 

1. Si cada lampara se vende a $2,000, el ingreso obtenido por la venta de x 
10 s lamparas es: 

I = 2,000x. 

En el punto de equilibrio se tiene I = C t , esto es: 

2,000x = l,250x+150,000 
750x =150,000 
x = 200. 

El punto de equilibrio esta en 200 lamparas. De modo que deberan producirse y 
venderse 200 lamparas cada dia para garantizar que no haya ni utilidad ni perdida. 

La figura anterior da una interpretation grafica del punto de equilibrio. Cuando 
x < 200, el costo total C t excede al ingreso total I y hay perdida. Cuando x > 200, 
el ingreso total I excede al costo total C t , de modo que se obtiene una utilidad. 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 

FIGURA 3 2. Si el precio de venta aumenta a $2,500, el ingreso en este caso es 

I - 2,500x. 

El punto de equilibrio es 

2,500x=l,250x +150,000 
1250x = 150,000 
x = 120. 
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Con el nuevo precio de venta el punto de equilibrio es de 120 lamparas. 

3. Sea p pesos el precio fijado para cada lampara, entonces los ingresos obtenidos 
por la venta de 150 lamparas son I = 150/? y el costo total de producir 150 lampa¬ 
ras es C t = 1,250(150) + 150,000 = 337,500. Con el proposito de garantizar una 
situacion de equilibrio se debe tener I — C t , esto es 

150/? = 337,500 
p = 2,250. 

Luego, si se supone que diariamente se venden 150 lamparas el precio que se debe fijar 
por lampara debe ser de $2,250, para garantizar que no haya ni perdidas ni ganancias. n 
Es conveniente aclarar que cuando en situaciones reales se utilizan relaciones lineales 
para describir la dependencia entre las variables, no se puede aflrmar que la verdadera 
relacion sea efectivamente lineal sino, mas bien, que la relacion lineal es una buena apro- 
ximacion de los datos observados sobre el rango de interes. Cuando los datos observados 
se encuentran sobre o cerca de una recta, es posible utilizar una relacion lineal como una 
representacion aproximada de los datos. Existen ejemplos donde los datos presentados 
pueden estar cerca de una h'nea recta, pero no es razonable emplear una ecuacion lineal 
para describir la dependencia de las variables; la relacion entre los costos totales de cons- 
truccion y el numero de casas construidas era cuadratica. En principio, un analisis del 
punto de equilibrio puede quedar sin alteracion en los casos no lineales. La diferencia solo 
radicara en que el algebra requerida para encontrar el punto de equilibrio es mayor. 

EJEMPLO 3 ■ Equilibrio en la constructor 

Si la constructor Rayen estima que los costos totales anuales de construccion de * 
casas esta dado por C ( = 2.0625x + 19.25x millones de pesos y decide vender cada 
casa en 54.3125 millones de pesos, determine la cantidad de casas que debe construir 
anualmente para poder garantizar que se mantendra en equilibrio. 

SOLUCIOn Los ingresos totales por vender x casas a 54.3125 millones cada una estan 
dados por: 

/ = 54.3125*. 

Con el proposito de quedar en el punto de equilibrio, los ingresos totales deben ser 
iguales a los costos totales; de modo que: 

2.0625.x 2 + 19.25* =54.3125* 

2.0625* 2 - 35.0625* =0 
*(2.0625*-35.0625) =0 

As! * = 06 


2.0625*-35.0625 =0 
35.0625 

* =-= 17 

2.0625 

Por tanto, existen dos puntos de equilibrio en este problema. Observe que a pesar 
de que * = 0 es un punto de equilibrio, no tiene sentido economico; luego, la 
constructora debera construir 17 casas anualmente para mantenerse en equilibrio. ■ 
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_J MODELO DE DEPRECIACION LINEAL 

Las maquinarias, las instalaciones, los edificios y otras clases de activos necesarios para 
las operaciones de las empresas sufren, por su uso, una disminucion de sus valores que 
no puede evitarse con los gastos corrientes de reparaciones. Puesto que el capital inver- 
tido debe permanecer constante, es necesario estudiar la forma de establecer un fondo 
de reserva que compense esta perdida de valor. 

La depreciation es la perdida de valor no recuperada con el mantenimiento que 
sufren los activos y se debe a diferentes factores que causan finalmente su inutilidad, 
obligando por tanto al reemplazo del activo. A1 terminar la vida de un activo, debe reem- 
plazarse, invirtiendo para ello un valor que recibe el nombre de costo de reemplazo. 

Durante la vida util del activo debe guardarse periodicamente cierta suma para crear 
con ella un fondo que recibe el nombre de reserva para depreciation y que debe ser 
igual al costo de reemplazo al terminar la vida util del activo. 

La vida util o duracion probable de un activo se determina con la experiencia, y tanto 
los expertos en estas materias como los fabricantes de equipos y maquinarias senalan 
la vida util de los distintos activos estableciendo as/ el calculo de la depreciacion. 

Cuando el activo deja de ser util, siempre conserva algun valor, asi sea como chatarra 
o material de desecho; este valor recibe el nombre de valor de salvamento o desecho. 

El agotamiento es la perdida progresiva de un activo por reduccion de la cantidad 
aprovechable del mismo. Tal es el caso de los minerales cuya cantidad disminuye por 
la operacion de extraccion hasta agotarse. Estos activos reciben el nombre de activos 
agotables y no pueden recuperarse. 

La cafda en desuso ocurre cuando, por razon de nuevos inventos o perfecciona- 
miento tecnico no resulta economica la utilizacion de cierto activo; es el caso de las 
computadoras, impresoras, etc. 

Existen varios modelos para determinar el cargo que periodicamente debe hacerse 
por concepto de depreciacion. En esta seccion solo presentaremos el modelo de depre- 
ciacion lineal. Es el mas simple de todos y el mas utilizado en las empresas. El supues- 
to del modelo de depreciacidn lineal es que la depreciacion anual es la misma para toda 
la vida util del activo y, de acuerdo con esto, cada ano se reservan partes iguales, de tal 
modo que al terminar la vida util del activo, se tenga un fondo de reserva que, sumado 
al valor de salvamento o desecho, de el valor de reemplazo. 

Al designar por C el costo inicial (que se supone que sera igual al de reemplazo), por 
S el valor de salvamento y por n los anos de vida util, la depreciacion anual D se plan- 
tea mediante la siguiente ecuacion: 



Veamos como se utiliza este modelo. 

EJEMPLO 1 ■ Uso del modelo de depreciacion lineal 

Cierto equipo de una compafua tiene un costo de US$5,000 y una vida util estimada 
de 4 anos. Si el valor de salvamento corresponde al 10% del costo inicial, hallar la 
depreciacion anual. 


SOLUCION En este caso, se tiene 
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FIGURA 4 



I 

i 


C = 5,000 

S =5,000(0.1) = 500 


_ 5,000-500 

4 


1,125 


El valor de depreciacion anual para este equipo es de $1,125 (dolares). El fondo 
de reserva crece cada ano en una cantidad fija y el valor en libros (valor registrado 
en los libros o planillas de contabilidad) del activo disminuye en la misma cantidad; 
si estos valores sucesivos se representan graficamente se observa que son puntos de 
una recta. ■ 


A pesar de ser este el modelo mas usado, hay dos objeciones importantes en contra 
de su aplicacion; 

• No tiene en cuenta los intereses sobre el fondo de reserva. 

• Las maquinarias y los equipos se deprecian mas rapidamente en sus primeros 

anos de uso. 

Ademas, debe tenerse en cuenta que durante los primeros anos de uso el gasto por 
reparaciones es pequeno y aumenta con el transcurso del tiempo, llegando a ser consi¬ 
derable en los ultimos anos. 


OFERTA Y DEMANDA 

Las leyes de oferta y demanda son dos relaciones fundamentales en cualquier analisis 
economico. ■ 

La cantidad d de cualquier artfculo que sera adquirido por los consumidores depende 
del precio del artfculo en el mercado. Cualquier relacion que especifique la cantidad de 
un determinado artfculo que los consumidores estan dispuestos a comprar a varios nive- 
les de production se denomina ley de la demanda. 

La ley mas simple es una relacion lineal p = md + ben donde p es el precio por uni- 
dad del artfculo y my b son constantes. La grafica de una ley de demanda se suele 11a- 
mar curva de demanda. 

Es un hecho conocido que si el precio por unidad de un artfculo aumenta, la deman¬ 
da por el artfculo disminuye, ya que menos consumidores podran adquirirlo, mientras 
que si el precio por unidad disminuye la demanda aumentara. Si la ley de la demanda 
es lineal p = m d + b, lo anterior se traduce diciendo que la pendiente m de la recta es 
negativa. Por otra parte, como tanto el precio p como la cantidad de artfculos d no son 
cantidades negativas, la grafica de la ley de demanda solo debe dibujarse en el primer 
cuadrante. 

La cantidad s de un determinado artfculo que los proveedores (vendedores) estan 
dispuestos a offecer depende del precio p al cual puedan venderlo. Cualquier relacion 
que especifique la cantidad de cualquier artfculo que los fabricantes (o vendedores) 
puedan poner en el mercado a varios precios se denomina ley de la oferta. La grafica 
de una ley de oferta se llama curva de la oferta. 

En general, los proveedores inundaran el mercado con una gran cantidad de artfcu¬ 
los si pueden ponerlos a un precio alto, mientras que colocaran una menor cantidad de 
artfculos si el precio obtenido es mas bajo. La oferta aumenta al subir el precio. La ley 
mas simple es la lineal p = m s + b. 
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FIGURA 6 


Si el precio de un producto es muy alto, los consumidores no lo adquiriran (puede ser, 
por ejemplo, sustituido por otro), mientras que si el precio es muy bajo, los proveedores 
no lo venderan. En un mercado competitivo, cuando el precio por unidad depende solo de 
la cantidad demandada y de la oferta, siempre existe una tendencia del precio a ajustarse 
por si mismo; de modo que la cantidad demandada por los consumidores iguale la canti¬ 
dad que los proveedores estan dispuestos a ofrecer. 

Se dice que el punto de equilibrio del mercado ocurre en un precio cuando la canti¬ 
dad demandada es igual a la cantidad ofrecida y corresponde geometricamente al punto 
de intersection de las curvas de oferta y demanda, como se ilustra, para el caso lineal, 
con la figura 6: 

EJEMPLO 1 ■ Determination de la ley de demanda 

Un comerciante puede vender 30 equipos de sonido al dfa al precio de $55,550 cada 
uno, pero puede vender 40 si les fija un precio de $52,500 a cada equipo. Determine 
la ley de demanda suponiendo que es lineal. 


SOLUCION Si d representa la cantidad demandada y p el precio por equipo, lo 
que se tienen son las coordenadas de la curva de demanda: d=30,p = 55,550 y 
d = 40, p = 52,500. 

Dado que la ley de demanda es lineal se tiene: 

55,550-52,500 

m =-= —305 

30-40 

p =-305^ + 64,700 

que es la ecuacion pedida. 


EJEMPLO 2 ■ Punto de equilibrio del mercado 

Si las ecuaciones de la demanda y la oferta son, respectivamente 

„ 1 

D : p =-jc+12 

180 

O: p — —x+8 
300 


determine el punto de equilibrio del mercado. 
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SOLUCION: 

Igualando las dos ecuaciones se tiene 


—— jc+12 
180 


1 

300 


x+8 


De donde el equilibrio del mercado se obtiene cuando el precio es p = 9.50 y la 
cantidad demandada x = 450. a 
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Costo unitario del jarabe de limdn 
Costo unitario de pisco I 
Costo unitario de pmcesamiento I | 


Precio de la bolsa 



t 

Ganancia 


Medida de desempeno 


FIGURA 7 


EJEMPLO 3 ■ Determination de precios 

La compama Oscar Sour Ltda. produce y vende pisco sour congelado en bolsas 
plasticas de 700 cc. Para esto combina dos ingredientes: jarabe de limon y pisco de 
35 grados; mezcla los dos ingredientes, empaca el pisco sour, lo congela y lo 
distribuye a diversos restaurantes y bares en la ciudad de Santiago. Oscar, el fundador 
de la compama, se ha propuesto obtener ganancias inmediatas y sabe que su decision 
bias critica consiste en determinar el precio de la bolsa de pisco sour al por mayor. 

El plan de mercadotecnia de Oscar le impide modificar el tamano de la bolsa 
(centimetros cubicos de contenido de producto) y la calidad del producto (variaciones 
en su receta). Construya un modelo para esta situation. 

SOLUCION Debido a que Oscar desea obtener ganancias inmediatas, nuestro objetivo 
es claro, y consiste en encontrar un modelo con el cual se pueda analizar la ganancia 
obtenida por la empresa. La medida de desempeno que elegiremos sera la ganancia 
semanal. Puesto que la decision mas critica es determinar el precio de la bolsa de 
pisco sour al por mayor, esta sera nuestra variable de decision. 

Los costos fijos de Oscar Sour Ltda. son los siguientes: arriendo del local donde 
procesa el pisco sour, pago de un prestamo que fue solicitado en el pasado, salarios, 
servicios de agua y luz (los cuales se estimaran semanalmente). Por otra parte, es 
posible estimar el costo del jarabe de limon (por bolsa), el costo del pisco de 
35 grados (por bolsa) y el costo unitario de procesamiento; en este ultimo se han 
incluido la preparacion de la mezcla, el empaque, el etiquetado y la entrega. « 


Las variables de entrada y salida del modelo asi como su clasificacion se detallan en 
la figura 7. 

Para determinar con mayor facilidad las relaciones entre las variables de salida y las 
de entrada existe un recurso muy util que ayuda a estructurar el pensamiento: los dia- 
gramas de influencias. En general, un diagrama de influencias muestra las conexiones 
entre las variables de entrada y las medidas de desempeno. Para la creacion de un dia¬ 
grama de influencias se inicia con una medida de desempeno (si existen varias, se elige 
una) y se descompone en dos o mas variables intermedias, que se combinaran mate- 
maticamente en el modelo y permitiran definir esa medida de desempeno; a continua- 
cion cada una de las variables intermedias se vuelven a descomponer en otras variables 
intermedias conexas. Este proceso de descomposicion continua hasta que se llegue a las 
variables de entrada. 

Ilustraremos esta creacion con nuestro ejemplo. A partir de la medida de desempe¬ 
no, ganancia semanal, se definen sus dos componentes —ingreso total y costo total—; 
a continuacion se siguen descomponiendo estas dos variables intermedias en sus com¬ 
ponentes constitutivos; despues se subdivide cada una de estas en otras y asf sucesiva- 
mente (vease la figura 8). El proceso termina cuando todas las variables de entrada han 
sido definidas. 
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FIGURA 8 


Con el diagrama de influeneias se determinan las ecuaciones del modelo: 

Ganancia = Ingreso total - Costo total 

Ingreso total = (precio de la bolsa por mayor) (bolsas demandadas) 

Costo total = Costo de procesamiento + Costo de ingredientes + Costos fijos 
Costo de ingredientes = (cantidad de jarabe de limon) (costo unitario del jarabe de 
limon) + (cantidad de pisco) (costo unitario del pisco) 

Costo de procesamiento = (bolsas demandadas) (costo unitario de procesamiento) 

Observe que el asignar nombres a las variables en este caso, en lugar de aclarar el 
panorama, lo vuelve un tanto borroso. Por este motivo, es usual en casos como este 
(modelacion en un negocio) utilizar una hoja de calculo electronico para presentar el 
modelo. El uso de hojas de calculo (por ejemplo, el programa Excel) tiene la ventaja 
adicional de ser de gran utilidad al querer analizar el modelo permitiendo rapidamente 
considerar diversos casos, asignar valores a las variables de decision y los parametros. 

Antes de pasar nuestro modelo a Excel, note que aun no hemos terminado; para con- 
cluir la construccion del modelo es necesario estimar la demanda de bolsas de pisco 
sour. Por lo general, esta estimation no es sencilla y requiere investigaciones previas 
—un estudio de mercado—. Para el ejemplo, supongamos que este estudio ya se reali- 
zo y se ha podido determinar lo siguiente: si el precio de la bolsa al por mayor es de 
$3,560 no se podra vender el producto, pero por cada diminution de $100 se podran 
vender 400 bolsas adicionales. 

Con esta informacion y suponiendo linealidad, nos sera posible estimar la ley de 
demanda para la bolsa de pisco sour. Si d denota la demanda de bolsas de pisco sour y 
p el precio de la bolsa al por mayor, se tiene: 
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m = —4 

d =14,240-4 p 

El modelo utilizando Excel para Oscar Sour Ltda. serfa: 
; Edition ' Ver tnsertar Eormatti; y tfarrarnrert:as. 

m &■ :fi. j 3*! | *> T 

ji Arial > ; 10 7 j M X ;S | 

G23 ' ."""... 





Oscar SourCo.-Modelo de Gananclas Semanales 

2 

Variable de decisidn 


m 

Precio de la bosa de 700cc 

53.560 

MS 

Parametros 


m i 

Costo unitario de procesamient 

5 72,30 

6 

Costo unitario de Jarabe de Lirr 

5166,70 

ms 

Costo unitario de pisco 35° 

$5360 

S': 

Costos fiios 

$ 11755.546 

Mi 

Ecuaci6n de demanda de bolsas 1 

10 

Intersecclon 

14240 

i;i 

Pendiente 

-4 

m 



13 



W. 



15 



16, 

Resultados ftsicos 


17 

Bolsas demandadas 

0 


Resultados financieros 



Inqresos 

$0 

M 

Costos de procesamiento 

lOjm 

'm 

Costo de los inaredierrtes 

$ 

22 

Costas generates 

$1755.546 

m 

Costo Total 

51755.54660 

Mi 

Ganancia (antes de impuesto) 

-51.755.546,0f‘ 


Observe que se han separado claramente la variable de decision de los parametros, 
se ha colocado la ecuacion de la demanda y se han separado los resultados fxsicos de 
los resultados financieros. Cada celda se programa de acuerdo con las relaciones obte- 
nidas anteriormente. Por ejemplo, en la celda B24 se ha colocado B19-B23, lo que 
corresponde a la ganancia. El analisis del modelo y la toma de decisiones se deja como 
ejercicio para el lector. 


EJERCICIOS 


1. El costo variable de fabricar una silla de estilo es de $3,850 y 
los costos fijos son de $82,000. Determine el costo total de 
fabricar x sillas al dia. ^.Cual es el costo de fabricar 100 sillas 
al dfa? 

2. Una fabrica de pelotas de tenis tiene costos fijos mensuales 
de $2350,00 y le cuesta $750 fabricar cada pelota. Si la 
empresa vende una pelota en $950. 

(a) Determine el costo total de fabricar x pelotas al mes. 

(b) Determine el ingreso total por la venta de x pelotas al mes. 



(c) ^Cual es el costo y el ingreso total si la empresa produce 
y vende 5,000 pelotas? 

3. Una fabrica de gorras tiene costos fijos semanales de 

$485,000 y la fabricacion de cada gorra le cuesta $565. Si la 
empresa vende una gorra en $1,250. 

(a) Determine el costo total de fabricar x gorras a la semana. 

(b) Determine el ingreso total por la venta de x gorras a la semana. 

(c) ^Cual es el costo y el ingreso total si la empresa produce 
y vende 1,850 gorras semanalmente? 
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4 . Los costos fijos de una fabrica de vestidos infantiles son de 
$11,175 millones de pesos al mes y le cuesta $6,500 confec- 
cionar un vestido. Si cada vestido es vendido en $12350. 
Determine la cantidad de vestidos que debe confeccionar para 
mantenerse en equilibrio. 

5 . Los costos fijos por fabricar eierto articulo son de $150,000 a 
la semana y los costos totales por fabricar 20 unidades a la 
semana son de $225300. Determine la relation entre el costo 
total y el numero de unidades producidas, suponiendo que es 
lineal. £Cual sera el costo de fabricar 33 unidades a la semana? 

6. Un hotel alquila una habitacion sencilla a una tarifa de US$ 

30 por la primera noche y de US$ 27 por cada noche siguien- 
te. Exprese el costo total para una persona que se hospeda x 
noches en el hotel. 

7. El Stade Franyaise arrienda salas para cumpleanos a un costo 
de $2300 por persona mas un cargo adicional de $15,000. 
Encuentre el costo que fijara el Stade por x personas. 

8. Una empresa de buses intermunicipales fija el costo de un 
boleto considerando que depende directamente de la distancia 
viajada. Un recorrido de 40 kilometros cuesta $7350, mientras 
que un recorrido de 60 kilometros cuesta $11,850. Determine 
el costo de un boleto por un recorrido de x kilometros. 

9. A continuation se muestra la grafica del costo total y del ingre- 
so total de una empresa. Determine el punto de equilibrio. 



10. El costo de producir x artfculos esta dado por C, = 28x + 6000 
y cada articulo se vende a $40. 

(a) Encuentre el punto de equilibrio. 

(b) Si se sabe que al menos 450 unidades se venderan, ^cual 
deberia ser el precio fijado a cada articulo para garantizar 
que no haya perdidas? 

11. Un fabricante produce artfculos a un costo variable de $0.85 
cada uno y los costos fijos diarios son de $280 al dia. 

(a) Si cada articulo puede venderse a $11, determine el punto 
de equilibrio. 

(b) Si el fabricante adquiere una nueva maquina que le permi- 
te reducir el costo de production a $0.7 por articulo pero 
le incrementa los costos diarios a $350, por el cargo por 
intereses, ^es esto ventajoso? 


12. El costo de producir x artfculos al dia esta dado en dolares por 
C, = O.lx 2 + 4x + 80. Si cada articulo puede venderlo a 10 
dolares, determine el punto de equilibrio. 

13. Una compania de refinamiento de maiz produce gluten de 
maiz para alimento de ganado, con un costo variable de 
$38,000 por tonelada. Si los costos fijos son de 55 millones de 
pesos por mes y el alimento se vende a $63,000 por tonelada: 

(a) ^Cuantas toneladas deberan venderse para que la compa¬ 
nia tenga una ganancia mensual de 270 millones al mes? 

(b) ^Cuantas toneladas, como minimo, deberan venderse al 
mes para que la compania no tenga perdida? 

14. Una empresa determina que si produce y vende x unidades 
de un articulo, el ingreso total por las ventas sera 100\Tx~. 

Si el costo variable por unidad es de $2 y el costo fijo es de 
$1300 por dia, determine la cantidad de artfculos x que debe 
producir y vender para mantenerse en equilibrio? 

15. El margen de utilidad de una compania es su ingreso neto 
dividido entre sus ventas totales. El margen de utilidad en 
cierta compania aumento 0.02 con respecto al ano anterior. El 
ano anterior vendio su producto en $1300 y tuvo un ingreso 
neto de $2350,000. Este ano incremento el precio de su pro¬ 
ducto en $250 por unidad, vendio 2,000 mas y tuvo un ingreso 
neto de $3370,000. La compania nunca ha tenido un margen 
de utilidad mayor que 0.15. ^Cuantos de sus productos vendio 
la compania el ano pasado y cuantos vendio este ano? 

16. En una ciudad de Estados Unidos se estan realizando planes 
preliminares para la construction de un estadio nuevo para un 
equipo de beisbol de ligas mayores. Los funcionarios de la 
ciudad cuestionan la cantidad y rentabilidad de los palcos de 
lujo planeados para el piso superior del estadio. Las corpora- 
ciones y los particulares pueden comprar los palcos por US$ 
100,000 cada uno. El costo de construction fijo para el area 
del piso superior se estima en US$ 1300,000, con un costo 
variable de US$ 50,000 para cada palco construido. 

(a) ^Cuantos palcos de lujo se necesitan vender para llegar al 
punto de equilibrio? 

(b) Los pianos preliminares del estadio muestran que hay 
espacio disponible para la construction de hasta 50 palcos 
de lujo. Los promotores indican que hay compradores dis- 
ponibles y que los 50 palcos podrfan venderse si se cons- 
truyeran. ^Cual es su recomendacion respecto a la cons¬ 
truction de palcos de lujo? ^Que ganancia se anticipa? 

17. Eastman Publishing Company esta considerando publicar un 
libro de texto en rustica sobre aplicaciones de hojas de cdlculo 
para negocios. El costo fijo de la preparation del manuscrito, 
diseno del libro de texto y preparation de la produccidn se esti¬ 
ma en US$ 80,000. Los costos variables de production y mate¬ 
rial se estiman en US$ 3 por libro. Se estima que se podran 
vender 4,000 ejemplares. El editor planea vender el texto en las 
librerfas de las universidades por US$ 20 cada uno. 

(a) £ Cuantos libros se necesita vender para alcanzar el equili¬ 
brio? 
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(t>) tQue perdida o ganancia puede anticipate con una venta 
de 4,000 ejemplares? 

(c) Con una venta de 4,000 ejemplares, £cual es el precio 
mfnimo por ejemplar que debe cobrar el editor para llegar 
al punto de equilibrio? 

(d) Si el editor supone que el precio por ejemplar podrfa 
incrementarse a US$25.95 sin afectar la estimacion antici- 
pada de venta de 4,000 ejemplares, ^que ganancia o perdi¬ 
da puede anticiparse? 

18. Una maquina tiene un costo inicial de 120,000 dolares, una 
vida util de 6 anos y un valor de desecho de 30,000 dolares. 
Elaborar un cuadro de depreciacion utilizando el modelo de 
depreciacion lineal. 

19. Usted compro un automovil en $7450,000. ^Cual es el valor 
del automovil despues de t anos, suponiendo que se deprecia 
cada ano un 8% de su costo original. ^Cual es el valor del 
automovil despues de 4 anos? 

20. Sea P el precio de adquisicion de un activo, S su valor de 
desecho y n su vida util. Determine un modelo que le permita 
determinar el valor V del activo despues de t anos. 



REPASO 


1-12 ■ Discuta la validez de cada una de las afirmaciones. 

1. La utilidad practica de un modelo depende de su complejidad. 

2. Un modelo, generalmente, describe con exactitud un fenome- 
no de la vida real. 


3. Todo modelo presupone ciertas condiciones que permiten su 
posibilidad de aplicacion, es decir, involucra diferentes supuestos. 

4. No existe una sola fonna correcta de construir un modelo de 
una situacion problematica. 

5. Una ventaja del proceso de modelacion es que frecuentemente eli- 
mina la necesidad de conocer con profundidad el ambiente que es 
objeto de estudio puesto que es una simplification de la realidad. 

6. Generalmente, un modelo permite tomar la mejor decision 
para la situacidn del mundo real. 

7. Un modelo evita utilizar el juicio y la experiencia minimizan- 
do la posibilidad de una equivocation. 

8 . Para toda situacion problemitica existe un modelo cuantitativo 
que permite analizarla. 

9. El proceso de construction de un modelo cuantitativo termina 
al encontrar las ecuaciones o relaciones entre las diferentes 
variables utilizadas. 


10. Un modelo matematico no requiere ser validado ya que la 
matematica es una ciencia exacta. 

11. Cuando se hace una hipotesis sobre cualquier relacidn entre 
los datos, ya se esta empezando a formular la/s ecuacion/es de 
un modelo. 


21. Una maquina tiene un valor de 60,000 dolares y debe depre- 
ciarse hasta 5,000 dolares en 5 anos. Determine el porcentaje 
fijo de depreciacion. 

22. Suponga que se depositan las depreciaciones de un bien en un 
fondo que devengue intereses, de tal modo que el incremento 
anual sea la suma del cargo anual por depreciacion y del inte- 
res ganado en el fondo, en el mismo ano. Modifique el mode¬ 
lo de depreciacion lineal de tal manera que se consideren 
dichos intereses. 

23. Un equipo tiene un costo inicial de 80.000 dolares, un valor 
de desecho de 2,000 dolares y una vida util de 15 anos. Si las 
depreciaciones se depositan en un fondo de amortization a 
una tasa de 7%, determine el valor en el fondo al final de 8 
anos, el valor en libros al final de 8 anos, la depreciacion que 
debe cargarse al final del decimo ano? 

24. Analice el modelo de la compama Oscar Sour Ltda. y tome 
una decision sobre el precio al por mayor de la bolsa de pisco 
sour. 


12. Un modelo es adecuado si nos es util en la toma de decisiones 
y satisface nuestras necesidades. 

13. Explique cual es la diferencia entre datos y modelos. 

14. ^Cual es el significado de una ecuacion matematica en la cual 
los datos, valores de los parametros, no se conocen con preci¬ 
sion? iQue tipo de suposiciones tenderfan a justificar el uso 
de modelos en situaciones de este tipo? 

15. Se ha dicho que un dato nunca ha sido la causa para rechazar 
un modelo, no importa que dicho dato no confirme las hipote¬ 
sis. Lo unico que puede hacer que un modelo sea rechazado es 
otro modelo. <,Esta usted de acuerdo con esta afirmacion? ^Por 
que si o por que no? Suponiendo que esta afirmacion sea ver- 
dadera, ^que papel juegan entonces los datos en la validacion 
de un modelo? 

16. La maximization de las utilidades es considerada generalmen¬ 
te la medida de desempeno para las empresas. ^Debe ser siem- 
pre asi? Mencione otros objetivos que pudieran ser adecuados. 

17. Cuantos mas conocimientos se tengan de las diferentes teorfas 
matematicas, los modelos que se pueden construir describiran 
en forma mis apropiada la realidad-objeto de estudio. ^Esta 
usted de acuerdo con esta afirmacion? ^Por que si o por que 
no? ^Para que cree usted que sirva el estudio de las teorfas 
matematicas, en particular el calculo? 

18. El comercio entre dos parses se produce cuando dos o mas 
parses estan diferentemente dotados de los diversos factores 
de production (mano de obra, tierra y capital) y cuando nece- 
sitan los diferentes bienes que resultan de las diferentes com- 
binaciones de estos factores. Por ejemplo, una region con 
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grandes extensiones de tierra pero con poco trabajo y capital 
que cultiva cafe puede necesitar importar maquinaria de un 
pais que tiene mas capital y mano de obra. Si se supone que: 

(a) Un pafs exportara los bienes cuya production requiere los 
factores que en el abundan. 

(b) Un pafs importara los bienes que necesita, pero que 
requieren factores de produccion de que carece. 

r ' (c) Las importaciones deben pagarse con las exportaciones. 
Utilice conjuntos para modelar el problema y escriba las con- 
diciones necesarias para que se produzca el comercio. 

19. Un hospedaje le alquila un cuarto a una persona a una tarifa 
de $23 300 por la primera noche y de $22,325 por cada noche 
siguiente. Construya un modelo que le permita a esta persona 
calcular sus gastos de hospedaje. 

20. Si se sabe que en cada salon disponible para presentar un exa- 
men pueden acomodarse 55 estudiantes. 

(a) Construya un modelo que le permita estimar el numero de 
salones por utilizar, si se conoce el numero total de inscriptos. 

(b) Construya un modelo que permita estimar la cantidad de 
i inscripciones que se pueden aceptar de acuerdo con la 

capacidad del establecimiento. 

21. Un constructor civil se ha dado cuenta de que para poder rea- 
lizar en un tiempo determinado un trabajo es importante esti¬ 
mar la cantidad de personal que debe contratar. Durante los 
ultimos meses ha registrado los siguientes datos: 



Para construir un modelo para esta situation, determine: 

(a) Medidas de desempefio. 

(b) Variables de decision. 

(c) Restricciones tedricas y ffsicas. 

(d) Relaciones del modelo. 

22. Un cuadrado magico es una disposicion cuadrada de numeros 
con la propiedad de que la suma a lo largo de cada fila, 
columna y diagonal es la misma. Determine un modelo que 
permita construir cuadrados magicos que tengan tres ftlas y 
tres columnas. 

23. Una companfa desea alquilar tiempo de publicidad tanto en 
radio como en television, de modo que alcance el mismo 
numero de clientes potentiates en ambos medios de difusion. 
Cada minuto de publicidad en radio cuesta $262300 y cubre 
12,000 clientes potenciales, mientras que cada minuto de 
publicidad en television cuesta $564375 y alcanza 16,000 
clientes potenciales. Si la companfa tiene un presupuesto asig- 
nado de P pesos, construya un modelo que le permita estimar 
cuantos minutos se deberan contratar en cada medio de difu¬ 
sion para cumplir el objetivo fijado y utilfcelo para responder 
a la pregunta: ^cuantos minutos debera contratar la companfa 
en cada medio de difusion si el presupuesto asignado es de 
$78,750,000? 


24. Una empresa que organiza fiestas infantiles cobra por cada 
nifio invitado $3,500, mas un cargo de $38300. Construya un 
modelo que le permita estimar los costos de realization de una 
fiesta infantil si contrata a esta empresa. 

25. Se sabe que un insecto vive tres afios. Para estudiar el crecimien- 
to de la pobiacion de estos insectos se ha considerado que solo 
es necesario tomar en cuenta el crecimiento de la pobiacion de 
insectos hembras. La pobiacion de hembras ha sido dividida en 
tres clases: menores (0 a 1 afio), jovenes (1 a 2 afios) y adultos 
(2 a 3 afios). Se sabe que las menores no depositan huevos; cada 
joven produce un promedio de cuatro insectos hembras y cada 
adulta un promedio de tres hembras. La tasa de supervivencia de 
las menores es de 50% (es decir, la probabilidad de que sobrevi- 
va una hembra menor y se convierta en joven es de 021), mien¬ 
tras que la tasa de supervivencia de una joven es de 25%. Si al 
initio del estudio se tiene una pobiacion de 100 hembras de las 
cuales 40 son menores, 30 jovenes y 30 adultas, se desea prede- 
cir la pobiacion de insectos de cada clase a traves del tiempo. 

(a) ^Cual es el supuesto realizado para el estudio de esta 
situation? ^Lo considera apropiado? 

(b) Construya un modelo que permita predecir la pobiacion 
de insectos de cada clase a traves del tiempo. 

26. Una receta de galletas de harina de trigo requiere de 1 2/3 de 
tazas de harina para hacer cuatro docenas de galletas. Construya 
un modelo que le permita estimar la cantidad de harina necesa- 
ria para elaborar una cantidad determinada de galletas. 

27. Un bacteriologo ha colocado tres cepas de bacterias: B,, B 2 y 
B 3 en un tubo de ensayo, donde seran alimentadas con tres 
diferentes fuentes alimenticias denotadas por A,, A 2 y A 3 . Si se 
sabe que cada bacteria de la cepa B, consume 2 unidades de 
Aj, 1 unidad de A z y 1 unidad de A 3 ; cada bacteria de la cepa 
B 2 consume 2 unidades de A,, 2 unidades de A 2 y 3 unidades 
de A 3 y cada bacteria de la cepa B 3 consume solo 4 unidades 
de A, y 1 unidad de A 3 . 

Si cada dfa el bacteriologo coloca en el tubo 1500 unidades de 
A„ 600 unidades de A 2 y 2200 unidades de A 3 . Construya un 
modelo que permita responder a la pregunta: ^cuantas bacte¬ 
rias de cada cepa pueden coexistir en el tubo de ensayo 
y consumir diariamente todo el alimento? 

28. Una escalera de L metros de longitud se apoya sobre una pared. 
Construya un modelo que le permita calcular la altura que 
alcanza el extremo superior de la escalera sobre la pared, si: 

a) Se conoce la distancia entre el extremo inferior de la esca- 
lera y la pared. 

b) Se conoce el angulo que forma la escalera con el suelo. 

29. Construya un modelo que le permita calcular la altura de un 
edificio, si se conoce la longitud de la sombra y el angulo del 
sol sobre la horizontal. 

30. Si se pide un prestamo de P pesos a un interes simple durante 
t afios a una tasa de interes anual del r por ciento, construya 
un modelo que le permita saber cual es la cantidad efectiva- 
mente pagada por este prestamo al cabo de los t afios. 
Encuentre datos reales para validar su modelo. 
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CAPhTULO 2 MODELOS MATEMATICOS 


31. Suponga que se tiene un capital de P pesos y se depositan a 
una tasa de interes anual del r por ciento durante n anos. 
Construya un modelo que le permita saber cual es la cantidad 
de dinero que se tendra al final de los n anos, si: 

(a) Los intereses se van acumulando al capital trimestralmente. 

(b) Los intereses se van acumulando al capital mensualmente. 

(c) Los intereses se acumulan al capital m veces al ano. 

32. Los bancos, las uniones de credito y otras instituciones de 
ahorro con frecuencia ofrecen dos cantidades cuando anuncian 
las tasas que pagaran. La primera, la tasa de interes anualizada 
real, es la tasa nominal. La segunda cantidad es la tasa equi- 
valente que produciria la misma cantidad final, o valor futuro, 
al final de un ano si el interes que se paga fuese simple en 
lugar de compuesto, es la tasa efectiva o rendimiento anual 
efectivo. Como el interes normalmente se compone varias 
veces por ano, la tasa efectiva regularmente es un poco mayor 
que la tasa nominal. 

(a) Encuentre el rendimiento anual efectivo de una cuenta 
que paga una tasa nominal de 6.50%, compuesto trimes¬ 
tralmente. 

(b) Construya un modelo que le permita encontrar el rendi- 
miento anual efectivo de una cuenta que paga una tasa 

, nominal de r por ciento compuesto trimestralmente. 

(c) Construya un modelo que le permita encontrar el rendi¬ 
miento anual efectivo de una cuenta que paga una tasa 
nominal de r por ciento compuesto m veces al ano. 

33. Para estudiar la tasa a la cual aprenden los animales, un estu- 
diante de psicologt'a realizo un experimento en el que se 
enviaba una rata blanca en repetidas ocasiones por un laberin- 
to de laboratorio. El estudiante obtuvo con este experimento 
los siguientes resultados: 


Intento N° 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Tiempo para atravesar 


7 

10 

13 

16 

19 

22 

25 

28 

31 

el laberinto (minutos) 

4 

2 

3 

4 

5 

6 

T 

8 

9 

10 


(a) Construya un modelo que permita analizar la situacion y 
responder 

(i) /Cuanto tiempo tardara la rata en atravesar el laberinto en 

el intento 23? 

(ii) /Cuantos intentos deberan hacerse para que la rata atra- 

viese el laberinto en 3.05 minutos? 

(iii) /Podra la rata atravesar el laberinto en menos de 3 minutos? 

(b) De respuesta a las siguientes preguntas, justificandolas de 
acuerdo con el modelo construido: 

(i) /Cuanto tiempo tardara la rata en atravesar el laberinto en 

el intento 23? 

(ii) /Cuantos intentos deberan hacerse para que la rata atra- 

viese el laberinto en 3.05 minutos? 

(iii) /Podra la rata atravesar el laberinto en menos de 3 minutos? 

34. A una empresa le cuesta $39,375 producir 10 unidades de 

cierto artfculo al dia y $63,000 producir 25 unidades del 
mismo artfculo al dfa. 

(a) Determine el modelo de costo suponiendo que es lineal. 

(b) /Cual es el costo de producir 32 unidades de este artfculo al 
dfa? 

(c) /Cual es el costo variable y el costo fijo por artfculo? 


(d) Si el precio del artfculo en el mercado es de $3,255, 
/cuantas unidades de este producto deben venderse (por 
lo menos) diariamente para que la empresa no tenga 
perdidas? 

35. Un consumidor puede comprar un producto cualquiera elegido 
entre dos. Su ingreso total le permite comprar 5 unidades de 
uno de los productos o 10 del otro. Suponiendo que la relation 
entre los ingresos fijos y las cantidades de los dos productos 
que puede comprar es lineal. Encuentre la ecuacion que mode- 
la esta situacion. 

36. Una empresa que produce un solo producto puede lanzar al 
mercado tantas unidades como desee y sea capaz de producir 
a un precio de $787.5. Con la maquinaria que posee puede 
fabricar hasta 600 unidades por dfa. El costo fijo total es de 
$105,000 por dfa y el costo unitario es de $262.5. Si se supone 
linealidad, encuentre un modelo para esta empresa que le per¬ 
mita calcular la cantidad de unidades que debe producir dia¬ 
riamente para, al menos, cubrir todos los gastos. 

37. Una fabrica ha recibido una oferta para ensamblar un cierto 
numero de chips para PC a US$28.50 cada uno. Para cumplir 
con esta orden la firma tiene dos altemativas: (1) subcontratar 
parte de las operaciones de montaje a otra companfa, con lo 
cual el costo variable se reducirfa a US$16 por unidad, 
debiendo cancelar un monto total fijo de US$44 mil por ese 
contrato o (2) pagar US$152,000 por el alquiler de una maqui- 
na programada para la insertion de partes. Si se alquila esta 
maquina, se reducirfa a US$9 el costo variable por unidad. 

(a) Modele la situacion suponiendo linealidad. (No considere 
otros costos fijos probables, salvo los indicados). 

(b) /Cual es el nivel de production sobre el cual el negocio es 
rentable? 

(c) Determine claramente los intervalos en donde cada alter- 
nativa es mas rentable respecto de la otra. Suponga que el 
maximo numero de chips por ensamblar es 18,000. 

38. Una companfa que produce un solo producto, opera dos plan- 
tas. En una de las plantas (planta A) el costo unitario diario es 
de $1,050, los costos fijos diarios son de $52,500 y puede pro¬ 
ducir diariamente 100 unidades de producto. En la otra planta 
(planta B) el costo unitario diario es de $375, los costos fijos 
diarios son de $105,000 y puede producir diariamente 150 
unidades de producto. La companfa ha fijado un precio de 
$2,625 por unidad de producto. Si se supone linealidad, cons¬ 
truya un modelo para la companfa que le permita responder 
las siguientes preguntas: 

(a) /Cual de las dos plantas es la mas automatizada? /Por que? 

(b) Calcule el punto de equilibrio para cada planta. 

(c) Si cada planta opera al mismo nivel absoluto de produc¬ 
tion que la otra, /con que production la operation de la 
planta B resulta mas provechosa que la de la planta A? 

(d) Si la companfa divide la production en partes iguales 
entre las dos plantas, /cudl es la demanda minima que la 
companfa debe conseguir para que ambas plantas alcancen 
el punto de equilibrio? 

(e) Si puede venderse diariamente la production total de 
ambas plantas, /cual es el beneficio total de la firma? 
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39 Se sabe que la produccion de motores para camiones requiere 
(jos veces mas tiempo que la produccion de motores para 
automoviles. Cuando una fabrica solo produce motores de 
automovil fabrica 80 motores y cuando solo se dedica a pro¬ 
duct motores de camion fabrica 40 motores. 

(a) i,Cual es la ecuacion que describe la relacion de capacidad 
entre los dos tipos de motores? 

(b) Indique las restricciones de las variables. 

(c) Si no se utiliza la capacidad total, muestrese en una grafi- 
ca la region que representa las posibles combinaciones de 
motores de automovil y camion. 

40. Una empresa va a cerrar, pero antes de hacerlo debe cumplir 
dos contratos. Uno de los contratos estipula que al cliente A 
debe suministrarsele diariamente al menos 6 unidades de los 
productos X e Y combinados. El segundo contrato especifica 
que al cliente B se le debe suministrar diariamente al menos 8 
unidades de los productos X e Y combinados. 

(a) Construya un modelo que describa las posibles combina¬ 
ciones de produccion que satisfacen los requerimientos de 
los contratos. 

(b) Si cada unidad del producto X requiere 1 hora-hombre y 
cada unidad de producto Y 2 horas-hombre y hay sola- 
mente 20 horas-hombre disponibles al dfa, muestrese que 
combinaciones de produccion satisfacen estos requeri¬ 
mientos. 

(c) Si una norma del sindicato prohfbe el empleo de menos de 
8 horas-hombre al dfa, muestrese las combinaciones de 
produccion factible. 

41. Una empresa esta planeando la produccion de dos de sus pro¬ 
ductos para la semana siguiente. El producto A requiere 6 
horas de fundicion, 3 horas de manufacture y 4 horas de aca- 
bado; mientras que el producto B requiere 6 horas de fundi- 
cion, 6 horas de manufacture y 2 horas de acabado. Se sabe 
que en la siguiente semana se dispone en total de 110 horas en 
fundicion, 150 horas en manufacture y 60 horas en acabado. 
Construya un modelo para esta situacion. 

42. Una fotocopiadora tiene un valor de $550,000, una vida util de 
5 anos y un valor de desecho de $80,000. Realice un cuadro de 
depreciation utilizando el modelo de depreciation lineal. 

43. Si se compra una maquina en $15,755,000, ^cual es el valor 
de la maquina despues de 10 anos, suponiendo que se depre- 
cia, cada ano, un 5% de su costo original? 

44. Una empresa compra por $ 125 , 575,800 U n piso en un edificio 
para instalar sus oficinas. Si se deprecia cada ano en el 10% 
de su valor en libros, calcule el valor en libros al final del 
quintoano. 

45. Un equipo cuyo costo initial es de $26,250,000 tiene una vida 
util de 12 anos al final de los cuales no tiene ningun valor y 
debe eliminarse para ser reemplazado por otro de igual valor. 
Halle el valor del equipo al cabo de 6 anos. 

46. Una flota de taxis tiene 25 automoviles. Cada uno recorre 
aproximadamente 300 kilometres diarios y gasta en promedio 
9 litres por kilometre. Si el precio de la bencina es de $450 
por litre. Construya un modelo que le permita a la empresa de 
taxis estimar los costos por concepto de bencina. 


47. Un aumento en el costo de la materia prima obligo a una 
fabrica de produccion de modulos para estanterfas a incremen- 
tar el precio de su modulo base de $13,520 a $16,900. Como 
resultado de este incremento las ventas cayeron de 3,000 a 
2,600 diariamente. Construya un modelo que le permita estu- 
diar la sensibilidad del precio del modulo base sobre la 
demanda y utilfcelo para responder a la pregunta: iQue pasa- 
rfa con las ventas si la companfa baja el precio del modulo 
base a $10,550? 

48. El administrador de un minimarket encuentra que las ventas 
de paquetes de papas fritas son de 10,000 paquetes a la sema¬ 
na cuando el precio por cada paquete es de $656, pero que las 
ventas se incrementan a 12,000 cuando el precio se reduce a 
$570 por paquete. Determine la relacion de la demanda supo¬ 
niendo que es lineal. 

49. A un precio de $1,350 por unidad, una empresa ofrece 8,000 
arreglos florales para mesas de restaurante al mes; a $2,100 
por unidad, la misma empresa producira 14,000 arreglos flora- 
res al mes. Determine la relacion de la oferta suponiendo que 
es lineal. 

50. Un fabricante de destomilladores puede vender 3,000 al mes a 
$1,050 cada uno, mientras que solo puede vender 2,000 des¬ 
tomilladores a $1,445 cada uno. Determine la ley de demanda 
suponiendo que es lineal. 

51. Si para un cierto producto el precio unitario se fija en $2,100 
los consumidores comprardn 10,000 unidades por mes, mien¬ 
tras que si el precio por unidad es fijado en $2,625 los consu¬ 
midores compraran 900 unidades por mes. Con base en ello: 

(a) Suponiendo linealidad, determine la ley de demanda para 
este producto. 

(b) Si la ley de la oferta para este artfculo es 

1 1680 si 0< ^ <6000 

2625 + (w) Si q - 600 ° 

Determine el punto de equilibrio y la cantidad total gastada por los 
consumidores en este producto con el precio de equilibrio. 

52. Un comerciante puede vender 200 unidades de cierto artfculo 
al dfa a $15,725 por unidad y 250 unidades a $14,175. La ley 
de oferta para este artfculo esta estimada mediante la ecuacion 
6p = x + 48 

(a) Determine la ley de demanda para este artfculo, suponien¬ 
do linealidad. 

(b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio. 

(c) Determine el precio y la cantidad de equilibrio si se ha 
fijado un impuesto de $1,785 sobre el artfculo. ^Cual es el 
aumento en el precio y la disminucion en la cantidad 
demandada? 

(d) iQue subsidio por unidad incrementaria la demanda en 24 
unidades? 

(e) ^Con que impuesto adicional por unidad debe gravarse el 
artfculo de modo que el precio de equilibrio por unidad se 
incremente $567? 



1. Defina con sus palabras: 

(a) Que es un modelo. 

(b) Modelo concreto. 

(c) Modelo simbolico. 

(d) Modelo analogico. 

(e) Modelo matematico. 

(f) Modelo determinfstico. 

(g> Modelo probabilfstico. 

(h) Variables de decision. 

(i) Parametro. 

(j) Medida de desempeno. 

(k) Variables de consecuencia. 

2. Un propietano de un exclusivo centra de belleza esta tratando de decidir cuanto debiera 
cobrar por el derecho a un masaje antiestres. Para esto decide intentar un experimento: 
variar el precio y anotar la cantidad de clientes atendidos. Un dfa cobra $12,000 por masaje 
y atendio a 30 clientes, cuando cobro $11,375 atendio a 45 personas, cuando cobra $10,500 
atendio a 60 personas y cuando cobro $9,375 atendid a 75 personas. 

(a) Construya un modelo para esta situacion. 

(b) Utilice el modelo construido para estimar la cantidad de clientes diarios que debera 
atender si fija un precio de $8,000 por masaje. 

(c) Utilice el modelo construido para estimar el precio que debe fijar por masaje si desea 

atender a 125 clientes diariamente. 

3. Suponga que se tiene una moneda no cargada, es decir, resulta igualmente probable obtener 
una cara o un sello cuando la moneda es lanzada. Un tahiir le propone el juego siguiente: 
si usted lanza la moneda cuatro veces obteniendo dos cards y dos sellos, en cualquier 
orden, el le pagard a usted $5,500 pero si no lo logra usted le pagard a 61 sdlo $5,000. 

■ '■ iQu6 modelo matematico representana estd situacion? ^Qu6 pregunta le gustaria ver res- 
pondida por este modelo? 

Una hormiga se mueve en una hoja de papel, usted obserya que el desplazamiento horizon¬ 
tal de la hormiga es inversamente proportional a su desplazamiento vertical al cuadrado. 
Construya un modelo de esta situation que le permita saber si la hormiga pasara dos veces 
por un mismo punto fijo en la hoja si aquella continua desplazandose de igual forma. 

5. Un centra de modelacion esta preparando un seminario de dos dfas, el cual va dirigido al 
personal de empresas y tiene por objeto ensenar un software que es utilizado en el analisis 
de diferentes modelos y simulation de los mismos. Cada participante trabajara con un com- 
putador en las practicas de analisis dadas por el instructor. La cuota proyectada para el 
seminario es de $157,500; el costo por la sala de conferencias, honorarios (instructor y 
ayudantes de laboratorio) y la promotion del seminario es de $2,520,000. El centro alquila- 
ra computadores para el seminario con un costo diario de $15,750 por computador. 

(a) Elabore un modelo que le permita estimar la utilidad total del seminario. 

(b) El personal de promotion ha pronosticado una inscription de 30 estudiantes para el 
seminario. iQue utilidad se obtendra si el pronostico es preciso? 

(c) Calculc el punto de cquilibrio. 

6. Suponga que una firma acepta la siguiente relation precio-demanda como realista: 

525d = 420,000 - lOp, donde p esta entre $10^00 y $36,750, d representa la demanda 
anual para un producto en unidades y p el precio por unidad. 

(a) ^.Cuantas unidades puede vender la firma a un precio de $10,500 por unidad? a un 
precio de $36,750 por unidad? 

(b) Construya el modelo para el ingreso total. 

(c) Con base en otras consideraciones, la administracidn de la empresa solo considera alter- 

nativas de precio de $15,750, $21,000 y $26,250. Use el modelo para determinar la 
altemativa de precio que maximizara el ingreso total. 








(d) ^Cuales son la demanda anual y el ingreso total esperados de acuerdo con el precio 
recomendado (el que maxitniza el ingreso total)? 

7. Se tienen $131,250,000 y se desean tener $472,500,000 despues de 3 anos. Construya un 
modelo que le permita responder las siguientes preguntas: 

(a) ^Que tasa de interes compuesto capitalizable anualmente (los intereses se abonan al 
capital al final de cada ano) debe pagar el banco? 

(b) i,Qu6 tasa de interes compuesto capitalizable mensualmente (los intereses se abonan al 
capital al final de cada mes) debe pagar el banco? 

8 . Se desea construir un tanque con base cuadrada horizontal y lados rectangulares verticales, 
sin tapa, con una capacidad determinada. Si se construye con un material que tiene un 
costo de $5,250, construya un modelo del costo total del material. 

9. Se sabe que un ser humano de cierta edad pierde diariamente 0.0003 kg de calcio. Una per¬ 
sona que tiene 18 kg de calcio empieza a perderlo. 

(a) Construya un modelo que le permita estimar la cantidad de calcio que tiene esta perso¬ 
na d dias despues que eomenzii a perderlo. 

(b) Utilice el modelo para estimar despues de cuantos dias esta persona tendra 16 kg de 
_ calcio. 

10. Un profesor, por razones de comparacion, quiere cambiar la escala de las calificaciones de 
cierta prueba escrita, de modo que la calificacion maxima siga siendo 7, pero el promcdio 
sea 5.6 en lugar de 3.92, 

(a) Determine un modelo lineal que le permita hacer predicciones al rcspeclo, 

(b) Si en la nueva escala 4.2 es la calificacion mas baja para acrcditar, i,cual fue la califica¬ 
cion mas baja para acreditar en la escala original? 

11. Una persona desea pedir un prestamo a 3 anos y pucde realizar pagos de $26,250 al final 
de cada mes. Si el interes es del 8% compuesto mensualmente. Construya un modelo que 


NUMEROS REALES 


y • n: iEn la naturaleza abundan las sucesiones y series; por 
' -4> - • ejemplo, la sucecion de Fibonacci esta escondida en la 

intrincada estructura del caracol de un nautilus. 


El matematico, como el pintor o el poeta, es hacedor de modelos. 

G.H. HARDY 






En el capitulo anterior modelamos algunas situaciones utilizando herramientas mate- 
maticas para ello. En este sentido, podemos pensar que el conjunto de los numeros rea¬ 
les es un modelo razonable del tiempo. Por ejemplo, el tiempo es continuo y no pode¬ 
mos decir cuando pasamos de un instante a otro, pero sabemos y sentimos que sucede, 
transcurre sin detenerse ni exhibir espacios de no tiempo, tal cual ocurre con los nume¬ 
ros reales. Por otro lado, los numeros reales nos ayudaran a tener una vision mas pro¬ 
funda para la modelacion de la realidad ffsica que nos rodea dando las primeras nocio- 
nes del calculo modemo y sentando las bases para su entendimiento de manera global, 
teniendo en cuenta la construccion de los numeros reales utilizando sucesiones. Sin em¬ 
bargo, no podemos continuar sin revisar uno de los principios mas difundidos en el pen- 
samiento matematico: la induccion matematica. 



INDUCCI6N matematica _ 

Existen dos aspectos importantes en las matematicas: el descubrimiento y la demostra- 
cion, que tienen igual importancia. Es necesario descubrir algo para tratar de demos- 
trarlo y solo se puede estar seguro de su validez cuando se haya demostrado. Por ejem¬ 
plo, si consideramos el polinomio p(n)=n -n +41 y evaluamos algunos valores: 
p(l) = 1, p(2) = 43, p( 3) = 47, p(4) = 53, p{ 5) = 61, p(6) = 71, p(l) = 83, podemos 
observar que todos estos resultados son numeros primos. En efecto, se puede ver que 
p(n) es primo para todos los naturales hasta n = 40. En este punto parece razonable con- 
jeturar que p(n) es primo para todo natural n. Pero esta conjetura es muy prematura ya 
que p(41) = 41 2 no es primo; es decir, no podemos estar seguros de la validez de una 
afirmacion independientemente de cuantos casos hayamos revisado, necesitamos un ar- 
gumento convincente, una demostracion. 

Como hemos visto a lo largo de anos anteriores el conjunto mas sencillo de nume¬ 
ros es el conjunto de los Naturales (N) 1,2,3,... No solo conocemos dicho conjunto nu- 
merico sino que tambien conocemos sus propiedades algebraicas, pero la mas impor- 
tante es el principio de induccion matematica. Comenzaremos con el siguiente ejemplo 
que nos dara sentido a este principio: 

Supongamos una fila infinita de personas, donde cada una de ellas ha recibido ins- 
trucciones de traspasar cualquier information a la persona que le sigue. Se cuenta un 
secreto a la primera persona de la fila; es claro que cualquier persona se enterara del se- 
creto en algun momento. Este es el sentido y espfritu del principio de induccion. 

Tratemos de analizar la consecuencia de lo que acabamos de enunciar. Primero, para 
que todas las personas escuchen el secreto, se debe traspasar, es decir, debe ocurrir que si 
la persona numero n escucha, esta debe traspasar el secreto a la persona n + 1. Sin embar¬ 
go, para que alguna persona tenga la posibilidad de escuchar el secreto, una primera per¬ 
sona debe conocerlo; si esta persona es la primera, entonces todos conoceran el secreto en 
algun momento. Ahora, enunciemos de modo formal estas dos condiciones. 

Es necesario descubrir algo para tratar de demostrarlo. Solo se puede estar seguro de 
su validez cuando se lo haya podido demostrar. 


PRINCIPIO DE INDUCCION 


Cierta propiedad P(n) es verda dera para todo n natural riempre que: 

(1) P(l) es verdadera^ - 

(2) Si P(k) es verdadera, entonces P(k+l) tambieni o-es. 

Esto indica que cualquier afirmacion sobre N tal que es verdadera para 1 es verda¬ 
dera para todos los naturales si podemos probar que la afirmacion es cierta para el na- 
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tural k + 1 suponiendo que es verdadera para k. La suposicion de que P(k') es verdade- 
ra se conoce como hipotesis de induction (H.I.). A modo de ejemplo: suponga que he- 
mos podido conjeturar que 5 n -l es divisible por 4 para todo n G N, a partir de la ob- 
servacion de varios casos. Entonces estamos interesados en demostrarla para todo IN. 
En este caso, la propiedad o afirmacion P(n) que debemos demostrar es: 

P(n) = 5"-l es un multiplo de 4 para todo n G N. 

Ahora usemos el principio de induccion matematica para probar esto. 

Primero debemos probar que la afirmacion es cierta para n = 1, lo cual es verdad ya 
que 5 l —1 = 4 y 4 es divisible por 4. 

Ahora supongamos que la afirmacion es cierta para k, es decir, 5*-l es divisible por 
4 (H.I.); esto es equivalente a decir que 5*-l es multiplo de 4 y debemos probar que la 
afirmacion es verdad para k + 1 utilizando la hipotesis de induccion, esto es, debemos 
demostrar que 5 k+1 — 1 es multiplo de 4. 

En efecto,5* +1 -l = 5 X 5*-l =(4+l)5*-l = 4x5*+5*-l = 4x5* + (5*-l), 
lo cual es la suma de dos multiplos de 4 y por consiguiente 5* +/ -l es tambien multiplo de 
4. Luego, por el principio de induccion, esta afirmacion es verdadera para todo nE.N 

EJEMPLO 1 ■ 

para todo y a * 1. 

SOLUCION Aplicaremos el principio de induccion. 

(1) para n =1 se tiene que 1 + a l — —-- = —-- = —— + ^ , por tanto, la 

a -1 a -1 a-l 

igualdad es verdadera para n= 1. 


0 *+i_i 

(2) Suponiendo que l + a-i - \-a k = —-, hay que demostrar que 

a -1 


l+a + —Ea* +1 = 


a k+2 — 1 


\+a + — t-a k + a k+I =(l+a + — \-a k )+a k+1 , 
pero por hipotesis de induccion se tiene que 


1+a+ ... +a * +a « , = . 

a—l a -1 

= a* +1 -1 + a k+2 -a M _ a k+2 -1 

a -1 a-1 


Hemos probado la afirmacion para k + 1 suponiendo la afirmacion cierta para k, ade- 
mas de verificar la afirmacion para 1. Entonces, por el principio de induccion, la afir- 
macion es cierta para todo n G^V. H 

En general, el principio de induccion matematica funciona de igual manera, para 
afirmaciones sobre los naturales n>m para cualquier m G JN- En el ejemplo de la fila 
infinita de personas, si la persona 1000 conoce un secreto, a partir de ella todos cono- 
ceran el secreto si se cumple la condicion de traspasar la informacion a la siguiente per¬ 
sona de la fila. Ilustremos esto con el siguiente ejemplo. 
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EJEMPLO 2 ■ Demostrar que la suma de los anguios interiores de un poii'gono 
convexo de n iados es (n-2)ji. 



FIGURA 1 


SOLUCION Recuerde que n > 3 y que je equivale a 180 grados; entonces nuestro 
analisis es sobre los naturales mayores o iguales a 3. 

Para n = 3 tenemos un triangulo del cual sabemos que la suma de sus anguios 
interiores es Jt = (3 - 2 )ji. Ahora supongamos la afirmacion cierta para k y 
demostremosla para k + 1.0 sea, debemos demostrar que la suma de los anguios 
interiores de un poii'gono convexo de k + 1 lados es (k + 1 -2)ji. 

Trace un segmento que una dos vertices con un vertice entre ambos, como lo 
muestra la figura 1. 

Podemos ver que el poii'gono ha sido dividido en dos poh'gonos, un triangulo y un 
polfgono de k lados; entonces por hipotesis de induccion se tiene que la suma de los 
anguios interiores de poii'gono original es igual a la suma de los anguios interiores del 
polfgono de k lados y el triangulo, lo cual suma n + (k - 2)k = (k + 1 - 2)jt, quedando 
demostrado por induccion la afirmacion. ■ 



1-7 ■ Usando el principio de induccion matematica demuestre que: 

1. El producto de tres naturales consecutivos es siempre multiplo 
de 3. 

es divisible por 3 para todo nE IN- 
es divisible por 5 para todo nE IN- 
^3 2 ” ~1 es divisible por 8 para todo nE IN- 

5. n >2n+l para todo n >3. 

6. S 2 " 1 +6 2 " 7 es divisible por 7 para todo nE IN- 

7. Si n E IN es impar, entonces 24 divide a n (n 2 -l). 

8 . Use induccion para demostrar que n 2 n + 41 es primo. Indique 
donde falla el principio de induccion. 


9-12 ■ Demuestre que: 

9. 1 + 2 + ... + „ = lfctt). 

2 

io. l 3 + 2 3 +--- + « 3 = w2 ( w + 1 ) 2 . 

4 

„ 1 1 1 n 

1*2 2*3 w*(w+l) /i+1 


12 . 1x2 + 2 x 2 2 +3 x 2 3 +...+nx2 n =2(l + (n-l)2”). 


13. Demuestre que la suma de los n primeros numeros impares es 
n 2 , para todo nE N- 

14. Demuestre que todas las diagonales de un polfgono convexo 
de n lados son n(n-3)/2. 

15. Demuestre que la suma de los anguios exteriores de un polf- 
gono convexo de n lados es 2 ji. 

16. Sea h > 0, entonces demuestre que (l+h) n >1 +nh para to¬ 
do n E N- 

1 . 1 1 5 

17. Demuestre que + _ , — ,• 

H n+ 1 h+2 n+\+n 6 


18. Demuestre que 

4 4 2 4 3 4" 5l (-4)” 


19. Demuestre que 100 > n 2 para todo n > 100. 

20. Deduzca y demuestre una desigualdad que relacione a lOOra 


21. Demuestre que 1 +2 Z + ■■■ + rr ~ 


2 n(n+ l)(2n+ 1) 
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22. Demuestre que 8 2 ° _ 5 2 “ nunca es un cuadrado perfecto. 

23. El numero armonico H t se define como h, = 1 + - + — — . 

* k 2 k 

D 

Praebe que H 2 n > 1 +—. 

24. Escriba la hipotesis de induccion en cada caso: 

a) La suma de todos los primos menores que n es 4n + 1. 

b) La medida del angulo interior de un polfgono regular de n 

i j n -1 

lados es Jt—-— 


27. Muestre que la suma de los primeros n terminos al cuadrado 
es igual a la suma de los primeros n terminos, cada uno de 
ellos al cubo. 

28. iPara que valores de n natural se cumple que 2 n n 2 + 2n + 2 ? 

2 3 

29. Demuestre que y + -y + -y- e N, para todo n natural. 

30. ^Es verdad que ^ + > 1, para todo n natural? 

31. Demuestre que a-b divide a a" —b”. 


c) La suma de tres numeros consecutivos es multiplo de 6. 

d) 2 5n+1 -2 es divisible por 7. 

25. ^Cuales de las afirmaciones anteriores son ciertas y cuales falsas? 

26. Demuestre que el ultimo digito de 2 2n - 1 es 7. 


32. ^Es verdad que « 4 + 1 > In 2 para todo n natural? 


33. Conjeture para que valores de n natural se cumple que 
n (n + 1) (n + 2) es multiplo de 4. Pruebe su conjetura. 


34. Demuestre que 1 + 3 2 + • • • + (2 n — l) 2 = 


2 «(2« - l)(2w +1) 



SUCESIONES _ 

Algunas modelaciones de capitalizaciones continuas, ciclos estelares, etcetera, pueden 
realizarse utilizando el concepto de sucesiones. Sin embargo, el concepto de sucesion 
en si es el centra de estudio de esta seccion. 

Como hemos mencionado anteriormente, el numero v /2 es un numero irracional al 
igual que jt; esto es, no se pueden escribir como el cociente entre dos enteros. Conside- 
remos el numero it = 3.141592654... y los siguientes numeros: 

3,3.1, 3.14, 3.141,3.1415,3.14159,3.141592, 3.1415926, etcetera. 

Cada uno de estos numeros es un racional y la secuencia de ellos se va acercando a 
Jt. Si se denotan estos numeros por a =3, a =3.1, a =3.14, a 4 =3.141... y as f sucesiva- 
mente, estamos en presencia de una sucesion a„ con nE: Jbl de numeros racionales que 
tiende a Jt. Este hecho sera fundamental en el resto del capitulo. 


■ Definicion 1 Una sucesion es un conjunto infinito de numeros escritos en un orden 
especffico: a l ,a 2 ,a 3 ,...,a n ,... Lo fundamental aquf es que cada miembro del conjunto 
ha sido etiquetado con un submdice natural, siendo el numero a, el primer termino, a 2 el 
segundo, y en general el termino n-esimo a n . Definimos a la sucesion {a„},o simplemen- 

te <*„■ 

Veamos algunos ejemplos: 


EJEMPLO 1 a Sucesion de numeros pares 
Consideremos el conjunto de los numeros pares: 2,4,6,8,... 

Este conjunto puede considerarse como Jos elementos de una sucesion. Si represen- 
ta el primer numero par, a 2 el segundo, « 3 el tercero y a n el n-esimo par, esta sucesion 
sera escrita por: 

^ = 2,^ =4,a 3 =6,..., 


a„ = 2n,... 
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Observe que para conocer todos los miembros de una sucesion basta con establecer 
cual es su termino general o n-esimo a n . Si por ejemplo se desea determinar en la su 
cesion de los pares el termino siguiente a a n = 2n, basta con reemplazar n por n +1 pa¬ 
ra obtenerlo, a n+J =2(n+l)=2n+2 . 

En general, el determinar el termino general de una sucesion no es un proceso tan sen- 
cillo e incluso no siempre se puede describir una sucesion con un termino general, co- 
mo lo ilustra el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 2 ■ Sucesion de numeros primos 

Si consideramos la sucesion de los numeros primos: b { = 2 , b 2 = 3, b } =5, b 4 =7,... ^sera po- 
sible describir, para cualquier n, el termino n-esimo b n de esta sucesion? A pesar de diversos 
intentos realizados a lo laigo de la historia, esto no ha sido posible, ya que no existe una re¬ 
gia general para encontrar todos los numeros primos, a pesar de saber que son infinitos. ■ 


Ya desde tiempos remotos la cultura maya conocia el concepto de sucesion para prede- 
cir con exactitud los eclipses que se vendrfan o las fases de Venus. Mas adelante Leo¬ 
nardo Fibonacci planted, en el siglo XII, el siguiente problema que trataremos de mo- 
delar: “Una pareja de conejos tarda un mes en alcanzar la edad fertil; a partir de ese 
momento coda vez engendra una pareja de conejos, que a su vez, tras ser fertiles, en- 
gendraran coda mes una pareja de conejos. iCuantos conejos habra al cabo de un de- 
terminado numero de meses ?”. 

Partamos con una pareja recien nacida, por lo que el primer mes hay 1 pareja; como 
esta pareja alcanza la edad fertil al cabo de un mes, para el segundo periodo sigue ha- 
biendo 1 pareja de conejo, pero en edad fertil, de lo que se sigue que al tercer mes esta 
pareja ya tiene una pareja de crfas; por consiguiente, en este mes hay 2 parejas, una de 
ellas en edad fertil y la otra no. Al cuarto mes la pareja fertil tiene otra pareja de crfas, 
habiendo 3 parejas de conejos en este mes, y dos de ellas son fertiles y una no, por lo 
que en el quinto perfodo ambas parejas fertiles tienen crfas, teniendo en total 5 parejas, 
tres fertiles y dos no. Podemos observar que al sexto mes estas tres parejas tienen crfas 
y por lo tanto hay 8 parejas, y asi sucesivamente. En resumen: 


Mes 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

... 

Parejas 

1 

1 

2 

3 

5 

8 

... 


Llamemos f„ al numero de parejas de conejos que hay en el n-esimo mes, es decir, 
f=l,f=h f=2, f= 3, etcetera. Nuestro modelo matematico para resolver este problema 
se reduce a encontrar (si se puede) el termino general f de esta sucesion. Observemos que 
hasta ahora podemos decir cuantas parejas hay al sexto mes y a partir de esto cuantas ha¬ 
bra al septimo, octavo mes, etc. Pero en general lo que esta ocurriendo en cada mes es que 
el numero de parejas es igual al numero de parejas del mes anterior mas las nuevas crfas 
que, por su parte, es exactamente la misma cantidad de parejas fertiles de dicho mes que 
corresponden a todas las parejas del mes anterior a el. Es decir, la cantidad de parejas de 
cada mes, a partir del tercer mes, es igual a la suma de los dos periodos anteriores; esto es: 

/ n =/ M -l+/„2./l =1 ./2 =1 - 

Esta sucesion es recursiva de dos pasos ya que para calcular cualquier termino se recu- 
rre a los dos anteriores; es la famosa sucesion de Fibonacci, la cual aparece en muchas 
otras aplicaciones en la naturaleza, tales como el crecimiento de la concha de ciertos 
moluscos y los cuemos de los rumiantes, etcetera. 
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EJEMPL03 ■ Sucesion del ahorro de dinero 

Consideremos que juntamos dinero en una alcancfa de la siguiente manera: el primer 
dfa ponemos $1 peso, al dfa siguiente $2 pesos, al siguiente $3 pesos, al siguiente $4 
pesos y asf sucesivamente. ^Cuanto dinero tendremos al dfa 10? De una formula ge¬ 
neral del dinero ahorrado en el dfa n. 

SOLUQON Sea s „ el ahorro en el dfa n-esimo, entonces s , = h s 2 =1+2=3, s 3 =l+2+3=6, 

■s, =l+2+3+4=10,s.= 1+2+3+4+5 = 15, calculando obtenemos que el ahorro en 

el decimo dfa es s =55. Ahora veamos el caso general, 

10 

s n =1+2+3H-I-h-1 + h, 

pero tambien s „ se puede escribir como s n =n + n — 14-1-3 + 2 +1, y sumando 

termino a termino se tiene que^„ +s„ = (w +1) + (ra +1) 4-t-(w + l) + (« + l) + (« + l) 

= n(n + l), dedonde^ = n(n + \) 

n * 
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Vimos en el ejemplo anterior que la suma de los primeros n naturales es n(n+ 1)/2, lo 
cual en notacion de sumatoria queda expresado por: 

'y'k _ n(n + \) ^ p Qr e j em pj 0< j a suma d e j os primeros 1000 naturales es: 

*=i 2 

= 1 + 2 + 3 + • • • +1000 = 1000 ( 1000+1) = 500500. 

Ir =1 2 


EJEMPLO 5 » Calculo de las siguientes sumas: 


5 100 1 1 8 50 

k=\ k=l K 1 fc-2> k =4 


SOLUCION 


(a) £fc 2 = l 2 +2 2 +3 2 +4 2 + 5 2 =55. 

... ^ 1 1 ,11111 1 1 1 1,1 

(b) / -- — 1 —■ H-f-h * • • H-1-1-. 

t^k k+ 1 2 2 3 3 4 99 100 100 101 101 

8 

(c) £4 = 4 + 4+4+4+4+4 = 24. 

k=3 

50 

(d) "^Ljk ~ 4+ 5 + 6H-1-50 = (] + 2 + 3)+4 + 5 + 6 + * •* + 50 — (l + 2 + 3) 


50x51 


-6 = 1269. 


PROPIEDADES DE LA SUMATORIA 

Sean las sucesiones a n y b n . Entonces para todo natural n y todo numero real X , se tiene que: 

!• X( a * ±6 *) = X b k- 
*=1 *=1 *=] 

2 - a *- 
k=l k=\ 

n n m-l 

3 - 


k-m k~\ 


PROGRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS 

Consideremos un modelo simple sobre el costo de una industria en fabricar cierto artxcu- 
lo. El costo fijo por activar la industria es de $a y el costo por articulo es de $d. Entonces 
el modelo de costo lineal de producir n artfculos es de 

a+nd. 

Esta sucesion recibe el nombre de progresion aritmetica. 

■ Definition 1 Una sucesion o progresion aritmetica, P.A., es de la forma 
a, a+d, a+2d, a+3d,...,a+nd,:.. 

El numero a es el primer termino y d es la diferencia comun entre dos terminos conse- 
cutivos. El termino n-esimo viene dado por a n = a + (n-1) d. 
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Podemos observar que la suma de los primeros n terminos de una progresion aritmetica es 
a+(a + d )-\— + {a+(n-\)d) = a + --- + a + (d+ 2d + — i -( h - 1 )</) 

n —1 n —1 

= na + 'J'kd = na + cfj'k 


k=0 k =0 


Entonces, la suma de los primeros n terminos de esta progresion aritmetica es 

V 1 ,(h-1)m 

Z,a k =na+d —. 

4=1 -A 


EJEMPLO 1 ■ Calculo de la suma de n terminos en P.A. 

Calcule los primeros 6 terminos y la suma de los primeros 300 terminos de la 
progresion aritmetica, donde sus dos primeros terminos son: 13 y 7. 

SOLUCION Sabemos que a, =13 y a 2 =7, entonces 

^=0=13 y a 2 =a + d=l3+d=7=*d--6. 

Entonces el termino n-esimo viene dado por a n = a + («—1 )d = 13 + {n — 1)(—6) = 19 — 6«. 
Luego «, = 1, a 4 =-5, a $ =-ll y a g =-17 . Usando la suma de los primeros n 
terminos tenemos que la suma de los primeros 300 terminos es 

300 300 300 300 

Ja k ^\9-6k = J\9-^6k, 

k=\ k =1 *=1 *r=l 

as! utilizando las propiedades de las sumatorias tenemos que 

300 300 

y g k =19-300- 6 Tk = 5700-6-45150 = -265200. 

4=1 4=1 m 


EJEMPLO 2 ■ Demostracion usando P.A. 

Demuestre que un triangulo rectangulo cuyos lados estan en progresion aritmetica es 
semejante a un triangulo de lados 3,4 y 5. 

SOLUCION Sean los catetos a y a+d y la hipotenusa a+2d, luego, como es 
rectangulo, entonces por el teorema de Pitagoras 

a +(a+df =(a+2df =>a=3d. 

Es decir, los lados del triangulo son 3d, 4d y 5 d. Es decir es un multiplo d del 
triangulo de lados 3,4 y 5. is 

Ahora consideremos el siguiente problema: Suponga que usted desea depositar $100 
en una cuenta de ahorro que le ofrece 5% de interes anual. De cUrsos anteriores sabe¬ 
mos que la formula del interes compuesto dice que el capital al cabo de 10 anos sera 

100(1+0.05)’° «162.9. 

Cada ano el capital fue variando de la siguiente forma: denotando a n al capital al final 
del ano n, entonces a= 100(1.05)". 
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Este modelo de crecimiento se denomina progresion geometrica y esta presente en mu- 
chos fenomenos de crecimiento poblacional. 

a Definition 2 Una sucesion o progresion geometrica, P.G. es de la forma 

a, ar, ar 2 , ar\ar 4 , ..., ar",... 

siendo a el primer elemento y r * 1 la razon de la progresion. El termino n-esimo vie- 
ne dado por 


A diferencia de una progresion aritmetica, donde la diferencia entre dos terminos con- 
secutivos es d, en una progresion geometrica el cociente entre a n+) y a n es r para todo 
n. Por otro lado la suma de los primeros n terminos de una progresion geometrica de 
primer elemento a y razon r es 

a + ar + ar 2 4- Yar n 1 = ' s £ar i ~ l = a^r k l 

*=1 k= o 

1 -r” 

= a - 

1 -r 


EJEMPLO 1 s Calculo de la suma de N terminos en P.G. 

Un inversionista deposita $400 cada 15 de diciembre y 15 de junio, durante 10 anos 
en una cuenta que produce 8% anual compuesto semestralmente. 

/Cuanto dinero habra en la cuenta inmediatamente despues del ultimo pago? 

SOLUCION Se debe determinar el monto de una anualidad; esto es, la suma de los pa- 
gos individuales desde el primero hasta el ultimo, junto con los intereses, la 
representamos como Af. Esta anualidad consta de 20 pagos de $400 cada uno. 

Como la tasa de interes de 8% anual compuesto semestralmente, la tasa por perfodo 
es de 4%. El primer pago permanece en la cuenta 19 periodos, el segundo 
18 periodos, y asf sucesivamente. El ultimo pago no recibe interes. Si contamos de 
atras para adelante, tenemos que el primer pago al cabo de los 10 anos se ha 
transformado en 400(1.04) 19 , el segundo en 400(1.04) 18 , y asf sucesivamente. Enton- 
ces la anualidad Af, que es la suma de los 2b pagos, es 

i_i 04 20 

A f =400+400(1.04) + 400(1.04) 2 +-- + 400(1.04) 19 = 400yy^-= 11911.23. 


EJEMPLO 2 ® Calculo de terminos en P.G. 


Calcule el octavo termino y la suma de los primeros 50 terminos de la progresion 
geometrica, donde sus primeros tres terminos son: 5,15 y 45. 


SOLUCION: Sabemos que los primeros tres terminos son a, ar y ar 2 , entonces 
a - 5, ar=15y ar 2 = 45, de lo cual se desprende que r=3. Luego el octavo termino 
es ar 1 = 5.3 7 = 10935. Por otro lado, la suma de los primeros 50 terminos es 


£ 5 - 3 *-' 



1-3 
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jjj TEOREMA DEL BINOMIO 

De anos anteriores hemos aprendido que el cuadrado de un binomio satisface 
(a + b) 2 = a 2 +2ab + b 2 ; 

sin embargo, no recordamos o simplemente no sabemos, hasta ahora, como se desarro- 
11a la potencia 7 de un binomio. Para hacer esto, empezaremos con algunas definicio- 
nes que seran familiares. 
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■ Demostracion: La demostracion la haremos por induction sobre n. Primero pa¬ 
ra n=l se tiene que 






a b° =a+b. 


Ahora supongamos que es verdadera para m y probemos que es cierta para m+ 1. 

(a + b) m+l = ( a+b) m (a + b) = a(a + b) m +b(a + b) m 


a k b m ~ k +b^ a k b" 

k=0 k k=Q k 


X a M b m ~ k + Y, a k b m+l ~ k 

k= 0 k k=0 k 


mm m 

y + a k b m+l ~ k + a m+l 

k =o k —1 k 


1 * 

i=0 * 


Por ejemplo, la suma de todos los coeficientes binomiales es 


X =(1+1)” =2”. 


Asimismo 


£(-l)‘ =(-l + l)" =0. 


13.21 EJERCICIOS 


1-8 ■ Calcule los primeros 4 terminos y el 100-esimo termino de 

cadasucesion 2. a n = (—l) n 


" 3 " 


3. a =5. 

n 


1. a. 
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4 n 

■ a —n . 

n 


5. a =n . 
n 


6 - t>2 n 2 . 


7. c =~\ln+l-~4n. 


8 ‘ + 


9. Considere la sucesion a = 1H— . Calcule 

V n ) 

a \ > a io > a 50 ’ a m y a 200 -y - Explique 
lo que observa. 

I 

10. Repita el ejercicio anterior con la sucesion a =f If ,donde 
f es la sucesion de Fibonacci. 

J n i 


11. Calcule la suma X k . 

k =1 

100 

12. Calcule ]T(3£ 2 - k). 

k =l 

13. Calcule la suma de los primeros n naturales al cubo. 

200 

14. Calcule la suma ^ (2 + 5k ~k 3 ) 

k=50 

n 2 k — \ 

15. Calcule la suma 'V - 

jLl ck 

k =1 J 

4 ° 2 

16. Calcule la suma Y (— — 7k). 

it=io 3 

17. Dada la sucesion a n cuyos primeros tres terminos son 12, -18 y 
27, decida si es una progresion aritmetica o geometrica y calcu¬ 
le la suma de los primeros 100 terminos. 

18. En la progresion aritmetica x -y, x, x + y,... determinar el deci- 
mo quinto termino. 

19. En una PA. el primer termino es 2 y el k-esimo es 29; hallar la 
diferencia d en esta P.A. sabiendo que la suma de los primeros 
k-esimos terminos es 155. 

20. Demostrar que si a, b y c estan en PA. entonces 

1 _1_1 

4b+4c Vc+Va 4b + 4a 

estan en P.A. 


21. Demuestre que los numeros 

- - —^r-,(a 2 +ab + b 2 ) 2 estan enP.G. 

(a+bf a 2 -b 2 


22. Desarrolle las siguientes potencias: (x-3) 3 ,(3x + 2j;)‘‘,(l-x/2)'. 

23. Determine el cuarto termino en el desarrollo de (a/3+91)) 10 . 

24. Encuentre el termino central de (a/x+x/a) 10 . 

25. Encuentre el coeficiente de x 32 , x' 1 ’ y x 6 en (x 4 -l/x 3 ) 15 . 

26. Encuentre el coeficiente de x" +1 en (x+2)"-x 3 . 

27. Encuentre el termino independiente de x en el desarrollo de 

(1/x-Vx) 15 

28. Demuestre que el coeficiente de x" -y" ■ z" en el desarrollo de 
(x+y+z) 3 " es (3«)!/(n!) 3 . 

29-33 b Encuentre la progresion aritmetica {a t } y la suma tal que 

t°k 


29. a { = 1 y d = 5 

30. « 3 = 15 y a 4 + a g = 40 

31. a 3 - a, =4 y a 4 + 2 = 5 

32. a 4 =5 y d = 10 


3 - « 2 = 3 y IX = 135 


34. Una sucesion aritmetica tiene primer termino 5 y diferencia d- 4. 
(Cuantos terminos hay que sumar para que la suma sea 230? 

35. A un empleado le ofrecen un trabajo cuyo salario es de 2,000 
dolares mensuales con aumentos anuales de 100 dolares 
mensuales. Calcule sus ingresos totales a los 10 anos de 
trabajar en ese empleo. 

36. Los puntos medios de un cuadrado de lado 1 se unen para formar 
un nuevo cuadrado. Este procedimiento se repite para cada nuevo 
cuadrado. Calcule la suma de las areas de todos los cuadrados. Cal¬ 
cule la suma de los perimetros de todos los cuadrados. 

37. El primer termino de una sucesion geometrica es 4 y el tercero 
es 36. Calcule el quinto termino. 

38. De la sucesion geometrica descrita en el ejercicio anterior 
calcule la suma de los primeros 10 terminos y la de los prime¬ 
ros n tenninos. 

3 

39. La razon de una sucesion geometrica es — .; Cual debe ser el pn- 

4 ill 

mer termino si la suma de los primeros tres terminos es — ? 

64 

40. El segundo termino de una sucesion geometrica es 4. ^Cual es 
el producto de los primeros 3 terminos? 
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41. ;Cual es la media geometrica entre a“ y a? 

42-46 « Encuentre el termino k-esimo de la sucesion geometrica 
y la suma de los primeros 10 terminos. 

42. a t = 3 y a 4 = 24 

43 . a 3 — 13 y r = 3 

44. a 2 = iya 5 = I 

45 . a i = —3 y a 4 = -0,003 

6 

46. a 4 = a 4 y ^ a* = 625 

k = 3 

47 . Una persona decide ahorrar dinero en una cuenta. Inicialmente 
deposita $1,000 a un 2% de interes anual. ^Cuanto dinero tie- 
ne ahorrado al finalizar el decimo ano? 


48. Una ciudad tiene 340.000 habitantes y su poblacion se incre- 
menta a razon del 1,25% anual. Calcule la cantidad de anos que 
deben pasar para que la poblacion sea de 384.972 habitantes. 

49. Calcule VI-— 

k +1 

n 

50. Calcule £ 2k 2 - 3k 

k -1 
21 

51. Calcule V_ th _ 

Ejk! (21 -k>! 

52. Determine los primeros tres terminos de (a - 2b) 16 . 

53. Determinar el termino libre de x en el desarrollo de 

54. ^Que es mayor (100! ) 101 , o (101 !)'°° ? 

55. Muestre que 1,01 100 > 2 . 



3.31 LIMITE DE UNA SUCESION _ 

Anterionnente mencionamos que la sucesion definida como a, =3, a l = 3, a 2 = 3,1, 
a 3 =3,14, a 4 =3,141 y asi sucesivamente, se va acercando al numero n. Este tipo de 
afirmaciones es el elemento mas importante de esta seccion: ^Cuando una sucesion a n 
tiende o no a algun numero real cuando n es suficientemente grande? Por. ejemplo, la 
sucesion formada por todos los numeros primos ordenada de menor a mayor no tiende 
a ningun numero, ya que sabemos que hay numeros primos tan grandes como quera- 
mos, mientras que la sucesion definida por a ( = 1, a 2 = 1/2, a 3 = 1/3, a 4 = 1/4, etcetera, 
claramente esta cada vez mas cerca de 0 a medida que n crece. El concepto de limite y 
su formalizacion es uno de los mas trascendentes del calculo modemo. 

■ Definicion 1 Una sucesion a n se dice que tiene limite l finito si para todo nume¬ 
ro real G > 0, existe un natural n (el cual depende de G) tal que 

\a n -/j <8 V n>N. 

En este caso, direnios que la sucesion a n es convergente a l y notaremos esto por 
lim<2„ —l o ci n —>l cuando 

n— 

la cual se lee a n tiende a l cuando n tiende a oo. Una sucesion que no converge la 11a- 
maremos divergente. 

Esta definicion (hecha por A-L Cauchy en 1821) significa en palabras sencillas que: “Da¬ 
do cualquier numero £ > 0, siempre existe un natural n tal que a partir de el todos los ter¬ 
minos, a N’ a N+i;... van estar a lo sumo a una distancia £ de /. ” 

Por ejemplo, consideremos la sucesion a n = ^^ n ; mientras n crece a n se acerca a 0, incluso 
cuando ningun termino de la sucesion es cero. Ademas, para cualquier intervalo que es- 
cojamos centrado en 0, hay un indice tal que a partir de el todos los terminos siguientes 
estan dentro de dicho intervalo. En efecto, si tomamos £ =10 -10 existe N = 10 10 +1 tal 
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que a N = - 


1 


10‘°+1 


y todos los siguientes terminos estan en el intervalo (-10 “ 10 10 ). Es 

1 


decir, la sucesion a n =l/n es convergente a eero, o sea lim—= 0. 

n 


En este ejemplo cada termino esta mas cerca de cero que el anterior a medida que n cre- 
ce, pero esto no ocurre en todas las sucesiones convergentes; a saber, si consideramos 
la sucesion a n tal que a n = 1 In si n es par y a n = 1/2" si n es impar; es decir, 

i i ]_ j_ j. 

2’2’8’4’32 , 6 , ‘" 

daramente a n tiende a 0 cuando n tiende a oo pero a n+l no es necesariamente menor que a n 

EJEMPLO 1 ■ Analisis de la convergencia o divergencia de la sucesion a n = —— ■ 

« + l 

SOLUGON Por simple inspeccion, la sucesion es 


11111678 

2’3 , 4 , 5’6’7’8 , 9’ 


Podemos observar que se acerca al valor 1 a medida que n crece, es decir, afirmamos 
, . . . n 

de manera mtuitiva que lim-= 1. 

»->~n+1 


Demostremos dicha afirmacion usando la definicion. Dado £>0 debemos encontrar 
un natural n (que depende de £) tal que a partir de el todos los terminos a n con n>N 
satisfacen | a n - 11< £. Para que | a„ -11< £ debe ocurrir que 




n-(n+ 1) 


1 

K + l 1 


n +1 


« + l 


<£ 

« + l 


entonces n + l>l/£,de donde n > 1/e -1. Es decir, si escogemos como n al primer 

natural mayor que -i-_i habremos encontrado un natural n tal que a partir de el todos 

los terminos a n con n>N satisfacen que | ——1 |<e. Por lo tanto, hemos probado 
• " + 1 
que el li'mite es 1. Veamoslo graficamente en la figura 1. 

Para este £ escogido a partir de a 21 todos los terminos a n estan dentro de la franja de 
ancho £. a 


EJEMPLO 2 ■ Estudio de la convergencia de la sucesion a„ = (~1) n 
SOLUCION Podemos observar que la sucesion es de la forma 


- 1 , 1 ,- 1 , 1 - 1 , 1 ,- 1 , 1 ,- 1 , 1 ,- 1 , 1 ,- 1 , 1 - 1 , 1 ,- 1 , 1 ,- 1 , 1 - 1 , 1 ,... 


y por tanto no existe un punto donde los terminos de la sucesion se acumulen, es de¬ 
cir, el lfmite de a n cuando n tiende a oo no existe, o sea a n es divergente. 

Sin embargo, si consideramos la sucesion a^, esta si es convergente con lfmite 1 y de 
igual modo si consideramos la sucesion de los terminos impares a 2n -i es tambien 
convergente con lfmite-1. ■ 
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■ Definicion 2 Sea a n una sucesion, entonces 

lim a n = ±°°, 

oo 

si para todo M>0 existe n E N tal que 

| a n |> M V n> IN 

En este caso, diremos que la sucesion es divergente o divergente a± oo, segun sea el caso. 

Esta definicion es analoga al caso finito, es decir, una sucesion que siempre crece mas 
alia de cualquier numero positivo se dice que es divergente a + oo; de igual modo, si de- 
crece mas alia de cualquier numero negativo, se dice que es divergente a - oo. 

EJEMPLO 3 ■ Analisis de ia convergence 
2 " 

Sea a — — y analice la convergence. 
n 

SOLUCION a =2, a 2 =2, a % =8/3, a =4, =1024/10, a m =1048576/20, etc. En rigor, da¬ 

do cualquier numero, por muy grande que este sea, siempre va a existir un natural n 
suficientemente grande tal que 2 N > M y por consiguiente 2 N IN > M. Luego a n di¬ 
verge a + oo. ■ 

Un hecho en el que no hemos reparado es la unicidad del lfmite; esto es, si a„ es 
una sucesion convergente, ^puede esta tener dos lfmites? La respuesta es no. El 
limite es unico; en efecto, supongamos que hay dos lfmites l y V, entonces hay cierta 
distancia entre ellos y de la definicion sabemos que para cualquier intervalo alrededor 
de l estan todos los terminos a n salvo una cantidad finita de ellos; luego tomando un 
intervalo alrededor de l' que no se traslape con el intervalo anterior habrfa a lo sumo 
una cantidad finita de terminos de la sucesion en dicho intervalo y esto contradice el 
hecho de que /' es lfmite de a n , por lo tanto l = l'. 

Sea A un conjunto formado por numeros, se dice que c es una cota superior 
(inferior) si para todo elemento a en A ocurre que a c (a> c). Si c es una cota 
superior de A, entonces cualquier c’>c es tambien cota superior de A, asimismo si 
c'<c, con c cota inferior, entonces c' es cota inferior de A. Decimos que un conjunto 
es acotado si tiene cotas superiores e inferiores. Ahora consideremos M la menor de 
las cotas superiores de un conjunto acotado A y supongamos que M E A, entonces 
decimos que M es el elemento maximo de A, esto es 

max{x: x E A) = M . ■ 

■ Definicion 3 El supremo s de un conjunto A es la menor de las cotas superiores 
de A. Lo denotamos 

sup A = s 

EJEMPLO 4 ■ Busqueda de supremos 

Sea A el conjunto de todos los reales x con 0sr< 1. 

Cualquier numero c 1 es una cota superior; ademas, la menor de las cotas inferiores 
es 1; por consiguiente 
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sup A = 1, 

pero no tiene un elemento maximal. De igual manera, cualquier numero m <0 es cota in¬ 
ferior. 

■ Definicion 4 El fnfimo m de un conjunto A es la mayor de las cotas inferiores de 
A. Lo denotamos 


inf A~m . 


Analogamente, se define el mfnimo m £ A, si m es la mayor de las cotas inferiores. 
EJEMPLO 5 ■ Busqueda de maximales y minimos 

Sea A-Jj\J, entonces encuentre los valores maximales y mfnimos, si los hay, de N. 

SOLUCION El conjunto de los numeros naturales no tiene cotas superiores; por 
consiguiente, no tiene maximo ni supremo. Por otro lado, cualquier c<0 es menor que 
todo elemento de , es decir, c es una cota inferior de N. Incluso cualquier real c < 1 
es tambien una cota inferior de N y por tanto inf A = 1, que tambien es el min A, o sea 


inf A = min A = 1 . 

El lector puede observar que si un conjunto A es acotado superiormente por c, todo 
real d > c es tambien cota superior de A y por consiguiente siempre es posible la me¬ 
nor cota superior de A. Esto aparece en la literatura como el axioma del supremo, que 
dice: 

Todo conjunto no vacio acotado superiormente tiene un supremo; esto es, existe un 
real c tal que sup A = c. 

De igual forma, todo conjunto acotado inferiormente tiene un fnfimo. Por ejemplo, 
el conjunto de todos los numeros primos no es acotado superiormente y no tiene su¬ 
premo, pero sf tiene fnfimo, el cual es 2. 


Definicion 5 Una sucesion a n se dice monotona creciente si para todo nE.N 


a < a. 


n+l’ 


y es monotona decreciente si para todo n ( 


Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci, definida recursivamente como , y 

4 + 2 = 4 +i + -4 > es monotona creciente ya que para cada n f r j > ^ ^^ n +\ = ^n + ^nA^n Por otro 
lado, la sucesion a n =l/n es decreciente, en efecto, a medida que n crece su recfproco 
decrece. 


Teorema 1 Toda sucesion monotona creciente (decreciente) y acotada superiormente 
(inferiormente) es convergente. Mas aun, su limite es el supremo (infimo). 

Demostracion; Sea a n sucesion monotona creciente_y acotada superiormente, entonces 
por axioma del supremo existe j=sup{a„}. Sea £>0, afirmamos que existe tal que 
s ~ a n ri < £ ’ si no s—a n > £, para todo n£J\ly por Io tanto a n <s -£ por lo que s - £ 
serfa cota superior de a n menor que s, lo cual contradice el hecho de que s — sup{a„}. 
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Pero a n es creciente, por lo que s—a n < s-a^ para todo n > n 0 . Es decir, existe n Q tal 
que para todo n> n 0 

\s~a n \<E, 

o sea 

s = lim<V 

w— 

Un buen ejercicio para el lector es demostrar que si a n es decreciente y acotada inferior- 
mente, entonces a n es convergente. 

Teorema 2 Toda sucesion convergente es acotada. 

Demostracion: Sea l el lfmite de a n cuando n—>°° , entonces para cualquier 8>0 exis¬ 
te n 0 €E N, tal que para todo n>n 0 

es decir 

-e < a n -l < e 

/-£ < a n < l+e. 

Luego 

mm{a l ,...,a„ n ,l-e} = m<a n <M = max.{a l ,...,a„ n ,l+e}. 

Dada una sucesion a n hay infinitas formas de que n— , es decir, podemos considerar 
n par, n impar, n de la forma 5m+2, etc. Para cada una de estas formas se define la su- 
cesion correspondiente, siendo un subconjunto de a n . A estas nuevas sucesiones las 11a- 
maremos subsucesiones de a n y las denotaremos a nk . Por ejemplo, si consideramos a n = 
(~l)"/n, entonces a 2m = 1/2 m y a 2m .\ = -l/2m-l. Para esta sucesion en particular obser¬ 
ve que la subsucesion a 2m converge a 0 cuando m-»oo y la subsucesion a 2m _ x tambien. 
Sin embargo si consideramos la sucesion b n = (-1)", la subsucesion b 2m — 1 lo que con¬ 
verge a 1, mientras que b 2m _] = -1 teniendo por lxmite a -1. Para entender mejor este 
hecho, establecemos el siguiente teorema: 

Teorema 3 Una sucesion a n es convergente'a l si y solo si toda subsucesion a nk conver¬ 
ge a l. 

Demostracion: Si toda subsucesion de a n converge a /, como a n es ella misma una sub¬ 
sucesion, entonces tambien converge a l. Reciprocamente, supongamos que a n conver¬ 
ge a / y sea a nk una subsucesion de a n . Dado 8>0 existe Oq tal que para todo n < n 0 se 
tiene que I a n -l, < 8 ya que a n _>/ cuando n-^oo. Luego, existe n kQ > n 0 tal que para to¬ 
do n k a n k0 se tiene que 

j a -/)<£ 

Hasta ahora, hemos dado una base teorica sobre limites de sucesiones, pero no pode¬ 
mos manejamos con ellos; es decir, aun no sabemos que sucede con la suma o la mul- 
tiplicacion de dos sucesiones convergentes; sin embargo, nos parece logico pensar que 
si a n \ = f n +/f n a y b n —>b cuando n—>o o entonces a n +b n -^a+b o a n b n -^ab. En terminos 
sencillos, si a n y b n para n suficientemente grande se acerca a a y b respectivamente, en- 
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tonces tanto el producto como la suma debe acercarse a ab y a+b, respectivamente. El 

siguiente teorema establece esta intuition. 

Teorema 4 Sea a n y b n sucesiones tales que a n -$a y b n —>b cuando n—>oo y /JEIR. En- 

tonces 

(0 lim a n ±b n =a±b, 

n— 

00 lim a„b n = ab, 

n—>°° 

(in) lim =A .a, 

(iv)Si bt-0, entonces lim — = — 

"-*• b n b 

La demostracion se deja como ejercicio al lector. 

Algunos alcances de este teorema son los siguientes: 

1. Si a n es convergente y b n es divergente, entonces a n ± b n es divergente, ya que si 
fuera convergente entonces b n = ( a n +b n ) -a n seria la diferencia de dos sucesio¬ 
nes convergentes, lo cual es convergente, pero b n no lo es. 

2. Si a n y b n son divergentes entonces no podemos afirmar nada acerca de la suma 
o diferencia, multiplication y division de a n y b n . Es decir, estas operaciones al- 
gebraicas pueden conducir a sucesiones convergentes o divergentes. Por ejem- 
plo, a n = n + l/ny b n =n entonces la diferencia a n -b n = 1/n, la cual es convergen¬ 
te; sin embargo, si consideramos la suma a n + h n = 2n + 1 In es divergente. 

3. Si a n es convergente y b n no lo es, entonces ni el producto ni el cociente (si exis- 
te) son convergentes, y la explicacion es la misma que en el punto 1. 


EJEMPLO 6 ■ Analisis de la convergence 


Analice la convergencia de las siguientes sucesiones: 
definida como 1 si n es par y 0 si n es impar. 



, = 3 ” 3+w yc, 
" 2n 3 +1001 


SOLUCION 

_ n 2 + 2 _ n\l + 2/n 2 ) _ 3/2 l+2/» 2 
-v/n+1 y[n(l+l/'Jn) 1 + 1/Vn 

Donde la sucesion 1 + 2!n — > 1 y 1+1 l4n -> 1 cuando n—>oo, entonces 

1 + 2/w 2 1 ; 

lim-Tr" - ? - *’ 

"-*”1 + 1 Nn 1 

pero n 3 ' 2 —>oo cuando n —, por lo que el producto de ambos tiende a oo. Es decir a n 
es divergente. 

b - +n 2 _ n 3 (3 + l/«) _ 3+1/n 

' 2n 3 +1001 _ « 3 (2 + 1001/n 3 ) _ 2+1001/« 3 ’ 


pero 3+l/«-»3y 2+101/n 3 —>2 cuando «—>oo, por lo que el cociente tiende a 2/3. O sea, 
>2/3 cuando n->oo . ■ 
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Finalmente la sucesion c n es divergente ya que la subsucesion formada por n par es 
siempre 1 y por consiguiente su lfmite es 1, mientras que la subsucesion de los n impa- 
res es constante igual a 0 y por lo tanto su lfmite es 0. Es decir, hay dos subsucesiones 
que tienen distintos Ifmites; luego, por el teorema 4, la sucesion c n diverge. 

Teorema 5 (del sandwich) Sean a n <b n <c n sucesiones convergentes, entonces 
lim<2„ ^ lim&„ < limc„- 

n— n— n— 

Demostracion: Basta con probar una desigualdad. Consideremos a n <b n con Ifmites a y 
b respectivamente. Debemos demostrar que a<b y lo haremos por contradiction. 
Supongamos que a> by sea £ = (a-b)!2. Como a—> a y > b cuando n —>oo, por de¬ 

finition de lfmite tenemos que existe hq tal que para todo n > n {) 

y \b n -b\<£. 

Entonces a partir de Hq todos los terminos de a n y b n satisfacen que 

ci + b , , 

a n > a-z =- = b+£ >b„, 

2 

pero esto contradice el hecho de que a n < b n , es decir, a <b. Aunque una de las hipote- 
sis del teorema sea que las sucesiones sean convergentes, el lector puede pensar si este 
teorema es cierto si a,b o c fuera ± oo. Se puede demostrar que si a n —>oo cuando n —><» 

, entonces b n -^°° cuando n—»°o . Se deja como ejercicio para el lector. Por otro lado, 
una de las aplicaciones mas usadas del teorema del Sandwich es que si a n —>a y c n —>a 
cuando «—>oo, entonces b n —>a cuando n —>°o . 

Corolario 1 Si q es un numero 0<q<l, entonces lim q" = 0. 

Demostracion: Sea p un numero tal que q = —-—, el cual siempre existe ya que toman- 

do p—\tq-\ se satisface la igualdad. En- ' 1 P 

tonces 


0 <^ = r_j_T 

V + P) 


1 


1 


< 


(I + / 7 )" 1 +np-\ - v p" 

J_ \_ 
n p 


—vc-L 


1 +np np 

Como = tiende a cero, por el teorema del sandwich q" tambien tiende a cero. 


EJEMPLO 7 ■ Calculo de lim cuando n —>00 

1 


1 1 

Muestre que lim ~ y +~ - 777 

«-*<- n (« + l) 


+ • 


(n+n ) 2 


0. 


SOLUCiON Cada sumando es menor o igual a 1 In 2 , pero a la vez mayor o igual que 
\li2nj 2 , entonces 
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1 1 


(2 nf 

n 2 (n + 1) 2 

(« + n ) 2 

1 

„ 1 1 

< -U . , 

1 

4 n 

n 2 (n + 1) 2 

' “1“ 

(n + n) 2 


< n — 
n 


< —. 

n 


Pero tanto l/4n como 1 In tienden a cero cuando n— »oo, luego por teorema del 
sandwich, se tiene que 

1 1 1 

lim— + - -—7 + ••• + ---j = 0. 

(« + l) (» + «) 2 


EJERCICIOS 


1-5 ■ Encuentre, si existe, para cada conjunto dado, el conjunto 
de cotas superiores y el conjunto de cotas inferiores, el elemento 
maximo y el mfnimo, el fnfimo y el supremo. 


= {r-p —:x e R.I. 

V+i 1 


3. A=(1,4J. 

4. A={y?-l:xe R/. 

5. A ={x 2 -x>O.xfERJDN 


n —i t= i 


14. Sea a n definida recursivamente como: a B = 1 y a n+] = 4 -a n . 
Determine si la sucesion converge o diverge. 

15. Halle el lfmite (si lo tiene) de la sucesion 

Jl , V\/2, ,... 

16. Una sucesion esta definida de manera recursiva mediante 

1 

Oi=l y a "+i 1 + j +a £ Converge esta sucesion y cual es su lf- 


6-13 ■ Analice la convergencia de las siguientes sucesiones; si 
es convergente, calcule su lfmite. 

6. a n ='Jn 

7 . 3 " 

” 2 + 5" 

«■ «.-(-!)■ 


17. Sea f n la sucesion de Fibonacci y sea - Demostrar 

que la sucesion \ es convergente y encuentre su lfmite. 


18. Demuestre el teorema 2.3.4 


19. Demuestre que lim „ 

n^ooq ~0si \q\<l. 

20. Sea y(n) el numero de factores primos de n. Probar que 

lim^ = 0. 


" « + l 

10 . a = ^ln+l -~\fn. 


11. a =l+a+a+...+a”- ! . 

n 


21 Una sucesion a n esta definida por Oj=l y a n+I =3-l/a„ De¬ 
muestre de a„ es creciente y acotada. Encuentre a 
n : n^oo u „- 

22. Demuestre que si lima n , entonces lima n b n =0. 

11 1 

23. Demuestre que lim + 
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24. Demuestre que lim - 


1 1 1 

~l I— . H-E , 

In 1 +1 Vw 2 +2 Vn 2 -l 


25. Pruebe que la sucesion definida recursivamente por 
a, = 1,a n+1 = 7a„ +2 es creciente. 

26. Calcule lim \/n 

n-1 ^ 

27. Pruebe que lim existe. 

k=0 K' 

„ 1 + 2 " 

28. Calcule 

29. Analice el siguiente argumento: “Para ir desde la puerta de en- 
trada de mi casa hasta la ventana que esta en la pared opuesta 
a la puerta avanzare hasta la mitad de la distancia, para luego 
avanzar hasta la mitad de lo que queda y asi sucesivamente, 
pero nunca llego a la ventana”. 


Ill 

30. Enciientre el valor de 1 h-h—-h—- h— 

2 2 2 2 3 


.. n + 1 1 

34. lim-= — 

n ->- 2n + 3 2 

.. 3n + 1 _ 

35. lim-— = 3 

n ’“ n + 44 

.. n 2 -11 1 

36. lim-- = — 

"->-2n-3n 3 


37. lim _ =°° 

Vn + 1 

n + 1 

38. Iim^-= 0 

n +3n 


39. Iim(-1) n no existe. 


40. Si lrl<l , demuestre que limnr" = 0 


41. Muestre que la sucesion — es decreciente. 

n 


42. Demuestre que la sucesion anterior tiene h'mite. 


31. Si la sucesion S„ — es convergente, entonces pruebe que 


lima k = 0 

k->~ 


32. Pruebe que sig ' ~L < 'I cona k ^0 


entonces 


lima„ =0 


33. Usando la anterior muestre que lim-- 0 

M n -». 4" 

34-39 ■ Demuestre el h'mite indicado usando la definicion. 


43. ^Existe el lunite de la sucesion a n = -—- ? , donde [ ] es la 

parte entera. n 

44. Si la sucesion (a n ) converge, entonces, ^podemos afirmar que 
a„ 2 converge? 

45. ^Es verdadera la afirmacion recfproca de la anterior? 

46. ^Es convergente la sucesion cos(riJt)? 


CONSTRUCCION DE R 


En el inicio de este capitulo, los numeros naturales sentaron las bases para el estudio de 
las sucesiones y no entraremos en el analisis de estos entes abstractos; sin embargo sa- 
bemos que este conjunto numerico con la suma y la multiplicacion usual satisfacen las 
leyes asociativas, conmutativas, distributivas y la ley de cancelacion. Pero las operacio- 
nes inversas, sustraccion y division, no son siempre posibles en este sistema numerico; 
por ejemplo, 3+2 no es un natural. Para hacer estas operaciones sin restricciones debe- 
mos extender el sistema inventando el numero 0 y los naturales negativos, o sea, los nu¬ 
meros enteros y las fracciones. La union de estos dos nuevos conjuntos se denomina la 
clase o conjunto de numeros racionales, ya que se obtienen por operaciones racionales 
de aritmetica, a saber: sustraccion, adicion, multiplicacion y division. Ademas, hemos 
dicho que este conjunto mas amplio de numeros se extiende a los naturales, no solo por 
el hecho de contenerlos sino que valen las leyes descritas anteriormente sin restriccio¬ 
nes, salvo la division por cero. 

Los numeros racionales son usualmente representados graficamente por puntos en una 
linea recta L(recta real). Tomando un punto 0 como el origen y una unidad de medida 
que llamaremos 1. De la geometrfa elemental sabemos que con regia y compas es po- 
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sible subdividir la unidad de longitud en un numero cualquiera de partes iguales, es de- 
cir, cualquier longitud racional desde el origen puede ser construida usando solamente 
regia y compas. Los puntos correspondientes a los numeros enteros subdividen este eje 
numerico en intervalos de longitud 1. Luego, cualquier punto de este eje o es un ente- 
ro o esta entre dos enteros. Si subdividimos cada intervalo en q partes iguales, enton- 
ces hetnos construido una subdivision de la recta en intervalos de longitud 1 !q donde 
los extremos de estos intervalos son de la forma p/q. Luego, cualquier punto de este eje 
o es un racional de esta forma o esta entre dos de ellos; ahora tomando q suficientemen- 
te grande yP£L podemos asegurar que hay racionales arbitrariamente cerca de P, pe- 
ro no podemos asegurar que P es racional; de hecho, sabemos que en la recta numeri- 
ca hay puntos que no son numeros racionales. 

El hecho es que cualquier punto del eje esta tan cerca como uno quiera de un racional; 
esto se expresa diciendo que los racionales son densos en el eje numerico, lo que im- 
plica que entre dos racionales siempre existen infinitos puntos del eje numerico. Aun- 
que los racionales tienen esta caracterfstica, ya desde epocas remotas como la de los si¬ 
ghts V o VI a.C. los matematicos y filosofos griegos descubrieron que hay cantidades 
que no son el cociente entre dos enteros, por ejemplo, la diagonal de un cuadrado de la- 
do 1, de la cual en la actualidad sabemos que es 42 o el numero n. 

A la luz de los hechos, los numeros racionales no bastan como base para la geometrfa, 
es necesario incorporar estos numeros que denominamos irracionales y desde tiempos 
antiguos se supuso que cualquier punto en la ahora llamada recta real le corresponde un 
numero racional o irracional y que la union de estos numeros reales satisfacen las mis- 
mas leyes aritmeticas que los racionales. Sin embargo en el siglo XIX se justificaron to- 
das estas intuiciones en un fantastico artfculo de Dedekind. 

iComo podemos describir cualquier numero real irracional? Para algunos de ellos po- 
drfamos dar una respuesta geometrica; es el caso de 4n la diagonal de un cuadrado de 
lado n G N o, por ejemplo, el numero re como el cociente entre la longitud de un cir- 
culo y su diametro. Sin embargo, esto no es suficiente para poder describirlos todos. 
Una forma de describir cualquier numero irracional x es considerar una sucesion de ra¬ 
cionales que converja a x. Esto se justifica gracias a la densidad de los racionales en la 
recta numerica. 

Consideremos x en el intervalo / 1 =[a 1 ,P> ] ], con a x y b x , ambos racionales, es decir a x < 
x< b x ; entonces existe un intervalo 4 = [ fl 2>^2 ] c A tal que xe I 2 y a 2 ,b 2 racionales. En 
efecto, si dividimos el intervalo l x en dos partes iguales, x esta en alguna de las dos, en- 
tonces podemos considerar = a i y b 2 = (a, + b x )/2, es decir, a l <a 2 <x<b 1 < b x . 

De igual modo, podemos construir un intervalo I 3 = [ a i>b 3 ] con a 3 , b 3 racionales, 
/ 3 <z 1 2 cz /, y x e I 3 , y as! sucesivamente. Este proceso genera una sucesion de interva¬ 
los encajados / n con extremos racionales tales que todos contienen ax y^ n+x - In P ara 
todo n. Hemos generado asf una sucesion de intervalos encajados donde la interseccion 
de todos ellos es unicamente el punto x. Visto de otra forma, hemos generado sucesio- 
nes a D y b n de numeros racionales que convergen a x cuando n—>°°. Esto nos permite 
construir de esta forma todos los numeros reales como limites de sucesiones racionales. 


EL NUMERO e 

Muchos de nosotros hemos ahorrado dinero en algun banco o hemos pensado en hacer- 
lo. Supongamos que tenemos un capital inicial C 0 que se deposita en un banco a una ta- 
sa de interes r, la cual se acumula en un cierto periodo. Si llamamos C al capital total 
de la cuenta, tenemos que C = C 0 (l + r)", y n el numero de periodos. Por ejemplo, si to- 
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mamos un capital inicial C 0 = $1,000 a una tasa de interes anual del 10% y la acumu- 
lacion se hace anualmente, entonces el capital final al cabo de 10 anos sera 

C = 1000(1 + 0.10)’° = 2593.74. 

Ahora supongamos que tenemos la misma tasa de interes anual pero que se acumula tri- 
mestralmente; entonces se tiene que la tasa de interes por periodo es de r = 0.10/4, por 
lo que el capital final al cabo de 10 anos, o sea, 40 periodos, sera de 

C = 100ofl+^^l =2685.06. 

I 4 J 

^Que sucedera con el capital al final del primer ano, si la capitalizacion es de n perio¬ 
dos al ano? 


C = 1000 1 + 


0.10 Y 
' » )' 


es decir, para distintos periodos se tiene que: 


Observando la tabla 1 podemos ver que al parecer esta sucesion de terminos tiende a 


TABLA 1 


n 

Capital 

1 

$1,100 

10 

$1104,622125 

50 

$1105,060554 

100 

$1105,115698 

1000 

$1105,165393 

10000 

$1105,170366 


algun valor cercano a 1105,1 a medida que n crece, o sea, intuitivamente la sucesion 
c n = 1000(1+0.l/«)" converge. En realidad, al parecer la situation no cambia para la su¬ 
cesion (1 + l/n) n , utilizando un argumento similar. Esta ultima sucesion es el estudio 
del siguiente teorema de gran importancia. 

Teorema 1 La sucesion a n definida por a n -fl+—1 es convergente. Ademas, se defi¬ 
ne su lfmite como V n ) 


lira 1+- =e. 

"H n ) 

Demostracion: Usando el teorema del binomio se tiene que 


1+ 1 


k 
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1 + 77 + ~ "(«-!)— +~n{n-\){n-2)\ + . +-n(n-l) -(w-(«-l))- 

i! 2! n 3\ n n\ 

1 + i + ir 1 _iyir 1 .iV 1 _ 

1! 2!^ n) 3\{ n) #4 n){ n) { n ) 


. , 1 1 1 

1! 2! n! 

< 2 4 + -L + ... + -L = i + i±Og)l<3. 


2 2 


1 - 1/2 


Es decir, la sucesion a n esta acotada superiormente por 3. Basta demostrar que a n es mo- 
notona creciente y habremos probado que es convergente. Tomando n +1 en lugar de n 
se tiene que 

1! 2!^ n+l) 3\[ n + lj n\[ n){ n){ n + l) ( n+ 1J 

por consiguiente a n es una sucesion creciente. Tomando valores con n suficientemente 
grandes podemos ver que e ~2.7182818.... 

EJEMPLO 1 ■ Calcuio de limite de ia sucesion lim fl+—1 


Calcule lim 11 + 


P Y 

— , con p, nu 
n 


numero natural. 


SOLUCION La sucesion a„ - (1 + p!n)", al igual que antes, satisface que es acotada su¬ 
periormente y monotona creciente, por lo que es convergente; ademas, se tiene que 


l+ £ ) -(l+—I - (l+— 


Consideremos la subsucesion a nk formada con n-kp con k£N, entonces 


a „ = 1 + - 

"* k 


luego, por el teorema anterior, el limite de esta subsucesion viene dado por 


lim# = e p . 

k-*oo k 


Pero como la sucesion es convergente, toda subsucesion converge al mismo limite; luego 

limfl+—1 =e p . 


n 
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EJEMPLO 2 ■ Calculo del llmite de una sucesion lj m 1 — 

I n 

( i Y 

Calcule lim 1- 


SOLUCION 


Sea a n = 1-, entonces a n+1 es 

n 


= 1 


n +1 I 1 n +1 


(n +lV"" 

\ ■ J ’ 


entonces a „+i ~ 7 77 T 

(«+n 


'fuiTVl 

( «J l "J 


luego cuando n —> °° obtenemos que a n+x —> — 

e 


Por lo tanto 


to i-i -i 

n I e 


Mas aun, usted puede demostrar que si p es racional, entonces 


lim 1 + 




Por consiguiente, el capital c n del ejemplo inicial tendera a 


c ^1000-e 10 =1105.170918. 



1-8 * Diga si las afirmaciones son verdaderas o falsas. 

1. Si a es racional y x irracional, entonces a + x es irracional. 

2. Si x e y son irracionales, entonces x + y tambien lo es. 

3. Si x e y son irracionales, entonces x + y tambien lo es. 

4. (/ + ^f5) n -(l--f5) n es racional. 


9. Construya una sucesion diferente de la expuesta en los conte- 
nidos que sea convergente a Jt. 

10. tQue numero es mayor (1.000.000) 1000000 

o (1.000.001) 999999 ? 

11. Calcule lim (1 + 2/«)" . 


5. -\[2 es racional. 

6. Entre dos racionales hay un irracional. 

7. Entre dos irracionales no necesariamente hay un racional. 

8. Todos los racionales son numeros que son li'mites de sucesio- 
nes formadas por numeros racionales. 


12. Calcule lim n 


n +n- l-l 


13. Calcule lim n —*00 I 1 
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14. Encuentre el valor de las constantes a y b (si existen) tales que 


/ V' 
I n + a 

lim -- 

«-»«* ^ n +1 ^ 


15. Sea a n tal que a n — >oo cuando «—>oo . Haga una conjetura so- 
bre 




Si existe, ^puede saber cual es el lfmite? 



1-9 ■ Pruebe usando induccion las afirmaciones para todo n natural: 


,,11 1 3 " +l 

1- lH——1——-t-1-—- - — 

3 3 3 3" j_l 

3 


2. 9" -1 es multiplo de 4. 

3. 2 es factor de n 2 +n. 

4 Si jol, entonces x” >1. 

5. a+b es factor de a 2 " + b 2n -1 . 

6. 5 divide a n 4 -5 n 1 + 4n. 


„ ..I 1 1 1 n 

7. Calcule — h- 1 - 1 -=- 

1-2 2-3 3-4 n(n + 1) « +1 


8. l+3/t<4“. 


9. Calcule— 1 2 3 -<fl) . 

3-5-7...(2« + l) ^2 J 

10 . Demuestre que si un conjunto tiene n elementos entonces el 
conjunto formado por todos los subconjuntos de el, incluidos 
el vacfo y el mismo, tiene 2" elementos. 

11. Averigtie si los numeros 2, 5, 17/7 y 19 son o no terminos de 

la sucesion \a n =->, indicando, en caso afirmativo, el lu- 

1" n+5\ 

gar que ocupan en la misma. 

12-15 ■ Encuentre el supremo, infimo, maximo, mi'nimo, si exis¬ 
ten, para el conjunto {a n =n €E IN}. Estudie la monotonia de cada 
una de las sucesiones. ^Cuales de ellas son acotadas? 

12. a„ = 4 - 6n. 


17. Demuestre con un ejemplo que el producto de dos sucesiones 
crecientes no siempre es una sucesion creciente. 

18. Demuestre que la sucesion cuyo termino general es (5/4)" es cre¬ 
ciente y no acotada superiormente. Demuestre, despues, que la 
sucesion cuyo termino general es (4/5)" es decreciente y acotada. 

19. Estudie la monotonia y la acotacion de las sucesiones de ter¬ 
minos generates (-5/3)" y (-3/5)". 

20. Estudie la monotonia y la acotacion de la siguiente sucesion (in¬ 
dicando sus extremos en caso de que este acotada): [5 W + 31 


21. Razone si la suma de dos sucesiones no acotadas debe ser 
tambien no acotada. 

22. Invente dos sucesiones de terminos positivos, no acotadas su¬ 
periormente, cuyo producto este acotado superiormente. 

23. Averigiie que tipo de sucesion es la que se obtiene sumando 
una sucesion acotada y una sucesion no acotada inferiormente. 
Razone la respuesta. 

24. Utilizando el metodo de induccion demuestre las siguientes 
igualdades: 

(a) 1 + 3-t 5 -E ...+(2n — l) = n 

, _ „ , . _ 4« 3 +9« 2 +5m 

(b) l-3 + 2-5 + 3-7+... + n(2« + l) =- 

6 

111 In 

(c) -+-+-+ ... +-=- 

1-2 2-3 3-4 v. n(n + 1) n +1 

25-29 ■ Calcule la suma pedida. 


25. Y,k + 1- 


13- a =- 


26. %k 2 -2k. 


15. a„=- 


16. Calcule el primer termino de la sucesion a n = — n 3 - 32n que 
sea mayor que 2200. 


25^*0 

27 ‘ I ■ 

a 1 1 

28. y- 

SAr + l k 


« 1 

29 - XTr-r- 
£= 2 & — 1 
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40. La suma de los tres primeros terminos de una progresion arit¬ 
metica es 12 y la razon 16. Calcule el primer termino. 

41. Los dos primeros terminos de una progresion aritmetica son 
(a - b) 2 y (a + b) 2 . Halle la diferencia y la suma de los prime¬ 
ros siete terminos. 


46. A las nueve de la noche termino una reunion del directorio, y 
en el tiempo que duro la sesion el reloj dio 48 campanadas. 

I : A que hora empezo la sesion si el reloj da las horas y las me- 
dias horas (estas con una sola campanada)? 

47. Calcule las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo 
sabiendo que estan en progresion aritmetica y que el menor de 
ellos mide 9 cm. 

1 1 1 

48. a 1 ,a 2 ,...,a n estan en progresion armonica si > 

a i a 2 a n 

estan en progresion aritmetica. Encuentre el octavo termino de 
una progresion armonica si el tercero y el sexto son — y — , 

3 3 

respectivamente. 

49. Calcule la suma de todos los multiplos de 13 comprendidos 
entre 500 y 7800. 

50. Calcule cuantos dias estuvo trabajando un camarero en un es- 
tablecimiento sabiendo que el primer dia recibio una gratifica¬ 
tion de 10€y que cada dia que pasaba recibla 3€mas de gra¬ 
tification, llegando a cobrar el ultimo dia 55€. 

51. Compruebe que {x 2 - 2x + 1, x 2 + 2x + 1,...} es una progre¬ 
sion aritmetica y calcule el quinto termino. 

52. Los angulos de un hexagono estan en progresion aritmetica y 
el menor mide 40°. Halle los demas. 

53. En una progresion geometrica de cinco terminos, el ultimo es 
el doble del tercero y el producto de todos ellos es igual a 
4^2 . Halle todos los terminos de la progresion. 

54. En una progresion geometrica la suma de los primeros dos ter¬ 
minos es 12 y la suma del primero con el tercero es 30. Halle 
la suma de los primeros cinco terminos. 

55. Los primeros dos terminos de una progresion geometrica son 
9/16 y 9/4. Halle dos terminos consecutivos de dicha progre¬ 
sion cuyas raices cuadradas se diferencien en 48. 

56. La poblacion de una provincia ha aumentado durante 5 anos en 
progresion geometrica, pasando de 200,000 a 322,102 habitan- 
tes. ^Cual ha sido la razon de la progresion? Expresela en ter¬ 
minos porcentuales. 

57. Averigiie para que valores de K las expresiones siguientes es¬ 
tan en progresion geometrica: K+3,6K+3, 20K+5. 


42. Halle la suma de todos los multiplos de 3 comprendidos entre 58. Tres numeros, x, y, z, suman 19. Colocados en ese orden forman 

1 y 1000 (incluido). una progresion geometrica pero si se disminuye el primero en 

una unidad estan en progresion aritmetica. Calcule esos numeros. 

43. ^Cuantos numeros impares consecutivos, despues del 7, su¬ 
man 153? 59. Halle el noveno termino del desarroilo de (x — y) ■ 

44. Halle la suma de los primeros quince multiplos de 7. 

60. Halle el decimo termino del desarroilo de 

45. Los coeficientes de una ecuacion de segundo grado y el termino 
independiente forman una progresion aritmetica. La suma de las 

rafces representa la tercera parte de la suma de los terminos de 61 . Existe el termino xy en el desarroilo de (jx + y)*? 

la progresion y el producto de las raices excede en 7 unidades el 
coeficiente del segundo termino. ^Cual es la ecuacion? 

62. Halle el termino central del desarroilo de (x - y) 8 . 








EXAMEN 


1. Dadala sucesion geometrica tal que a 2 =3 y a 5 =-81, encuentre ia razon de esta P.G. y el 
termino a 9 . ^Que sucede si los terminos estan en P.A.? 


2. ^Como es una sucesion que esta en progresion aritmetica y tambien geometrica, o no existe 
tal cosa? Justifique su respuesta. 


3. Demuestre que 9 divide a 10” +1 +3.10"+5 para todo n natural. 

p(ri)=n -n +41 


4. Encuentre las siguientes sumas y' 


5. En un cine al aire libre hay lugares para estacionar 20 autos en la primera fila, 22 en la 
segunda, 24 en la tercera, y asi sucesivamente. Si hay 21 filas en ese cine, calcule la 
cantidad de autos que pueden estacionarse en la decima fila y el total de estacionamientos. 


6. Si a i/t 2 /t 3 ,. a„ y . b n son progresiones geometricas, demuestre que 

aib { ^t 2 b 2 /t 3 ^ 3 ,. a n b n tambien es una progresion geometrica. 


5 a+1 _i = 5; 

7. En el desarrollo del siguiente binomio 


determine el termino independiente de x. 


8. Demuestre que (1.01) !00 >2. Sugerencia; tenga en cuenta que (1.01) l0 °=(l+0.1) 100 y aplique 
el teorema del binomio. 


9. Calcule 1 + aH- 1 -a" = 




a—l 


10. Lina sucesion se define de la siguiente manera: 


1 + a' = 


_ £_-l _ a 2 - 1 {c 


a -1 a-\ 


(a) Calcule a 2 , a } , a 4 , a 5 . 

(b) Infiera una formula exph'cita para a„. 

(c) Demuestre por induction la formula encontrada en b). 


11. Dado el conjunto l + a-i -ha* = 


a M -1 


a-1 


(a) Resuelva la inecuacion. 

(b) ^Es A un conjunto acotado? 

(c) ^Tiene el conjunto A maximo y mlnimo? 

(d) (.Tiene el conjunto A supremo e fnfimo? 


12. Calcule los siguientes lunites, si es que existcn: 


(a) 

+ a + ■■ 

• + a i 

(b) 

1 + a + - 

■■ + a‘ 

(c) 

l + a + - 

■■+a‘ 


■ 


13. Considere la siguiente sucesion definida por recurrencia: 








(a) Demuestre que {a„} es convergente. 

(b) Halle su iimite. ^Para que valores de a el limite es menor o igual a 2? 

14 . Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique sus respuestas 
materaaticamente.. 

(a) Si b„ es acotada y a n tiende a cero, entonces b n a n tiende a cero. 

(b) Si a„ es una sucesion distinta de cero que tiende a L, tal que tiende a K menor que 
1, entonces L=0. 




FUNCIONES 




Una funcion es una regia que 
describe la forma en que una 
cantidad depende de otra; 
por ejemplo, al estudiar el 
movimiento, la distancia 
recorrida es una funcion del 
tiempo. 


Esa flor del pensamiento matematico moderno: el concepto de 
funcion. 


THOMAS J. McCORMACK 





Cuando se trabaja en una situacion problematica y se quiere construir un modelo cuan- 
titativo que la describa, es necesario determinar la manera como se relacionan las va¬ 
riables de entrada con las de salida. Graficos, cartogramas, curvas, tablas, formulas y 
otras son utiles para describir las relaciones existentes entre las variables del modelo en 
forma cuantitativa. El poder establecer estas relaciones es de vital importancia, ya que 
permite hacer predicciones y tomar decisiones. Son muchas las relaciones que se pue- 
den establecer entre las variables de entrada y salida de un modelo, pero en la mayorfa 
de los casos es deseable que para una eleccion de valores de las variables de entrada 
(datos de entrada) se obtenga un solo resultado para cada una de las variables de sali¬ 
da; esto es, se quiere que dichas relaciones sean funcionales. 

El concepto de funcion es considerado fundamental en la matematica, no solo por su 
importancia dentro de las diferentes disciplinas de esta ciencia, sino por ser una de las 
formas mas naturales de describir la realidad; podria decirse que las funciones nos rodean 
y las encontramos en accion a nuestro alrededor. Si se observa con atencion, se encon- 
traran multiples ejemplos de funciones; por ejemplo, los recibos de luz son una funcion 
de la cantidad de electricidad empleada; a cada persona se le suele asignar su edad, su 
estatura y su numero de identification; a cada artfculo de un supermercado le corres- 
ponde su precio y un codigo de barras; a cada libro se le asigna su ISBN; a cada vehf- 
culo le corresponde su patente; el costo de un viaje en auto esta relacionado con la dis- 
tancia recorrida, el precio por litro de la bencina y la velocidad promedio a la cual se 
conduce; el crecimiento de una planta esta relacionado con la cantidad de nutrientes del 
suelo y la cantidad de agua que reciba, la cantidad de dinero acumulado en una cuenta 
de ahoiros depende de la cantidad inicialmente depositada, de la tasa de interes anual, 
el numero de veces al ano que los intereses son capitalizados y el tiempo. Con toda se- 
guridad usted podra encontrar muchos otros ejemplos. 

El tener una base adecuada en la teorfa de funciones le sera util, con toda seguridad, 
en la construccion de modelos y en su analisis. El poder determinar con precision el do- 
minio y rango de una funcion, por ejemplo, clarificara las restricciones de las variables 
del problema y los resultados que puede obtener; el saber que la funcion crece o decre- 
ce en cierto intervalo le permitira analizar con precision el comportamiento del proble¬ 
ma con ciertas condiciones, y con toda la information que obtenga del estudio de la o 
las funciones que describan dicha situacion, usted podra realizar mejores predicciones 
y tomar decisiones que le den mayor seguridad. 

DEFINICION Y EJEMPLOS 

V 

s Definicion 1 Dados dos conjuntos Ay B cualesquiera, una funcion /de A en B es 
cualquier relacion (o regia) que asigne a cada elemento x de A un solo elemento y de B. 

El conjunto A se suele llamar conjunto de partida de fy el conjunto B conjunto de 
llegada de/. Si el elemento unico y asociado a x existe, se denomina imagen de x por 
la funcion/o valor de la funcion en x. 

En otras palabras, cuando establecemos una relacion entre las variables de entrada y 
las de salida de un modelo, diremos que esta relacion es una funcion si cada vez que 
asignemos valores a las variables de entrada, existe un solo valor para las variables de 
salida. Ilustremos esto considerando el ejemplo del capitulo 2 en el cual se deseaba es- 
timar el tiempo necesario para viajar en auto entre dos ciudades, en el cual se determi- 
no la relacion t = —+nt + pt donde D era la distancia entre las dos ciudades, N el numero 

y e P _ x 

de paradas realizadas durante el viaje, T e el tiempo estimado en cada parada, P el nu¬ 
mero de peajes entre las dos ciudades y T p el tiempo estimado en cada peaje. Observe 
que esta relacion es una funcion, puesto que a cada asignacion de valores dada a las va- 
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riables D,N,T e , P y T p , se determina un unico tiempo T para el viaje; asf, por ejemplo: 
si se estima que solo realizara 4 paradas: N - 4, durara un promedio de 15 minutos en 
cada parada: T e = 1/4 de hora, que hay aproximadamente 5 peajes: P — 5, y le tomara 
pagar aproximadamente 3 minutos cada peaje: T p = 1/20 de hora, se obtendra un solo 
valor para T: T = 6,44 horas. 


NOTACION 

Si se designa por / una funcion de A en B esto se escribe simbolicamente por: 

/A'— 6 A B. La imagen (unica) y, del conjunto de llegada B asociada por / 
al elemento x del conjunto de partida A, es notada por: f(x) (se lee "f de x"). Tambien 
es usual utilizar la notacion: x—-/(x) 6 x—- y = f(x). 

Observe que la variable x puede tomar libremente valores en el conjunto A y que los 
valores de la variable y dependen del valor asignado a x; es este el motivo por el cual 
se suele decir que x es la variable independiente e y es la variable dependiente. 

Es recomendable evitar el abuso del lenguaje que consiste en decir "la funcion f(x)”, 
puesto que f(x) no es una funcion, es el elemento unico asociado a x por /: f(x) es solo 
un valor de la funcion. Es bueno observar que / es el nombre de la funcion y /(x) es el 
valor que se obtiene cuando en la funcion se introduce el valor x. Si, por ejemplo, / es la 
funcion de R en R que a cada numero le asigna su cuadrado, /(2) = 2 2 = 4 significa que 
en la funcion entra el valor 2 y este es transformado por ella en su cuadrado, que es 4. 

En muchas ocasiones es adecuado pensar en una funcion como en una maquina que 
al introducir valores (materia prima) los procesa y transforma en los valores f(x) (re- 
sultado del proceso, producto terminado), tal como lo muestra la figura 1. 

Observe que este enfoque describe la naturaleza activa del concepto de funcion: una 
funcion siempre hace algo, aunque ello sea no hacer nada: dejar las cosas tal como es- 
tan inicialmente. Note que cualquier objeto de entrada x es transformado en un objeto 
de salida f(x). 

Para que una funcion este bien definida es necesario precisar el conjunto A (de par¬ 
tida), el conjunto B (de llegada) y la manera como se relacionan los elementos de A con 
los de B; esta relacion puede estar representada por medio de una formula, por medio 
de un procedimiento, de una tabla o de un grafico. 

EJEMPLO 1 ■ Determination de ia funcion tiempo 

La funcion / que determina el tiempo para viajar en auto entre dos ciudades quedarfa 
definida por: \ 

f:A-* B 
x — T = f(x) 

donde A es el conjunto en el cual se tomaran los valores para x de tal forma que al ser 
reemplazados en la formula T - f(x) sea posible determinar el tiempo de viaje T. Para 
calcular el tiempo de viaje, se tienen las variables de decision D, V, N , T e , P y T p las 
cuales forman la variable independiente x de la funcion /; llamaremos a este tipo de 
variables; variables vectoriales; de acuerdo con esto se tiene que en este caso x es 
una variable vectorial de seis componentes: x = (D, V,N,T e , P, T p ). 

Si se considera que cada componente de x es positiva, se tiene que A=R ® y puesto 
que el valor T - f(x) = f(D, V, N, T e , P, T p ) debe ser un numero real positivo se tiene 
finalmente que B = R.. m 
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EJEMPL0 2 ■ Determination de la funcion temperatura 

La funcion g que a cada pun to de una placa metalica que esta siendo calentada, le 
asigna su temperatura, queda definida por: 

g :R 2 —» IR + 

(x,y)H>z = g(x,y) 

En este caso la funcion g puede estar dada por una tabla de datos: 


X 

y 

Z 

1 

0 

50 

1 

0.5 

40 

1 

1 

25 

1.1 

0 

45.25 

1.1 

0.5 

36.9 

1.1 

1 

23.75 

1.2 

0 

40.98 

1.2 

0.5 

34.01 

1.2 

1 

22.52 

1.3 

0 

37.17 

1.3 

0.5 

31.35 

1.3 

1 

21.32 

1.4 

0 

33.78 

1.4 

0.5 

28.9 

1.4 

1 

20.16 

1.5 

0 

30.77 

1.5 

0.5 

26.67 

1.5 

1 

19.05 


Esto es suficiente para definir la funcion g; sin embargo, para hacer predicciones 
es preferible encontrar una formula del tipo z = g(x,y) que permita calcular con exac- 
titud la temperatura en cada punto de coordenadas (x,y) de la placa. Despues de anali- 
zar con detenimiento los datos, de dedicar algunas horas de su tiempo a desciffarla y 
utilizar conocimientos relativos a la teorfa del calor, probablemente logre determinarla 
y plantear la ecuacion g(x, y) - 100 / (l+x 2 +2 y 2 ). ■ 

En la realidad, no es trivial ni mucho menos evidente el encontrar una funcion que 
aproxime de forma adecuada un conjunto de datos, sera necesario conocer algunas tec- 
nicas de algebra lineal y estadlstica para esto. 

EJEMPLO 3 ■ Calculo del capital final 

La funcion h que a cada capital P invertido a una tasa de interes anual de i por ciento, 
compuesto n veces al ano, calcula la cantidad de dinero acumulado (o capital final) 
despues de t afios de estar invertido, queda definida por: 

C f {P,r,n,t) = P(\+rlnY . 


C f : K 

(P,r,n,t ) 
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EJEMPLO 4 M Determination de fundones con intervalos de dase 

Para este ejemplo suponga que se tiene la siguiente situation: a cincuenta estudiantes, 
elegidos de manera aleatoria en la universidad, se les aplico una prueba psicologica 
de manchas de tintas; cada puntuacion es el numero de objetos que el estudiante de¬ 
clare ver luego de observar 10 manchas de tinta durante un periodo de 10 minutos. 
Este es el registro de sus puntuaciones: 

25 33 35 37 55 27 40 33 39 28 

34 29 44 36 22 51 29 21 28 29 

33 42 15 36 41 20 25 38 47 32 

15 27 27 33 46 10 16 34 18 14 

46 21 19 26 19 17 24 21 27 16 

Para un primer analisis de estos resultados se suele hacer una partition de los datos en 
intervalos de clase (conjuntos de clases o categorfas) y a cada uno de estos conjuntos 
asociarle la cantidad de datos que pertenecen al intervalo (el numero total de casos dentro 
del intervalo); esto es, su frecuencia, definiendose una funcion d de la siguiente manera: 
Sean = [i 0 , M) = {n e IN | 10 < n < 14}, A, = [15,19) = {n e IN \ 15 < n < 19} 

4 = [20,24) = {« e IN | 20 < n < 24}, A 4 = [25,29) = {n e IN | 25 < n < 29} 
A = [30,34) = {we 777130 <m<34}, A 6 =[35,39) = {«e 7iV|35<«<39} 

A, = [40,44) = {« e TAT 140 < « < 44}, 4 = [45,49) = {« e /IV145 < n < 49} 
\ = [50,54) = {«g 7M|50<«<54}, A, 0 = [55,59) = {we IN 155 <n <59} 

El conjunto de partida de la funcion d es entonces el conjunto 
A — {A v A 2 ,A 3 ,A 4 ,A s , A 6 ,A 7 ,A g ,A g ,A l0 } t conjunto donde cada elemento es uno 
de los intervalos de clase seleccionados para agrupar las puntuaciones y el conjunto 
de llegada es el conjunto finito B = {1,3,4,6,7,12,6,8,2}. Puesto que cada uno de los 
conjuntos A son finitos, los valores de la funcion d quedaran definidos por: 
aPj)=2, 4-9=8, d(A 3 )=6, d(A 4 )= 12, 4^=7, d(A 6 )=6, d(A 7 ) = 4, 
d( A s ) = 3, d(A 9 ) = 1 y d(A w ) = 1. 

EJEMPLO 5 ■ Fundon: valor de verdad de una proposition 

Dada una proposicion p es usual asignarle su valor de verdad. Si P denota la colec- 
cion de proposiciones y V= {0,1}, la funcion h que a cada proposicion le asigna su 
valor de verdad queda definida por: 

h : P -» {0,1} 

P •-> Kp) = 

Esta funcion es de gran utilidad cuando se utiliza aritmetica modulo 2 en V, puesto 
que permite calcular algebraicamente los valores de verdad de una proposicion com- 
puesta: h(pAq)=h(p)h(q) y h(pv q)=h(p)+h(q). 

□EMPLO 6 ■ Definidon del producto cartesiano 

Dados Ay B conjuntos cualesquiera y AxB = {(a,b)/aeA AbeB} el producto car¬ 
tesiano de A con B, se define la funcion “primera proyeccion”, notada Pr { por: 

Pr x : AxB —» A 

(a, b ) l—> Pr x (a, b) = a 


{ 1 si p es verdadera 
0 si p es falsa 
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y la funcion segunda proyecccion, notada Pr 2 por: 

Pr 2 : AxB -> B 

(a,b) M> Pr 2 (a,b) = b 

En el caso particular que Ay B sean subconjuntos de ®, estas funciones nos dan 
las proyecciones de los puntos en los ejes coordenados. ■ 

EJEMPLO 7 ■ Definition de la funcion area de un drculo 

Si C denota el conjunto de circulos, la funcion a que a cada circulo le asigna su area 
queda definida por: 


a:C —► #? 

+ 

c h-> a(C) = nr 2 

Observe que como cada circulo queda determinado por su radio r, otra forma de 
construir una funcion que a cada circulo le asigne su area es: 



2 

r h->A(r)=Jir 


Por otra parte, note la diferencia conceptual de estas dos funciones: los conjuntos 
de partida son de naturaleza distinta. 


EJEMPLO 8 ■ Sucesion de numeros reales 

Una sucesion {<? } de numeros reales no es mas que una funcion /, en la cual el 
conjunto de partida es el IV y el conjunto de llegada R: 


f-.N —► R 
»>->/(«)=«„ 


EJEMPLO 9 ■ Funcion: operation binaria 

Toda operacion binaria de R (iV, Z,Q 6 C) tal como la suma o la multiplication son 
funciones en las cuales el conjunto de partida es el producto cartesiano R x R y con¬ 
junto de llegada R. 


+ : R x R -» R 

(x,y) ^ +(x,y) = x+y 

■: R x R -> R 

(x,y) >-> (x,y) = x-y ■ 



EJEMPLO 10 ■ Funcion: Permutation de una colection 

Por ultimo, considere una coleccion finita de n objetos A. Toda permutacion de los obje- 
tos de A puede ser vista como una funcion. Para esto, a cada objeto de A se le asigna un 
numero de 1 a n, es decir, se considera que los objetos estan en cierto orden; una per¬ 
mutacion quedara determinada por una funcion / de {l,2,...,n} en { 1 , 2 ,..., «} que sa- 
tisfaga las siguientes propiedades: cada elemento del conjunto de llegada {1,2,..., re) es 
imagen de un solo elemento del conjunto de partida y todos los elementos del conjunto 
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de Uegada son imagen de algun elemento del conjunto de partida. Si se tienen 4 objetos, 
una posible permutacion de estos objetos queda determinada por la funcion: 

/: {1,2,3,4} -> {1,2,3,4} 

1 h-> 2 

2 i—> 3 


3 i—> 4 


4 1 



1-4 ■ Exprese la regia dada en forma de funcion y determine los 
conjuntos de definicion. Por ejemplo, la regia “elevar al cuadrado 

y luego restar 5” se expresa como f: IR -> IR 

x f(x) = x 1 -5 

1. Multiplicar por 3 y despues surnar 1. 


2. Restar 5 y luego dividir por 7. 


3. 


Sumar2 y a continuacion elevar al cuadrado. 


4. Elevar al cuadrado, sumar 1 y finalmente extraer la raiz cuadrada. 


13-15 ■ Dados los puntos P, y P 2 , determine una funcion que 
permita calcular la distancia entre P, y P r 

13. Si P, y P 2 son puntos de una recta. 

14. Si P, y P 2 son puntos del piano cartesiano. 

15. Si Pj y P 2 son puntos del espacio. 

16-17 • Dibuje un diagrama de maquina y uno de flechas para 
las funciones dadas. 

16. /(*) = ■>/*, 0<x<4- 


5-8 ■ Exprese la funcion (o regia) con palabras. 
f: IN -» IR 

x t-» /(*) = “ 5 

6 g:IR -> IR 

x t-> g(x) = -j- 

7 h: IR' -> IR 

x h-> h(x) = 2x 2 -3 

_ A:: [0,100] -> IR 

O. 

x (-> k(x) = -Jlx +1 

9. Si se tienen tres objetos a, b y c. Construya todas las funcio¬ 
nes que definen permutaciones de estos tres objetos. 

10 . Construya una funcion que exprese el perfmetro de un cuadra¬ 
do en terminos de su area. ^Cuales son los conjuntos de defi¬ 
nicion de esta funcion? 


17. /(*) = -, l^x<4. 

x 

18. Suponga que una fabrica que produce cierto artfculo pierde 
$100 si esta inactiva, mientras que si esta operando a su capa- 
cidad, que es de 100 unidades por hora, obtiene un beneficio 
de $1000. Si la relacion entre beneficio y unidades producidas 
es lineal, determine la funcion de beneficio. 

19. Durante una tormenta se ve el rayo antes de oirse el trueno 
porque la luz viaja a mayor velocidad que el sonido. La dis¬ 
tancia entre usted y el centra de la tormenta varfa directamen- 
te con la longitud del intervalo de tiempo entre el rayo y el 
trueno. 

(a) Suponga que el trueno de una tormenta cuyo centra esta a 
5,400 pies de distancia tarda 5 segundos en alcanzarlo a 
usted. Determine la constante de proporcionalidad y escri- 
ba una funcion de la variation. 

(b) Trace la grafica de esta ecuacion. /,Que representa la cons¬ 
tante de proporcionalidad? 

(c) Si la longitud del intervalo entre el rayo y el trueno es de 
8 segundos, ^Cuan lejos esta el centra de la tormenta? 


11. Construya una funcion que exprese el area de la superficie de 
un envase cilfndrico. ^Cuales son los conjuntos de definicion 
de esta funcion? 

12. Para un capital C y una tasa de interes fija i, el valor de la 
cuenta en el banco se dice que es una funcion del tiempo. De¬ 
termine esta funcion. 


20. La ley de Boyle dice que cuando una muestra de gas se corn- 
prime a una temperatura constante, la presion del gas es inver- 
samente proporcional al volumen del mismo. 

(a) Suponga que la presion de una muestra de aire que ocupa 
25° C a 0.106 m 3 es 50 Kpa. Obtenga la constante de pro¬ 
porcionalidad y escriba la funcion que expresa la proporcio¬ 
nalidad inversa. 



SECCION 4.1 DEFINICION Y EJEMPLOS 


211 


(b) Si la muestra se expande a un volumen de 0.3 m determi¬ 
ne la nueva presion. 

21. Para alentar la venta en grupos grandes, un teatro cobra dos 
precios. Si un grupo es menor de 10, cada boleto cuesta 4,500 
pesos; si un grupo es de 10 o mas, cada boleto cuesta 4,250 
pesos. Escriba una funcion para representar el costo de com- 
prar x boletos. 

22. La ley de gravitacion de Newton dice que dos objetos con ma- 
sa m, y m 2 se atraen entre sf con una fuerza F que es conjun- 
tamente proporcional a sus masas e inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia r entre los objetos. Exprese la ley 
de gravitacion de Newton como una funcion. ^.Cuales son los 
conjuntos de definicion de esta funcion? 

23. Suponga que un fabricante elabora dos productos X e V, el 
costo total depende de los niveles de produccion tanto de X 
como de Y. La tabla muestra el costo total para diferentes ni¬ 
veles de produccion: 


Unidades 
producidas de X 

Unidades 
producidas de Y 

Costo total de 
produccion 

5 

6 

17 

5 

7 

19 

6 

6 

18 

6 

7 

20 


A partir de la tabla construya la funcion/de costo total de 
produccion. 

24. Los datos siguientes representan las puntuaciones en un inven- 
tario de nerviosismo realizado en una muestra de 65 emplea- 
dos publicos de Santiago de Chile. 


59 

48 

53 

47 

57 

64 

62 

62 

57 

57 

81 

83 

65 

48 

65 

76 

53 

61 

60 

37 

51 

63 

81 

60 

77 

51 

71 

57 

82 

66 

54 

47 

61 

76 

57 

58 

52 

57 

50 

40 

53 

66 

71 

61 

61 

55 

73 

70 

59 

50 

59 

50 

69 

67 

66 

47 

56 

60 

43 

54 

81 

76 

69 

67 

47 


Determine una funcion que nos de una distribucion de la fre- 
cuencia de estas puntuaciones. 

25. La union de empleados de una companfa esta solicitando que 
se provea de un jardrn infantil para los hijos de los empleados 
como parte de sus beneficios marginales. Para determinar el 
numero de ninos menores de 6 anos que cada empleado tiene, 
la gerencia aplica un cuestionario a sus cincuenta empleados. 
Los resultados obtenidos fueron los siguientes: 


2 

1 

0 

0 

3 

0 

0 

1 

2 

1 

0 

2 

l 

If 

3 

2 

3 

1 

1 

0 

0 

4 

2 

1 

0 

1 

T 

2 

l 

3 

0 

2 

4 

2 

1 

3 

2 

1 

2 

1 

1 

y 

1 

If 

T 1 

1 

2 

1 

1 

0 


Determine una funcion que de una distribucion de frecuencias 
relativa (en porcentaje) del numero de hijos de los empleados 
de esta empresa. 

26. Un estudio del centra comercial Plaza intenta determinar los 
habitos de los consumidores en los sectores aledanos. Una 


muestra aleatoria de cincuenta consumidores que visitaban su 
centro fueron encuestados para determinar el numero de tarje- 
tas de credito que portaban. Los resultados fueron los si¬ 
guientes: 


2 

5 

0 

4\ 

2 

1 

0 

6 

3 

5 

4 

3 

4 

o 

5 

2 

5 

2 

0 

2 

5 

0 

2 

5 

2 

5 

4 

3 

5 

6 

1 

0 

6 

3 

5 

3 

4 

0 

5 

2 

2 

5 

2 

0 

2 

0 

4 

2 

1 

0 


Determine una funcion que de una distribucion de frecuencias 
relativa (en porcentaje) del numero de tarjetas de credito que 
portaban los clientes del centro comercial. 

27. Una prueba de hemoglobina que se aplica a las personas con 
diabetes durante sus examenes rutinarios de control indica el 
nivel de azucar en la sangre durante los dos o tres meses ante- 
riores a la prueba. Los siguientes datos se obtuvieron de 40 
personas diabeticas en la clrnica indisa: 


6.5 

5.0 

5.6 \ 

7.6 

4.8 

8.0 

7.5 

7.9 

8.0 

9.2 

6.4 

6.0 

5.6 

6.0 

5.7 

9.2 

8.1 

8.0 

6.5 

6.6 

5.0 

8.0 

6.5 

6.1 

6.4 

6.6 

7.2 

5.9 

4.0 

5.7 

7.9 

6.0 

5.6 

6.0 

6.2 

7.7 

6.7 

7.7 

8.2 

9.0 


Determine una funcion que de la distribucion de frecuencias utili- 

zando seis intervalos de clase. 

28. Determine una funcion que permita calcular el volumen de 
una caja de base rectangular. ^Cuales son los conjuntos de de- 
finicion de esta funcion? 

29. Determine una funcion que permita calcular el perimetro de 
un rectangulo. ^Cuales son los conjuntos de definicion de esta 
funcion? 

30. Exprese el area A de un triangulo equilatero como una funcion 
de la longitud de su lado. 

31. Exprese el area de la superficie de un cubo como una funcion 
de su volumen. 

32. Determine una funcion que permita calcular el radio de un circu- 
lo si se conoce su area. 

33. Una mujer de 5 pies de altura esta de pie cerca de un farol de 
12 pies de altura, como se muestra en la figura. Determine una 
funcion que permita calcular la longitud L de su sombra de- 
pendiendo de la distancia d de la mujer a la base del farol. 
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34. Una ventana normanda tiene la forma de un rectangulo con un 
semicfrculo sobrepuesto como se muestra en la figura. 

(a) Determine una funcion que permita calcular el area A de 
la ventana. 

(b) Si el perimetro de la ventana es de 30 pies, exprese el area 
A de la ventana como una funcion del ancho x de la misma. 



35. Una caja sin tapa debe cons (nurse a partir de una pieza rectangu¬ 
lar de carton cortando cuadrados identicos en cada esquina y des¬ 
pues doblando los lados como se muestra en la fi gura Determine 
una funcion que permita calcular el volumen de la caja. 



36. Un granjero desea cercar un campo rectangular que bordea un 
no recto, como se muestra en la figura. No necesita cercar a lo 
largo del no. Determine una funcion que permita calcular el 
area A del campo. 



37. Un rectangulo esta inscrito dentro de un semicfrculo de radio 
r, como se ve en la figura. Determine el area A del rectangulo 
como una funcion de la altura h del mismo. 



38. El periodo de un pendulo (tiempo transcurrido en una oscila- 
cion completa del pendulo) varfa directamente con la rafz cua- 
drada de la longitud del mismo. 

(a) Escriba esta relacion como una funcion. ^Cuales son los 
conjuntos de definicion de esta funcion? 

(b) ^Cuanto tendriamos que modificar la longitud del pendulo 
para duplicar su periodo? 



39. El costo de imprimir un numero de una revista es conjunta- 
mente proporcional a su numero de paginas y a la cantidad 
que se impriman. 

(a) Determine una funcion para el costo de impresion. ^.Cua- 
les son los conjuntos de definicion de esta funcion? 

(b) Determine una funcion que describa la variation conjunta 
si el costo de impresion es de $60,000 para 4,000 copias 
de revistas de 120 paginas. 

40. La presion P de una muestra de gas es directamente proporcional 
a la temperatura T e inversamente proporcional a su volumen V. 

(a) Determine una funcion que permita calcular la presion de 
la muestra. 

(b) Determine una funcion que permita calcular la presion si 
100 1 de gas ejercen una presion de 33.2 kPa a una 
temperatura de 400 K (temperatura absoluta medida en la 
escala de Kelvin). 

(c) Si la temperatura se incrementa a 500 K y se reduce el vo¬ 
lumen a 80 1, ^cual es la presion del gas? 

41. La ley de Hooke dice que la fuerza necesaria para mantener 
un resorte estirado x unidades mas alia de su longitud natural 
es directamente proporcional a x. Aquf la constante de propor- 
cionalidad se conoce como la constante del resorte. 

(a) Escriba la ley de Hooke como una funcion. ^Cuales son 
los conjuntos de definicion de esta funcion? 

(b) Si el resorte tiene una longitud natural de 10 cm y se requie- 
re una fuerza de 40 N para mantener el resorte estirado a una 
longitud de 15 cm, determine cual es la constante del resorte. 

(c) iQue fuerza se necesita para mantener estirado el resorte 
una distancia de 14 cm? 
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42 . La resistencia R de un alambre varfa directamente con su lon- 
gitud L e inversamente con el cuadrado de su diametro d. 

(a) Determine una funcion que permita calcular la resistencia 
de un alambre. ^Cuales son los conjuntos de definicion de 
esta funcion? 

(b) Un alambre de 1.2 m de largo y 0.005 m de diametro tiene 
una resistencia de 140 ohms. Determine una funcion que 
permita calcular la resistencia de este alambre y determine 
la constante de proporcionalidad. 

(c) Determine la resistencia de un alambre fabricado del mismo 
material que tenga 3 m de largo y un diametro de 0.008 m. 

43. La tercera ley de Kepler sobre el movimiento planetario dice 
que el cuadrado del periodo T de un planeta (tiempo que toma 
el planeta para efectuar una revolucion completa alrededor del 
Sol) es directamente proporcional al cubo de la distancia pro- 
medio d al Sol. 

(a) Escriba la ley de Kepler como una funcion. ^Cuales son 
los conjuntos de definicion de esta funcion? 

(b) Determine la constante de proporcionalidad utilizando el 
hecho de que para nuestro planeta el periodo es de apro- 
ximadamente 365 dlas y la distancia promedio es de 93 
millones de millas. 

(c) Neptuno esta aproximadamente a 2,79.10 9 millas del Sol. 
Determine su periodo. 


44. En ciertas condiciones, si dos padres de ojos cafes tienen k hi- 
jos, la probabilidad P de que haya exactamente entre ellos r de 
ojos azules esta dada por: 



rl(k-r)\ 


para r=0,l,2,...,k. Exprese esta probabilidad en forma de fun¬ 
cion, determine sus conjuntos de definicion y calcule la proba¬ 
bilidad de que en un total de 4 hijos, 3 tengan ojos azules. 

| | DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

45. Ejemplos de funciones Al principio de la seccion se presenta- 
ron algunos ejemplos de funciones sencillas y cotidianas: la 
estatura es una funcion de la edad, la temperatura lo es de la 
fecha y el costo del correo depende del peso. Plan tee otros tres 
ejemplos de este tipo de funciones. 

46. Cuatro formas de representar una funcion En la tabla siguien- 
te se representan cuatro funciones diferentes definidas de ma- 
nera verbal, algebraica, visual y numerica. Piense en una fun¬ 
cion que pueda ser representada en las cuatro formas y escrf- 
balas. 


CUATRO FORMAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION 


’ ~ Verbal : 

Con palabras: 

P(t) es “la poblacion del rnundo en el momento t” 
Relation de la poblacion P y del tiempo t 


Algebraica 


Con una formula: 
A(r) = m 2 
Area de un circulo 


Visual 


Con una grafica: 



30 t (segundos) 


Fuente: Calif. Dept of 
Mines and Geology 


Aceleracion vertical durante un terremoto 


x Numerica 
Con una tabla de valores: 


w(onzas) 

C(w) (dolares) 

0< 1 

0.32 

1 < w =£ 2 

0.55 

2 <w 3 

0.78 

3<vrS4 

1.01 

4 < w < 5 

1.24 

' . 



Costo de enviar por correo de primera clase una carta 














CAPITULO 4 FUNCIONES 



DOMINIO, RANGO Y GRAFICA DE UNA FUNCION _ 

Cada funcion tiene asociados tres conjuntos, los cuales son de gran importancia para el 
analisis de la naturaleza de la funcion en estudio: El dominio, el rango (imagen, recorri- 
do o codominio) y la grafica, los cuales se precisaran a continuacion. 


■ Definicion 1 Para cualquier funcion f:A—~B el conjunto de todos los valores de 
xeA para los cuales existe un y € B tal que y = fix) se denomina el dominio de / y se 
denotata por: Dom(/). Simbolicamente se tiene: Dom(f) = {xeA\(3yeB)(y =f(x ))}, 
el cual es un subconjunto del conjunto de partida A, 



■ Definicion 2 Para cualquier funcion f : A—*B e i conjunto de todos los valores que 
se obtienen por medio de la funcion se denomina rango, imagen o recorrido de / y se 
denotapor: Rang(/). 

Simbolicamente se tiene: Rang(f)={yeB\(HxeA)(y=f(x))},el cual es un subcon¬ 
junto del conjunto de llegada B, 



En otras palabras, el dominio de una funcion esta formado por todos los elementos 
del conjunto A para los cuales tiene sentido calcular la funcion, mientras que el rango 
esta formado por todos los valores que se obtienen por medio de la funcion. Si se utili- 
za la analogfa de la funcion como una maquina, el dominio sera la materia prima que 
puede ser introducida en ella para obtener un resultado y el rango sera todo lo que sale 
de la maquina o productos terminados. 

Si las relaciones en un modelo se describen utilizando una funcion, el dominio lo 
formaran las restricciones de las variables de entrada y el rango todos los resultados que 
se obtienen del modelo y corresponden a los valores de las variables de salida, en par¬ 
ticular de la(s) medida(s) de desempeno. 

Consideremos la funcion f que determina el tiempo para viajar en auto entre dos 
ciudades. 


f:A 

(D, V,N,T e ,P,T p ) 


B 

^ f(D,V,N,T e ,P,T p ) = ® + NT e +PT p 


Las posibles restricciones dadas a cada una de las variables permite determinar el do¬ 
minio de la funcion. Puesto que en general se puede considerar que [OGR , VER + , y 
N&N, PGN, T e eR + y T p ER + ], se tiene que el dominio de / es el subconjunto de R 6 , 


Dom{f)=R + xRx (Wu{o}J x (R + v{o}) x (Wu{o}j x f« + u{o}| 

■ Definicion 3 Para cualquier funcion fiA-^B j a grafica de / es el conjunto 

G f = \(x,y) gAxB/(xs Dom(fJ) a(j = /(x))}. 

Observe que la grafica de una funcion es un subconjunto del producto cartesiano 
AxB: G^.C AxB. Ademas note que: 

• Si se define una funcion por medio de su grafica g^, el dominio de / estara for¬ 
mado por las primeras componentes de los puntos de G f , mientras que el rango de 







SECCION 4.2 DOMINIO, RANGO Y GRAFICA DE UNA FUNCION 


215 




CFi-yi) 

x 2 (*i> ^2) 

f . 

; 

1 

< 

■ 

.f 

* 

■ 

1 

1 

• 

1 

* 



(yi> >2) = r (*i» *2) = (-*1, Xj) 

FIGURA 1 


/ estara conformado por las segundas componentes de los puntos de g .. Como 
G^QAxB, las funciones primera y segunda proyeccion, Pr l y Pr 2 son de gran 
utilidad para calcular el dominio y rango de f: 

Dom(f ) = {Pr x (x,y)/(x, y)&G f \ 

Rang{f) = {Pr 2 (x,y)/(x,y)eG f } 

• La grafica de una funcion f:A—*B siempre existe, a pesar de que no se pueda di- 
bujar. Piense, por ejemplo, la funcion siguiente: 

r : R 2 R 2 

(x u x 2 ) —> r(x„x 2 ) = (-x„x 2 ) 

Dom(r ) = #? 2 , Rang(r ) = K 2 y su graficaes el conjunto: 

G r = {(x 1 ,x 2 ,_p,,j 2 )e ^x5/(x,,x 2 )e Dow(r) a(^,^ 2 ) = r(x,,x 2 )} c ^ 4 , 

el cual existe; sin embargo, no es posible representarlo graficamente pues sena necesa- 
rio tener una representation grafica de R A y como usted sabe, no se tiene. Pero a pesar 
de que la representacion grafica de esta funcion no se puede realizar, sf es factible des- 
cribir el efecto de la funcion r en cada punto del piano R 2 . 

Como se observa el reflejo en la figura 1, la imagen de cada punto (Xj, x 2 ) del piano 
es el punto (-x t , x 2 ), el cual es del punto inicial respecto al eje coordenado Y. Se enfa- 
tiza que la figura anterior no es la representacion grafica de r, solo es una forma de re- 
presentar su efecto. 

• Las graficas de las funciones son representadas por di versos esquemas, los cua- 
les corresponden a las diferentes formas en que se representa el producto carte- 
siano de dos conjuntos. Las mas usuales son: tablas, diagramas cartesianos y dia- 
gramas sagitales. 

La tabla siguiente representa la grafica de la funcion d de distribucion de ffecuen- 
cias de las puntuaciones de la prueba de manchas de tintas considerada anterior- 
mente. Note que los elementos de la grafica de d son de la forma (A ( -, diA^ para 
i= 1,2,...,10. 



10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 


FIGURA 2 



Puntuaciones 

Frecuencia 

A y 

10-14 

2 

A 2 

15-19 

8 

A 3 

20-24 

6 

A 4 

25-29 

12 

A s 

30-34 

7 

A 6 

35-39 

6 

A 7 

40-44 

4 

A s 

45-49 

3 

A 9 

50-54 

1 

A ,o 

55-59 

1 


Dom(d) = {A l ,A 2 ,A,,A 4 ,A 5 ,A 6 ,A 7 ,A a ,A 9 ,A, 0 } y Rang(d)={ 2,8,6,12,7,4,3,1}. 


La misma funcion puede representarse mediante un diagrama cartesiano como el de la 
figura 2: 
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En este grafico se representa el conjunto de partida sobre una recta horizontal (no 
necesariamente graduada) y el de llegada en una recta vertical. Observe que al determi- 
nar las proyecciones sobre cada una de estas rectas se determina el dominio y rango de 
la funcion. 

Un diagrama sagital para la funcion d es: 

d 




FIGURA 3 


Considere la sucesion vista ahora como una funcion / de N en R. La gra- 

fica de / es el subconjunto de NxR: 

n -4 

la cual puede ser representada graficamente como se muestxa en la figura 3. 

El dominio de / esta formado por todos los n e N para los cuales existe; esto 
es, para todos los n eiV para los cuales n 2 -4 ^ 0; por tanto Dom(f) = N -{2}. 

Lo unico que se puede afirmar sobre el rango de / es que es un subconjunto de 
u {- puesto que existen numeros en R + que no son valores de f. Tal como se apre- 

cia en la representacion grafica /; por ejemplo, / no toma los valores comprendidos en- 
tre /(4) = -^y/(3) = i. 



EJERCICIOS 


1. Sea x e INy f la funcion definida por /( x) ={de «V / d divide a je} 

(a) Determine dominio y rango de /. 

(b) Calcule /(17), /(30) y /(124) 

(c) Determine la grafica de /. 


2-10 ■ ^Cuales de los siguientes conjuntos son la grafica de una 
funcion? Dibuje en cada caso el conjunto de puntos. Si el conjunto 
es la grafica de una funcion, halle su dominio y rango. 


2. {(x,y)eZ 2 | 2 x = y} 

3. {(rj)6RXR| x + 3y = x 2 } 

4. {( x,y)eR 2 \ | x|= 7 } 
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5 . {(x,y)eR 2 \ 2x>yj 

6 . {(A7)£« 2 1 x = Jy} 

7. {(x,y)eK 2 | y = Jx} 

8. {(*,jO eR2 l ^ = 0} 

g. {(A7)eR 2 l I *— 21 <5 } 

10. {(jc, eiR 2 1 |*| + |y|=l} 

11-16 ■ Utilizando la siguiente tabla responda cada una de las ac- 
tividades siguientes. 

La tabla dada representa los valores de la funcion de consumo de 
came C (en kilos por familia por semana) dependiendo del ingreso 
familiar / (en millones de pesos por ano) y del precio de la came p 
(en pesos jpor kilo), C = f{I,p). 

Precio de la came, p ($/k) 


Ingreso 
familiar por 
ano, / 

($ 1 , 000 , 000 ) 


1,650 

1,925 

2,200 

2,475 

5 2.65 

2.59 

2.51 

2.43 

10 4.14 

4.05 

3.94 

3.88 

15 5.11 

5.00 

4.97 

4.84 

20 5.35 

5.29 

5.19 

5.07 

25 5.79 

5.77 

5.60 

5.53 


11 . Determine /(5,1925), /(10,2200), /(20,1650) y /(25.1925). 
^Que significado tienen estos valores? 

12. Determine la grafica de / y representela en un sistema carte- 
siano de coordenadas. 


13. Defrna la funcion h(x)=f(x, 1650). Determine mediante una 
tabla los valores de la funcion h y trace su grafica. Explique el 
significado de esta funcion. 

14. Defina la funcion g(y)=/(15,y). Determine mediante una tabla 
los valores de la funcion g y trace su grafica. Explique el sig¬ 
nificado de esta funcion. 



18. La grafica proporciona la distancia a la que se encuentra un 
vendedor de su hogar como una funcion del tiempo en un dfa 
determinado. Describa en palabras lo que indica la grafica res- 
pecto a sus recorridos en ese dia. 



(horas) 

19. Coloque cubos de hielo en un vaso, llenelo con agua fria y deje- 
lo sobre una mesa. Trace una grafica aproximada de la tempera- 
tura del agua como una funcion del tiempo transcurrido. 

20. El dueno de una casa poda el cesped todos los miercoles por 
la tarde. Trace una grafica aproximada de la altura del cesped 
como una funcion del tiempo a lo largo de un periodo de 4 se- 
manas empezando el domingo. 

21. Trace una grafica aproximada de la temperatura exterior como 
una funcion del tiempo durante un dia de primavera. 

22. Usted coloca unajarta de frutas en un homo y la homea du¬ 
rante una hora. Despues la saca y la deja enfriar antes de co- 
mersela. Trace una grafica aproximada de la temperatura de la 
tarta como funcion del tiempo. 


15. Compare las representaciones graficas de las funciones f,hy 
g; explique sus diferencias y relaciones. 

16. Elabore una tabla de la proportion, P, del ingreso familiar 
gastado en came por semana, en funcion del precio de la came 
y del ingreso (observe que P es una fraction del ingreso gasta¬ 
do en came). iQue significado tiene esta funcion? 

17. La grafica da el peso de una persona como funcion de su 
edad. Describa con palabras la forma en que el peso de esta ha 
variado a lo largo del tiempo. ^Que piensa que ocurrio cuando 
esta persona tenia 30 afios? 


23. Durante una semana de diciembre en la ciudad de Santiago, 
las temperatures maximas diarias fueron registradas segun el 
grafico siguiente: 


















218 


CAPfTULO 4 FUNCIONES 


(a) /Cual es el dominio y rango de esta funcion? 

(b) ^Entre que par o pares de dfas consecutivos se presento 
una mayor variacion de temperatura? 

(c) ^Entre que par o pares de dfas consecutivos se presento 
una menor variacion de temperatura? 

24. La figura muestra el consumo de energfa en San Francisco el 
29 de septiembre de 1996 (P esta medido en megawatts; t se 
mide en horas a partir de la media noche). 

(a) ^Cual es el consumo de energfa a las 6:00 ajn.? ' L A las 
6:00 p.m.? 

(b) - l A que hora fue mas bajo el consumo de energfa? 

(c) i A que hora fue mas elevado el consumo de energfa? 



25. El grafico siguiente muestra la distribucion de edades de los 
alumnos de un curso universitario de primer ano. 


a,, 

(cm/s 2 ) 

100 - 



27. El 18 de marzo de 1996 se registraron cada 2 horas lecturas de 
la temperatura T (en °F) en Atlanta, Georgia. El tiempo t se 
mide en horas a partir de medianoche. 


t 

T 

Q 

58 

2 

57 

4 

53 

6 

50 

8 

51 

10 

57 

12 

61 


Utilice las lecturas para trazar una grafica aproximada de T en 
funcion de t. 


4 s 
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E 17-18 
■ 18-19 
□ 20-21 
□ 21-22 



(a) Interprete este grafico como la representation grafica de 
una funcion. Determine dominio y rango de la funcion. 

(b) iQue porcentaje de los alumnos tiene una edad entre 18 y 
19 afios? 

(c) iQue porcentaje de alumnos tiene una edad superior a 19 
anos? 

(d) Realice dos representaciones graficas distintas de la fun- 
cion de la distribucion porcentual de las edades del curso. 

26. La grafica muestra la aceleracion vertical del suelo causada por 

el terremoto de Northridge de 1994 en los Angeles, medido por 

un sismografo. (Aquf t representa el tiempo en segundos). 

(a) ^En que momento t empezo el terremoto a crear por pri- 
mera vez movimientos notables del suelo? 

(b) ^En que momento t parecio terminar el terremoto? 

(c) <,En que momento t se alcanzo la intensidad maxima del 
terremoto? 


28. En la tabla se muestra la poblacion P (en miles) de San Jose, 
California, de 1984 a 1994 (se dan estimaciones a mediados de ano). 


t 

P 

1984 

695 

1986 

716 

1988 

733 

1990 

782 

1992 

800 

1994 

817 


Trace una grafica de P como funcion del tiempo t. 

29-34 ■ Si a = (a v a 2 ) y b = (/>,, b 2 ) son elementos de i 2 , la suma 
de a con b es el elemento de f 2 notado a + by definido por 
a + b = {aj + bj aj + b 2 ) donde la suma de las coordenadas corres- 
ponde a la suma de numeros reales: 

29. Interprete esta suma como una funcion. ^Cual es el dominio y 
rango de esta funcion? 

30. Si se nota la funcion anterior por s, calcule s((l,2),(-l,5)), 
*((3,2.5),(1.5,4)), *((0,0),(^,3)) y *((1,2),(-1,-2)). 
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31 Demuestre que para cada par de elementos a y b de i 2 se tiene 
que s(a,b)=s(b,a). iQ ue propiedad de la suma describe la 
igualdad anterior? 

32 Demuestre que para cada tripla de elementos a, b y c de i 2 se 
tiene que s(s(a,b),c)=s(a,s(b,c)). ^Que propiedad de la suma 
en i ' 2 describe la igualdad anterior? 

33. Demuestre que para todo a de i 2 existe un elemento e de i 2 
que tiene la propiedad s(a,e)=a. i,Que propiedad de la suma 
describe la igualdad anterior? 

34. Demuestre que para cada a de t' 2 existe un elemento a* de i 2 
tal que s(a,a*) = e. ^Que propiedad de la suma describe la 
igualdad anterior? 

■ Descubrimiento y analisis 

35-48 • Descripcion de curvas en el piano 

35. La funcion a: i -» i 2 definida por asigna a cada valor dado 
a t un punto P del piano de coordenadas P=(x,y) donde x=t y 
y= t 1 . 

(a) Complete la siguiente tabla de valores de la funcion a 


t 

X 

y 

a(t) = P 

-3 




-2 




-I 




0 




1 




2 




3 




4 





(b) Represente los diferentes puntos obtenidos por medio de la 
funcion a en el piano y observe que los puntos generan una 
curva plana C £Por que esta curva no se puede considerar 
como una representacion de la grafica de la funcion a? 

En general, los valores de este tipo de funciones (que co- 
rresponden a puntos del piano) describen una curva plana 
C; es por esto que se dice que la funcion a describe una 
curva C o que es una parametrizacion de la curva. 

36-39 ■ Trace las curvas descritas por las siguientes funciones, 
indique con una flecha la direccion de la curva al aumentar los va¬ 
lores de t en su dominio. 

36. a (t) = (2f + 4, t -1) Dom(a) = R* 

37. a(0 = (3-f,2r-3) Dom(a) = [-1,4] 

38. r{t) = (l-2f,/ 2 ) Dom(r) = [0,3) 


40-47 ■ Describa el movimiento de una partfcula cuya position 
es (x,y) cuando t varfa en el conjunto dado. 


40. 

X = cosf 

y = sint (€8 

41. 

X = cos t 

y = sinf 0<F<27t 

42. 

X = cos t 

y — sinr 0 < t < it 

43. 

x = cos 2 1 

y = sin 2/ 0 <t< — 
y 2 

44. 

x = 2 cos t 

y — 3 sin t 0 < t < 2it 

45. 

x — cosit f 

y = sinjit l<f <2 


46. x = 2 + cost y = 3 + sinr 0<f<2rt 

47. x = 2 + 2cosf y = 3+3sin/ 0<t<2n 

48. Dada la funcion l(t) = (x, + (x 2 -x,)f, y, +(y 2 -y 2 )t) donde 0 < 
f< 1: 

(a) Muestre que la funcion l describe el segmento de recta 
que une los puntos P 2 (x,, y x ) y P 2 (x 2 , y 2 ). 

(b) Utilice este resultado para encontrar una parametrizacion 
del segmento de recta que une el punto (1,2) con el (-1,0). 

(c) Utilice este resultado para encontrar una parametrizacion 
del segmento de recta que une el punto (-1,0) con el pun¬ 
to (1,2). 

(d) iQue diferencia existe entre las dos parametrizaciones en- 
contradas en (b) y (c)? 

49-50 * Unidades monetarias de valor constante (UhtVC) 

Con el fin de evitar que la desvalorizacion monetaria erosione 
los ahorros, los gobiemos autorizan normas para la correccion 
monetaria de tal modo que los dineros en juego mantengan su 
poder adquisitivo. Estas correcciones monetarias se calculan 
con base en el rndice de precios al consumidor ( JPQ y las ta- 
sas de interes efectivas de capitalizacion en depositos de 90 
dfas; igualmente, permiten tomar los dineros de prestamos, in- 
versiones y ahorros para convertirlos en unidades monetarias 
de valor constante ( UMVC ). En Chile, por ejemplo, los dine¬ 
ros en juego se convierten en UF (unidad de fomento), crea- 
dos por Decreto Supremo de enero de 1967. El valor de la UF 
lo calcula el Banco Central con base en el IPC, mediante la 
ecuacion: 



En la cual VN es el porcentaje de variacion del IPC registrado 
en el mes inmediatamente anterior, n es el numero de dlas del 
periodo para el cual se calcula la UF (este periodo es men- 
sual), y el Banco Central publica cada mes un listado con los 
valores de la UF dfa a dia. 


39. /(f) = (f 2 ,6-3t) Dom(a) = R + u{0} 
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49. 


Exprese el valor de la UF como una funcion. Determine su 
dominio y rango teoricos. 


50. Busque en el diario o en Internet la variacion del IPC durante 
el ultimo mes y calcule los valores de la UF para varios valo- 
res de n. ^Coinciden sus resultados con los publicados por el 
Banco Central? 


Ml FUNCIONES NUMERICAS O REALES 



Se denomma funcion numerica de una variable real a toda funcion para la cual el con- 
junto de partida y el de llegada son subconjuntos del conjunto R de numeros reales. 

Por ejemplo, la funcion / que a cada numero real x le asocia el numero real positi- 
vo que es igual a su cuadrado es una funcion numerica. Se tiene entonces: 

f:R-*R + U{0} 

* »-»/(*) =* 2 

Cuando se estudian funciones numericas, se suele simplificar la notation e indicar- 
as por medio de sus valores. Asf, por ejemplo, la funcion que a cada numero real le su- 
ma 1 quedara notada por: g(x)=x+l. Se permitira este abuso solo cuando el contexto in- 
clique con claridad que se trata de una funcion numerica. 

Por otra parte, es tambien usual referirse a las funciones numericas como funciones 
reales. Este nombre se debe a sus conjuntos de definition y no como puede sugerir la pa- 
labra real a que sean las funciones que mas se presentan en la vida real; note que la gran 
mayorfa de las situaciones reales no pueden ser simplificadas al punto de que solo una 
variable sirva para describirla en forma adecuada, sin pasar por alto factores relevantes 
para su estudio. Si usted piensa, por ejemplo, en los modelos lineales que se han dado 
en capitulos anteriores podra notar que muchos factores que influyen en la situation han 
si o tgnorados; eso no indica que estos modelos no sean validos, solo que son una for¬ 
ma muy simplificada de ver la situacion, en la cual se hacen varios supuestos que es di- 
ficil que en algunas situaciones practicas se satisfagan. A pesar de esto, el estudio deta- 
llado de las funciones reales es de vital importancia en el desarrollo de modelos de va- 
nas variables, motivo por el cual se estudiaran en detalle en las siguientes secciones 


cAlculo del dominio y rango de una funcion real 

La determinacion del dominio y rango de una funcion real / defmida por y = f{x) de 
pende de la estructura algebraica de R , es decir, de las defmiciones de las operacione; 
en el cuerpo de los numeros reales y sus propiedades: el cero no tiene inverso multipli 
cativo; por tanto, una expresion que se encuentre en el denominador de una fraction nt 
puede ser cero; no es posible calcular la rafz n-esima par de un numero real negativo 
puesto que xF > 0 para todo real * y cada n entero positivo par, etc. Tenga presente que 
para determinar el dominio se deben analizar los valores que puede tomar la variable 
mdependiente x y para el rango los valores que toma la variable dependiente y. 

EJEMPLO 1 8 Determinacion del dominio de cada funcion 


(a) f(x) = 


x 3 -9x ’ 


(b) g(x) : 


x 2 -5 
x 2 -16 
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SOLUCION 


(a) La funcion / no esta defmida cuando el denominador es 0. Dado que 
x 3 -9x =x(x 2 -9) =jc(jc-3)(x+3) 

se tiene que: 

Dom{f) =R- {-3,0,3 }=(-°°,-3)u(-3,0)u(0,3)u(3,+°°). 

(b) Como la rafz de un numero negativo no es un numero real, la funcion g estara de- 
finida solo para los valores de x para los cuales 

4^-zo, 

x 2 -16 


resolviendo esta desigualdad se tiene que: 

Dom(g) = (—u [—n/5, y[5 ] u (4,+°°) • 


EJEMPLO 2 ■ Determination del rango de las siguientes funciones: 

(a)/(x) = x-x 2 .(b) g(x) = 

9 . 

SOLUCION 

(a) Ahora lo que se quiere es analizar los valores que puede tomar la variable y, esto 
es ver cuales son los numeros reales y que se pueden escribir como y=x-x 2 , lo que 
equivale a analizar para que valores de y la ecuacion x-x+y=0 tiene soluciones reales. 
La ecuacion tendra soluciones reales cuando su discriminante sea positivo o cero, en 
el caso de la ecuacion considerada se tiene que: l-4y>0 si y solo si y<—. Por tanto 

Rang{f) = 

4 

(b) Observe que los valores de la funcion 

g(x) = 

son positivos o cero, ya que esta definida por la rafz positiva; para obtener y = 0 serfa 
necesario poder introducir en la funcion el valor 0, pero esto no es posible ya que 0 
no es un valor del dominio de g, por tanto 

Rang(g)QR + . 

Para determinar con precision el rango de g, utilicemos el metodo del ejemplo an¬ 
terior. En este caso se deben determinar todos los valores de y > 0 tales que la ecuacion 

tiene soluciones reales, esta ecuacion es equivalente a: 
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la cual tiene soluciones reales si su discriminante 


l+4/>0 

como esta desigualdad se satisface para todo real y, se concluye que: 

Rang(g)=( 0,+°o). 


GRAFICA DE FUNCIONES REALES 


Observe que si / es una funcion real, su grafica es un subconjunto de y su represen- 
Jacion grafica sera posible en el piano cartesiano, salvo para algunas funciones, como: 


/(*) = 


1 si x = 0 
0 si x * 0 


Es usual en los casos en que existe una representacion grafica referirse a la grafica 
de la funcion y a su representacion grafica como una misma cosa; nos permitiremos es- 
to mientras no cause ambigiiedad. 

La grafica de una funcion real / proporciona una imagen util del comportamiento de 
la funcion, ya que por un lado, la coordenada y de cualquier punto (x,y) es y = f(x) que 
corresponde a la altura de los punto con respecto al eje coordenado X del piano carte¬ 
siano; y por otro, al tener los puntos de la grafica en el piano cartesiano, es posible, uti- 
lizando las proyecciones a los ejes determinar el dominio y rango de la funcion, como 
se muestra en la figura siguiente: 

Es util conocer las graficas de algunas funciones reales, como: 


Y 
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EJEMPLO 3 ■ Grafica de una funcion lineal 

Una funcion / definida para todo real x por f(x) - ax+b se llama funcion lineal por- 
que su grafica es una lfnea recta. El numero b es la segunda coordenada del punto 
(0^>) en el que la recta corta al eje Y. El numero a es la pendiente de la recta. 

Trace la grafica de la funcion f(x) = 3x+l 

SOLUCION 

De acuerdo con lo anterior, la grafica de f(x) = 3x+l es una recta de pendiente 3 que 
intersecta el eje Y en (0,1) como muestra la Figura 4. 

Por otra parte, recuerde que para determinar una recta basta conocer dos de sus 
puntos; por tanto pueden elegirse dos valores de x distintos y determinar sus imagenes 
por medio de la funcion para trazar la grafica de /. 

a 

EJEMPLO 4 ■ Grafica de una funcion cuadratica 
Trace la grafica de la funcion f(x)-x 2 

SOLUCION 

Para determinar los puntos en la grafica de f(x) = x 2 se puede elaborar una tabla de 
valores. A continuacion se dibujan los puntos en el piano cartesiano y se unen por una 
curva como en la figura 5: 



FIGURA 4 



X 


FIGURA 5 


X 

Ax) 

0 

0 

1 

1 

2 

4 

1 

1 

3 

9 

2 

4 

2 

4 


EJEMPLO 5 ■ Grafica de una funcion cubica 
Trace la grafica de la funcion f(x) = x 3 


SOLUCION 



FIGURA 6 


Para determinar los puntos en la grafica de f(x)=x 3 se elabora una tabla de valores y a 
continuacion se dibujan los puntos en el piano cartesiano y se unen por una curva. 


X 

Ax) 

0 

0 

l 

1 

2 

8 

1 

1 

2 

8 

1 

1 

2 

8 

-1 

-1 

-2 

-8 
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- 1.0 - 0.5 0.0 0.5 1.0 


FIGURA 7 


EJEMPLO 6 IS _ 

Trace la grafica de la funcion f(x) = V l-x 2 y determine el dominio y rango de la funcion 
SOLUCION 

Como y = V l-x 2 , elevando al cuadrado ambos lados se tiene la ecuacion x 2 +y 2 =l 
que representa geometricamente un circulo de radio 1 y centra en el origen. Como 
y>0, la grafica de f corresponde al semicfrculo. 

A partir de la grafica se obtiene: Dom(/)=[-l,l] Rang(/)=[(),]]. ® 

□EMPLO 7 s Funcion valor absoluto 

Trace la grafica de la funcion valor absoluto, f(x) = Ixl, y determine el dominio y ran¬ 
go de la funcion. 



SOLUCION 

Aplicando la definicion del valor absoluto se tiene: 

r, , , , Jxsix>0 

Es claro que 

Dom(f)=R 
Rang(f) = R + uj{0} 

y su grafica esta formada por dos rectas; una de pendiente positiva y otra de pendien- 
te negativa que se intersectan en el origen. a 


EJEMPLO 8 n Funciones constantes 

Una funcion cuyo rango consta de un solo numero se denomina funcion constante. En 
la figura 9 se muestra un ejemplo en el que f(x) = 4 para todo xe R . La grafica es una 
recta horizontal que corta el eje y en el punto (0,4) y Dom(f) = R y Rang(j) = {4>. h 

□EMPLO 9 ■ Funcion parte entera 

Se llama parte entera de un numero real x al mayor entera menor o igual a x. Es decir, 
la parte entera de x es el numero entera n si y solo si n < x < n + 1. La parte entera de 
x se denota por [x]. 

La funcion parte entera es aquella que a cada numero real le asigna, como imagen, 
su parte entera, /(x)=[x], asf, por ejemplo: /(1.5) = [1.5] = 1 y /(—1.5) = [-1.5] = -2. 

Para trazar la grafica de esta funcion observe que esta funcion es constante en cada 
intervalo cuyos extremos son numeros enteros consecutivos. La tabla de valores y su 
grafica se muestran en la figura siguiente: 


X 

/(x)=[x] 

-2<x< -1 

-2 

-l<x<0 

-1 

0<x<l 

0 

l<x<2 

1 

2<x <3 

2 


FIGURA 10 
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0 1 2 3 4 5 6 


FIGURA 11 




Represents la grafica No representa la 
de una funcion grafica de una fiincion 

FIGURA 12 


EJEMPL010 s Funciones escalonadas 

Una funcion f se dice escalonada si es constante por intervalos. Un ejemplo conocido 
de funcion escalonada es la funcion de franqueo postal c que calcula el costo de en- 
viar una carta por correo dependiendo de su peso; la tabla de valores y su grafica se 
muestran a continuacion. 


x (onzas) 

c(x)( dolares) 

0 <x <1 

0.32 

Kx<2 

0.55 

2<x<3 

0.78 

3<x<4 

1.01 

4<x<5 

1.24 


Ahora bien, tenga en cuenta la siguiente observacion. La grafica de una funcion real 
es generalmente una curva en el piano XY; es valido preguntarse: /,Que curvas del piano 
son la representation grafica de una funcion y cuales no? Esto se responde facilmente 
por medio de la definition de funcion: “Para cada valor de x debe existir un solo valor de 
y”; por tanto una curva en el piano es la grafica de una funcion si y solo si ninguna recta 
vertical toca la curva mas de una vez. Observe los ejemplos que aparecen en la columna. 


EJERCICIOS 


1. Se da la grafica de la funcion real /. 

(a) Obtenga los valores de/-I ),/(()),/(!) yfi3). 

(b) Determine el dominio y rango de/. 










\fj^* 



X 

/ 



7 

( 

-3 

— 

0 

4 



— 





2. Se da la grafica de una funcion real h. 

(a) Obtenga los valores de h{- 2), h( 0), h(2) y h( 3). 

(b) Determine el dominio y rango de h. 















z 





J 


hi 




\ 




/ 





\ 



/ 



-3 



A 


; 










3. Se da la grafica de una funcion real g. 

(a) Obtenga los valores de g(-4), g(-2), g(0), g(2) y g(4). 

(b) Determine el dominio y rango de g. 


y . 


j 


—a. 

i 



\ 


\ 


\ 


\ 


/ \ 

i 

-i 

\° 


1 


X 

/r ] 

t 


i 


4. Seda la grafica de una funcion real/. 

(a) Obtenga los valores de/-3),?(l),/2) y/3). 

(b) Determine el dominio y rango de /. 

n 











/ 





0 



S 
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Se dan las graficas de las funciones reales/y g. 

(a) iCual es mayor,7(0) o g( 0)? 

(b) ^Cual es mayor,/-3) o g(- 3)? 

(c) ^Para que valores de a: es J(x) = g(x)7 



6. Se da la grafica de una funcion real/. 

(a) Calcule/0.5) al decimal mas cercano. 

(b) Obtenga/3) al decimal mas cercano. 

(c) Determine todos los numeros * en el dominio de/tales 

que/*) = 1 



IeI| Si m 4s # m P 

M ill 

1811811118 


7-8 ■ Determine si cada una de las curvas es la grafica de una 
funcion de *. 



9-12 ■ Determine si la curva es la grafica de una funcion de *. En 
caso de serlo, obtenga el dominio y el rango de la misma. 

9. in 



2 


* 
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13-20 b Se da una funcion /. 

(a) Trace la grafica. 

(b) Determine el dominio. 

13. fix) = 1 -x 

14. fix) = \(x + 1) 

15. fix) = x 2 - 4x 

16. fix) = x 2 - 4x + 4 

17. fix) = V9 - x 

18. fix) = VXx + 6 

19. /(x) = Vl6 - x 2 

20. /(*) = - V25-X 2 


I 

21-27 ■ Calcule el dominio y rango de cada 
reales dadas. 


una de las fiinciones 


2 '- 

22 . g(x)=yf]^5. 

23 . h(x)='& 9 . 

25. , W = ^±£. 

3-x 

26 ' w(x)=yfx+2-^[l-x. 

27. z(x)= *\jx 2 -2x-8. 


28-32 * Determine el dominio y rango de las siguientes funcio- 
nes reales: 

28. /(x) = max(x,x 2 ) 

29. = A 


30 ' r(x)=J* m x" 

' ' X -^OO 


3 ’- 

32. »»(*) = lim y* / 


33. Sea / la funcion real definida por: /(x)=2x+l. Calcule /(2), 

K-2),f{a+b),m+m. 

34. Sea g la funcion real definida por: g(x)=U-3l+lx-ll. Calcule g(0), 
g(l), g(-l). Determine todos los valores de t para los cuales 

g(t+2)=g(t). 


35-40 ■ Sea / la funcion real definida por :f(x)=x 2 . En cada caso 
determine todos los valores de x, y, t, etc., para los que la for¬ 
mula dada es valida. 

35. f(-x)=f(x). 

36. f(y)-f(x)=(y-x)(y+x). 

37. f(x+h)-f(x)=2xh+h 2 . 

38. f(2y)=4f(y). 

39 - f(?)=f(t) 2 . 

40. -Jffe)=\a\ . 


41-46 ■ Sea g la funcion real definida por:g(x) = v4-x 2 si\x\<2. 
Indique los valores de las variables para las cuales son validas 
las siguientes igualdades: 

41 - g(x)=g(-x). 

42. g(°-2) — V 4a-a . 


g(2y)=2 V 1-y . 

43. ,- 

,l s V4/ 2 -l 

44. g( 7 ) = _ |7T 

45. g(^) = ^ 16-s 2 .. 

46. -_!_= 2 . ~ ..gM. r 

2 + g(x) x 1 I 1 si 0 < x < 1 

}2 si 1 < x < 2 

47. Sea f la funcion definida por f(x)~ 

(a) Trace la grafica de /. 

(b) Sea g(x)=f(2x). Describa el dominio de g y representelo 
graficamente. 

(c) Sea h(x)=f(x-2). Describa el dominio de h y representelo 
graficamente. 

(d) Sea k(x)=f(2x)+f(x-2). Describa el dominio de k y repre¬ 
sentelo graficamente. 

48. La grafica de los polinomios g(x)=x y h(x)=x 3 se cortan en tres 
puntos. Dibuje una parte suficiente de sus graficas para ver 
como se cortan. 

49. Sea /(x)=[x] y g(x)=[2x] (donde [ ] simboliza la funcion parte 
entera). En cada caso, dibuje la grafica de la funcion h defini¬ 
da por: 

(a) h(x)=f(x)+g(x) 

(b) h(x)=f(x)g(x) 


(c) h{x) = f(x) + g{^ 

(d) h{x)=~f(2x)g^ 


50- 55 ■ En cada caso suponga que el dominio de la funcion f dada 

es el intervalo [-2,2]. Dibuje la grafica correspondiente a cada una. 

50. f(x)=x+[x], 

51 - f(x)=x-[xj. 

52. f(x)=[-xj. 
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53. f(x)—2[x]. 

54. /(*) = [*+|]- 

55. /(x) = [x]+[x+|]- 

56-59 * En cada caso, dibuje la grafica de la funcion dada en su do- 
minio. 

56 ‘ f(x)=[\[x] para 0<x<10 

57. f(x)=\x\ para 0<x<3 

58. f( x ) = ' x J[x\ para 0<x<10 

59. f(x)=[x] 2 para 0<x<3 

60-63 ■ Demuestre en cada caso la propiedad indirada de la fun¬ 
cion parte entera: 

60- [x+n]=[x]+n para cada entero n. 

61. [-x] = f-[x] x es un entero-[x] -1 en otro caso. 

62. [x+y]=[x]+[y] o [x+y]=[xj+[y]+l 

63. [3x] = [xj]+[x+^]+[x+^] 

64-76 ■ Trace la grafica de cada una de las funciones siguientes y 
determine su dominio y rango. 


64. 

r(x)=\x+l\-\x-l\ 

65. 

s(t)=\x 

-5x+4\-\x 2 -4\ 

66. 

^—\ 

A 

II 

[-lx si <3 
[x+3six>i 

67. 

II 

3 

'be 

V 9-x 2 si x<l 


1 

x 2 si l<x<4 



si x<2 

68. 

h(x)=- 

x- 1 



[a/ 25- x 2 six >2 

69. 

s(x)=\ 

, six<0 
x 3 -l 


-x—3 si x>0 


75. p(x) = 


si 

|x 

|<2 

[3 

si 

\x 

|>2 


1 

si 

1 X 

I<1 

76. t(x) = < 

x 3 

l 


1 

si 

\x 

I>1 


77. Una empresa de taxis cobra $2.00 por la primera milla (o frac 
cion) y 20 centavos por cada decima de milla subsiguiente (o 
fraction). Exprese el costo C (en dolares) de un recorrido co- 
mo una funcion de la distancia x (en millas) para 0 < x < 2 y 
trace su grafica. 

78. En el triangulo ABC, cuya base es AC=b y su altura BD=h, 
esta inscripto un rectangulo KLMN, cuya altura es NM=x. 

(a) Exprese el perimetro P del rectangulo KLMN y su area S 
en funcion de x. 

(b) Constmya los graficos de P = P (x) y S = S (x). 


B 



79. En el triangulo ABC, el lado AC = 6 cm, el lado AC = 8 cm y 
el angulo BAC = x. Exprese BC- a y el area de ABC = S en 
funcion de la variable x. Construya las graficas de las funcio¬ 
nes a = a(x) yS = S(x). 

80. ^En que conjunto E y transforma la funcion f el conjunto E x si: 

(a) f(x)=x , E ={xC:R\-l<x<2}2 

(b) f(x) = ^,E x = {xzR/-3<x<-\}2 

(c) f( x )= \3-x 2 , E x = {xeR/0<x <^}? 



yf—x six<0 

NJ 

© 

"N. 

/—N 

A 

II 

a/2x-x 2 si 0 <,x<,2 
six-2 si x>2 

71. r(x )=| 

2x-x 2 six>7 
(x-1) 3 six<f 

72. /(x) = j 

— 1 six<5 
a/x+3 si x>3 


— 1— x six<2 

73. m(x) ~< 

x+3 . 

six >2 

x-5 

2 

✓-s 

ii 

—J si x<2 

X 


x 2 +3si x 2 


81. Si la variable x recorre el intervalo (0,1). i Que conjunto reco- 
rre la variable y si: 

(a) y=a+(b-a)xpara a.benR'] 

1 7 


(b) y = 


1 — x 


2x-l 


(c) y-- 


(d) y= v x-x ? 


82. Halle los valores de x, para los cuales: 1) f(x)=0, 2) f(x )>0 y 
3) /(x)<0, si 

(a) f(x)=x-x 

x+\x\ 


<b)/(*) = - 


1 — x 
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g3 Demuestre que si para una funcion lineal f(x)=ax+b los valo- 
res del argumento x=x n , con n= 1,2,... forman una progresion 
aritmetica, entonces los valores correspondientes de la funcion 
y n ,=f(x n ), n=1.2... tambien forman una progresion aritmetica. 

84. Construya la grafica de la funcion y= ax+ ^ > . con ad-bc #0 y 

cx+d 

c & 0, redticiendola a la forma y = y 0 h——— . Examine el 

x-x 0 

. 3x + 2 

ejemplo y = --- 

2x-3 

85-88 a Obtenga una funcion cuya grafica es la curva dada. 

85. El segmento de recta que une a (-2,1) y (4,-6). 

86. El segmento de recta que une a (-3,-2) y (6,3). 

87. La mitad superior de la parabola x + (y - l) 2 = 1. 

88. La mitad superior del ctrculo (x-1) 2 + y 2 = 1. 


DESCUBRIMIENTO • ANAUSIS 


89. iCuando una grafica representa una funcion? Para cada en- 
tero n la grafica de la ecuacion y = x" es la grafica de una fun¬ 
cion, a saber, fix) = xL Explique por que la grafica de x = y 2 no 
es la de una funcion. ix = y 3 es la grafica de una funcion? De 
ser asf ^de que funcion de x es la grafica? Determine para que 
enteros n la grafica de x = y" es la de una funcion de x. 

90. Traslacion vertical de funciones Considere la funcion j{x) = x 2 
y trace su grafica, a continuation considere la familia de fun¬ 
ciones h(x) =fix) + c = x 2 + c donde c es un nurnero real dado 
y trace la grafica de h para diferentes valores positivos de c 
^Que relation existe entre la grafica de/y la grafica de las 
funciones hi. Considere otros ejemplos para verificar que su 
conclusion es correcta, si lo es demuestrela en general. <,Que 


relacion existe entre las graficas de las funciones h y la grafica 
de la funcion / si c es un real negativo? 

91. Traslacion horizontal de funciones Considere la funcion 
f(x) = x 2 y trace su grafica, a continuation considere la familia 
de funciones h(x) =fix+a) = (x+a) 2 donde a es un nurnero real 
dado y trace la grafica de h para diferentes valores positivos 
de a iQue relacion existe entre la grafica de/y la grafica de 
las funciones hi. Considere otros ejemplos para verificar que 
su conclusion es correcta, si lo es, demuestrela en general. 

I Que relacion existe entre las graficas de las funciones h y la 
grafica de la funcion/si a es un real negativo? 

92. Reflexion de funciones Considere la funcion f(x) = x 3 y trace 
su grafica, a continuation considere la funcion h(x) =fi-x) y 
trace su grafica. iQue relacion existe entre la grafica de/y la 
grafica de hi. Considere otros ejemplos para verificar que su 
conclusion es correcta, si lo es, demuestrela en general. Defina 
la funcion g(x) = -fix) gQue relacion existe entre las graficas 
de las funciones g y la grafica de la funcion/? 

93. Contraction y dilatation vertical de funciones y,Que relacion 
existe entre la grafica de la funcion f(x) = x 2 y las graficas de 
las funciones h(x) = a fix) cuando se consideran valores de a 
mayores de 1?. <,Que relacion existe entre la grafica de la fun¬ 
cion / (x) = x 2 y las graficas de las funciones h(x) = a fix) 
cuando se consideran valores de a en el intervalo (0,1)?. Con¬ 
sidere otros ejemplos para verificar que su conclusion es co¬ 
rrecta, si lo es, demuestrela en general. 

94. Contraccion y dilatation horizontal de funciones iQue rela¬ 
cion existe entre la grafica de la funcion / (x) = x 2 y las grafi¬ 
cas de las funciones h(x) =fiax) cuando se consideran valores 
de a mayores de 1?. i Que relacion existe entre la grafica de la 
funcion fix) =x 2 y las graficas de las funciones h(x) =/(ax) 
cuando se consideran valores de a en el intervalo (0,1)?. Con¬ 
sidere otros ejemplos para verificar que su conclusion es co¬ 
rrecta, si lo es, demuestrela en general. 
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FIGURA 1 


® Definition 1 Una funcion real / se dice par si para cualquier xe. m(J) se tiene que 
-xem(f) y f(x) = f(-x). Note que si / es una funcion par los puntos (x,f(x)) y (-x,f(x)) 
pertenecen a la grafica de /, por tanto, la representation grafica de una funcion par es 
una curva simetrica respecto al eje Y. Considere la funcion f(x)-x 2 . Dom(J) = R; luego 
para cada xem(J ) se tiene que -xem(f), ademas f(-x) - (-x) 2 -x 2 . 

Por tanto / es una funcion par, hecho que se observa en la simetna con respecto al 
eje Y de su grafica. 

■ Definition 2 Una funcion real / se dice impar si para cualquier xem(J) se tiene 
que -xe m(f) y /(-x) = -/(x). Si / es una funcion impar los puntos 
(x,/(x)) y (-x,-/(x)) pertenecen a la grafica de /, por tanto la representation grafica de 
una funcion impar es una curva simetrica respecto al origen ya que / satisface: /(0) = 0. 

Considere la funcion /(x) = x 3 . Dom(f) = R luego para cada -xe m(/) se tiene que 
-xeDom(/), ademas /(-x) - (-x) 3 = -x 3 - -/(x) 
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FIGURA 2 


Por tanto f es una funcion impar, lo cual se observa en la simetria con respecto al 
origen de su grafica. 

EJEMPLO 1 ■ Determination de paridad 

Determine si las funciones dadas son pares o impares o ninguna de las dos: 

( a ) f(x) = (x 5 -3x) 4 ; (b) g(x) = 1 . (c) h(x) = x 3 — 5x 

(x—3) 

SOLUCION 

(a) Dom(f)-R entonces para cada xeDom(f ) se tiene que-xe Dom(f) y 
/(-*) = ((-^) 5 -3(-x)) 4 = (-x 5 +3x) 4 = (-l) 4 (x 5 — 3x) 4 = /(x) 

Por tanto / es una funcion par. 

(b ) Dom(g)=R -{3} entonces para cada xem(g) se tiene que -x&m(g) y 

La funcion g no es par ni impar. 

(c )Dom(h)=R; entonces para cada xe m(h) se tiene que -xem(h) y 

h(-x) =(-x) 3 +5x = -(x 3 -5x) = -h(x) a 

Por tanto h es una funcion impar. 

Con un artificio simple se puede demostrar que cualquier funcion real es la suma de una 
funcion par mas una funcion impar. En efecto, siendo f una funcion real, 

_ /(*) + /(-*) , f(x)-f(rx) 

Sean h(x) = Zl x ) + /(~ x ) y g(jc) = 

2 2 

Puesto que 

v 2 



-2.5 0.0 2.5 


FIGURA 3 


*(-*> - st*>zm . , 

2 2 

se tiene que h es una funcion par, g es una funcion impar y fix)=h(x)+g(x). 

m Definicion 3 Una funcion real f se dice periodica de periodo p, si p es el nume- 
ro real positivo mas pequeno tal que para cada xe R, f(x+p ) = /(x). 

La grafica de una funcion periodica / se repite por intervalos, como se puede obser- 
var en los ejemplos siguientes. 

EJEMPLO 2 ■ Funcion de periodo 1 

La funcion /(x)=x-[x] es una funcion periodica de periodo 1, puesto que: 

/(x+l)=(xFl)-[x+l]=(x+l)-([x]+l)=x-[x]=/(x). 

Observe que no existe un numero menor que 1 tal que f(x+p ) = /(x), ya que si exis- 
tiera f(x+p)=f(x) => (x+p)-[x+p] =x-[x] =>p = [x+p\-[x\ 6^,lo cual no es posible. 

Esta funcion es conocida como la funcion mantisa y su representacion grafica apa- 
rece en la figura 3. ■ 




(b) 

FIGURA 4 
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EJEMPLO 3 ■ Otra funcio n de periodo 1 

La funcion g(x)= Vx-[x] es una funcion periodica de periodo 1 cuya representacion gra- 
fica es: 



EJEMPLO 4 ■ Ejemplos de funciones periodicas 

Las funciones trigonometricas seno, coseno, tangente, cotangente son ejemplos de 
funciones periodicas de periodo 2ji, 2n, Jt y Jt, respectivamente. ■ 

Las funciones periodicas tienen aplicaciones importantes pues muchos fenomenos na- 
turales o ffsicos son de tipo periodico. 


Y 


f(x 2 ) 



i 


X 2 


* X 


31 Definicion 4 Una funcion real / se dice: 

1. Creciente en un intervalo [a,b], si f(x „) < /(x 2 ) siempre que x, < x 2 en [a,b\. 
Para demostrar que una funcion f es creciente en un intervalo [a,b], es nece- 
sario verificarparacada x { j. 2 ^\\a,b\ laproposicion: 

Xj < x 2 f(x ,) < /(x 2 ) 

2. Estrictamente creciente en un intervalo [a,b\, si /(x^ < /(x 2 ) siempre que 
x 1 <x 2 en [a,b]. 

3 . Decreciente en un intervalo \a,b \, si f(x t ) > f(x 2 ) siempre que x t <x 2 en [a,b\. 

Para demostrar que una funcion / es decreciente en un intervalo \a,b\, es ne- 
cesario verificar para cada x, jc 2 e [a,b] la proposicion: 



x, < x 2 => /(x,) > f(x 2 ) 

4. Estrictamente decreciente en un intervalo [a,b], si /(Xj)>/(x 2 ) siempre que 
x l <x 2 en [a,b\. 

5. Monotona en un intervalo [a,b], si f es creciente o decreciente en \a,b]. 

Observe que una funcion creciente es una funcion que conserva el orden, en el sen- 
tido de que si dos numeros del dominio estan en cierto orden, las imagenes de estos dos 
numeros por medio de la funcion se encontraran en el mismo orden (vease la figura 4a). 

Analogamente, una funcion decreciente es una funcion que invierte el orden, en el sen- 
tido de que si dos numeros del dominio estan en cierto orden, las imagenes de estos dos 
numeros por medio de la funcion se encontraran en orden contrario (vease la figura 4b). 

En los modelos economicos, una funcion de oferta normal es creciente; es un hecho 
comprobado, por ejemplo, que si al agricultor no le pagan bien su cosecha, no siembra. 
Es decir, a incrementos negativos del precio corresponden incrementos negativos de la 
oferta. En terminos fimcionales, si x t -x 2 < 0 entonces /(x,) - /(x 2 )< 0, que es la defini¬ 
cion de una funcion estrictamente creciente. Por otra parte, una funcion de demanda 
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normal es decreciente; es simple observar que si se rebaja el precio de un articulo, en 
general aumenta su demanda. Esto es, a incrementos negativos del precio corresponden 
incrementos positivos en la demanda: si Xj-x 2 < 0 entonces f(x ] )-f(x 2 )> 0, que no es 
otra cosa que afirmar que la funcion es decreciente. 

En general, la monotonia de una funcion no es comun en todo su dominio, pero si lo es 
en parte del mismo. El determinar los intervalos donde una funcion es creciente o decre¬ 
ciente es de vital importancia ya que si, por ejemplo, una funcion esta defmida en un inter- 
valo [a,b\ y cuya grafica no suffe interrupciones, es estrictamente creciente hasta un valor 
x ~ c en interior de [a,b] y despues de el es estrictamente decreciente, la funcion tendra 
un valor maximo (relativo) en el punto ( c,f(c )); analogamente, si es estrictamente decre¬ 
ciente hasta un valor x=c en el interior de [a,b] y despues de el es estrictamente creciente, 
la funcion tendra un valor mmimo (relativo) en el punto ( c,f(c )). 


30 

25 

20 

15 



X 


La grafica de la funcion se 
interrumpe. No tiene un valor maximo 



La grafica de la funcion es una curva 
continua. Tiene un valor maximo en x = 0 


El interes de determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una fun¬ 
cion no es meramente un interes grafico; esta mtimamente relacionado con problemas 
de optimizacion de funciones. 



FIGURA 5 


EJEMPLO 5 ■ Demostracion de crecimiento 

Demostrar que la funcion /(x)=5x+3 es estrictamente creciente en todo su dominio. 
SOLUCION 

Si Xjytj son numeros reales cualesquiera, se tiene que: 

X 1 <X 2^ 5X 1 <5X 2^ 5X 1 +3<5X 2 +3 =*AX 1 )<AX 2 ). 


EJEMPLO 6 ■ Determinacion de intervalos de monotonia 

Determinar los intervalos de monotonia de la funcion f( x ) = 

SOLUCION 


(a) Si Xj> 0 y x 2 > 0, se tiene que: 

0<x, <x 2 =>x, 2 <x 2 2 =>x 1 2 +3<x 2 2 +3=>—' 1 


>- 


Xy +3 x 2 +3 

Lo que prueba que / es estrictamente decreciente en [0,+°°). 
(b) Si Xj< 0 y x 2 < 0 , se tiene que: 

^ <x 2 <0^>x, 2 >x 2 2 ^.x, 2 +3>x 2 2 +3=^-^—<- 1 


=> f(x 2 ). 


x, +3 x 2 +3 


■ f( x i)<f(x 2 ). 
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Lo que prueba que / es estrictamente creciente en (-°°,0). 

A1 realizar la grafica de f (ver figura 5) se observa que en x=0 la funcion f tiene un 
valor maximo. sg 


- 4,41 EJERCICIOS 

I-——- 


1-8 a Determine si la funcion / es par, impar o ninguna de las 
dos. Si / es par o impar, utilice la simetrfa para trazar su grafica. 

1. /OH*l 3 - 

2. /(x) = x 2 +x. 

3. f(x) = x 3 - x. 

4. /(x) = 1-Vx. 

5. /(x) = x 4 -2x\ 

6. /(*) = — . 

X 

7- /(x) = (x 5 -3x)\ 

x 

9-21 « Determine el dominio y rango de cada uno de las funcio- 
nes dadas. Trace su grafica. ^Cuales de estas funciones son pares? 
^Guiles impares? ^Cuales son periodicas? 

9. /(x) = x-|*|. 

10. m=—. 

\x\ 


21. /(x)=--x--[2x]--[l-2x], 

2 2 2 

22-27 ■ Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la funcion dada. 

22. /(x) = x 2 - 10x + 29. 

23. /(x) = 3-x + 2x. 

24. f(x)=\x \+x. 

25 - 

26. /(x)-- 


—x si 3<x<4 
2 

27. /(x) = j1-x 2 si 4Sx<6 
10-x si 6<x<7 


28-37 a Suponga que se da la grafica de la funcion f. Describa 
como se puede obtener la grafica de g a partir de la de f. (Para las 
deducciones tome la grafica de varias funciones conocidas como 
/(*) = * 2 , /(x) = x 3 y/(x) = -.) • 

X 


11. /(x) = V9-x 2 . 

28. g(x) = /(x)-4 

12. f(x) = 4-yl9-x 2 . 

29. g(x) = /(x-4) 

13. f(x) = max(x, x 1 ). 

30. g(x) = /(x) + 5 

i4. f( X )=(^y. 

31- S( x ) = f(x + 5) 

bi 

11 

/ - N 

i/i 

32. g(x) = ^/(x). 

16. /(x) = sin | x |. 

33- g(x) = 3/(x). 

17. /(x)=|sinx|. 

34- g(x) = -/(*)• 

18. /(x) = y/cosx 

35. g(x) = /(-x). 

19. /(x) = x cos x. 

36. g(x) = /jjxj. 


20. /(x) = 2x-[x]. 
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37. g(x) =/( lx). 

38. Se da la grafica de /. Trace la de cada una de las funciones si- 
guientes: 

(a) g{x) = f(x- 2). 

(b) h(x) = f(x) + 2. 

(c) t(x) = f(-x). 

(d) s(x) = -f(x). 

(e) w(jc) = |/( 2 :) 

(f) r(x) = 3 + f(x) 



39. Utilice la grdfica de f(x) = — para trazar la de cada una de las 

X 

funciones dadas: 

(a) g(x) = 

x 


(b) h(x) = 

(c) t(x) = 


1 


x-1 

2 


x + 2 


(d) s(x) = 1 + 


x — 3 


40-46 * Trace la grafica de cada una de las funciones dadas. Ha¬ 
lle los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calcule, si es 
posible, el valor maximo o mfnimo de la funcion. 

40. f{x) = 2x-x 2 

41. f(x) =3x 2 -12x + 13. 

42. /(jc) = \-6x-x 2 . 

43. f(x) = x 3 +1 si -l<x<3. 

44. f(x) = — si -1 < x < 3. 

x 

45. f(x) = x-x l si -l<x<3. 

46- f(x) = \jx + 3 si 0 < x < 3. 


47. Sea / una funcion definida en un intervalo (a,b) cuya grafica 
es continua (no se interrumpe) en todo el intervalo y cs(a,b). 

(a) Si / es creciente en el intervalo ( a,c ) y decreciente en 
( c,b ) demuestre que max {/(x) la < x < b}= /(c) . 

(b) Si f es decreciente en el intervalo (a,c) y creciente en 
(c,b) demuestre que min {/(*) la < x < b}= f (c). 

(c) Utilice (a) y (b) para demostrar que el valor maximo o mf¬ 
nimo de una funcion cuadratica /(x) = ax 1 +bx + c ocurre 

b , , 

en x =-; si a > 0; entonces el valor mmimo es 

la 

A _ — ] y si a < 0 el valor maximo es A _iL ]. 

I 2a ) l 2*J 

48. Si se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad de 40 
pies/s, su altura (en pies) despues de t segundos esta dada por 
y=-40t-16t 2 . cCual es la altura maxima alcanzada por la pelota? 

49. La efectividad de un comercial de television depende de cuan- 

tas veces lo ve el espectador. Despues de algunos experimen- 

tos, una agencia de publicidad determino que si la efectividad 

2 1 

E se mide en una escala del 0 al 10, entonces E(n) =—n - n 1 

3 90 

donde n es el numero de veces que un espectador ve un cierto 
comercial. Para que este tenga una efectividad maxima, 
cCuantas veces debera verlo un espectador? 

50. Obtenga dos mimeros cuya diferencia es 100 y cuyo producto 
sea lo mas pequeno posible. 

51. Determine dos numeros positivos cuya suma es 100 y la suma 
de sus cuadrados es minima. 

52. Entre todos los cuadrados que tienen un perfmetro de 20 cm, 
determine las dimensiones de aquel que tiene la mayor area 
posible. 

53. Un granjero tiene 2,400 m de cerca y desea cercar un campo 
rectangular que esta a lo largo de un rfo recto. No necesita 
cerca a lo largo del rfo. ^Cuales son las dimensiones del cam¬ 
po que tiene el area mas grande? 

54. Determine el area del rectangulo mas grande que puede inscri- 
birse en un triangulo rectangulo con catetos 3 cm y 4 cm, si 
dos lados del rectangulo estan sobre los catetos del triangulo 

55. Un estudiante fabrica y vende collares en la playa durante el 
verano. El material para cada collar le cuesta 200 pesos y ha 
estado vendiendo aproximadamente 20 collares por dfa a 600 
pesos cada uno. Ahora se ha estado preguntando si debe o no 
subir el precio, por lo que hace una encuesta y descubre que 
por cada 50 pesos de aumento en el precio perdera dos ventas 
al dfa. iCual es el precio que debe establecer para los collares 
con el fin de maximizar las utilidades? 

56. Una librerfa puede pedir cierto libro a un costo de 3 dolares el 
ejemplar. La librerfa ofrece el libro a 15 dolares el ejemplar. A 
este precio vende 200 ejemplares al mes. La librerfa planea 
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bajar el precio para estimular las ventas y estima que por cada 
reduccion de un dolar en el precio, se venderan 20 libros mas 
al mes. Exprese la utilidad mensual de la librena por la venta 
de este libro como una funcion del precio de venta, dibuje su 
grafica y calcuie el precio optimo de venta. 

57 . Un cultivador de frutas cftricas estima que si planta 60 naran- 
jos, la produccion media por arbol sera de 400 naranjas. La 
produccion media disminuira 4 naranjas por arbol por cada ar¬ 
bol adicional plantado en el mismo numero de hectareas. Ex¬ 
prese la produccion total del cultivador como una funcion del 
numero de arboles adicionales plantados, trace su grafica y 
calcuie el numero total de arboles que el cultivador debe plan¬ 
tar para maximizar la produccion. 


58. El departamento de recreacion de la ciudad pide a una compama 
2,500 tablas de espuma de poliestireno destinadas a su programa 
de natation del verano. La compama posee varias maquinas, ca¬ 
da una de las cuales puede producir 30 tablas por hora. El costo 
de poner en marcha las maquinas para producir el pedido espe¬ 
cial es de 11,000 pesos por maquina. Una vez que las maquinas 
se ponen en marcha, la operacion se automatiza por completo y 
pueden ser vigiladas por un solo supervisor de produccion que 
gana 10,750 pesos por hora. Exprese el costo de producir las 
2500 tablas como una funcion del numero de maquinas utiliza- 
das, trace la grafica y calcuie el numero de maquinas que la 
compama debe utilizar para minimizar el costo. 




FIGURA 1 


ALGEBRA DE FUNCIONES_ 

La manera como se operan las funciones depende del algebra de los conjuntos de defi¬ 
nition de la misma, si, por ejemplo, se consideran funciones reales es posible aprove- 
char la estructura de cuerpo de los numeros reales para definir la suma, diferencia, pro- 
ducto y cociente de dos funciones. 

Al querer introducir un algebra de funciones, lo primero que es conveniente aclarar 
es el concepto de igualdad. Intuitivamente dos funciones seran iguales si se comportan 
igual, esto es: 

H Definition 1 Dadas f y g funciones de A en B, diremos que f=g si y solo si sa- 
tisfacen las dos condiciones: 

1. Dom(J ) = Dom{g) = C 

2. f(x) = g(x) para todo xe C. 

x 2 —4 

Por ejemplo, considere las funciones reales: f (*) =-y g(x) = x + 2. 

x-2 

frg ya que Dom(f) = R-{2} y Dom{g) = R , pero para todo x 2 se tiene que 

x 2 -4 

f(x) = ~—~ = x+2. 

x-2 

La diferencia entre estas dos funciones es solo un punto: mientras la grafica de g es 
una recta, la grafica de / es la misma recta salvo que tiene un agujero en el punto (2,4). 


OPERACION CON FUNCIONES REALES 

Sean f y g dos funciones reales. Se pueden construir nuevas funciones a partir de / y g 
por adicion, multiplieacion o division de sus valores, de la siguiente manera: 


Suma 


f+g:R —> R 

x \-» (/ + g)(x) = f(x) + g(x) 
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Note que: 

xeDom(f+g) siy solo si xeDomij) y xeDom(g), esto es: 

Dom(J'+g)=Dom (f)C\Dom (g) 


Producto 

fg-R -> R 

x (fg)(x) = f(x)g(x) 
Analogamente al caso de la suma: 

xe Dom(fg) si y solo si xeDom (/) y xeDom(g), esto es: 

Dom ( fg ) =Dom (f) n Dom (g) 


Cociente 


/. 

g ' 


—> 


x (Z X x)-4 i 

K g’ K ' g(x) 


En este caso, 




xe Dom {—) si y solo si xe Dom(f) y xe Dom(g) y g(x) ^ 0; asi: 
g 

f 

Dom {—) = [Dom(f) r> Dom(g)] — {xeR/ g(x) = 0} 
g " . 

Es importante que usted trate de construir estas nuevas funciones a partir de las gra- 
ficas de f y g, para que observe que los valores de estas nuevas funciones se obtienen 
con la operacion puntual (punto a punto) de los valores de f y g. La grafica siguiente 
ilustra este hecho para la funcion suma: 



EJEMPLQ1 ■ Funcion suma, producto, resta y cociente 

Si A x ) = ~^x y g(x) = —. Hallar las funciones f + g’fg> f~S> ~g y calcular sus dominios. 
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Funcidn g 

5.0-j 


rr itsI 111111111 ii | 
' 0 \l 2 3 


SOLUOON 

Dom(f)=R + l){0} y Dom(g)=R-{0} 

(/ + g)0) = f(x) + g{x) = 4x+-= A% A +1 

X X 

(fg)(x) = f(x)g(x) = Vx(-) = — 

X X 

,f w , /(x) Jx f- 

(—)(*) = “ = — = x^x 

g gw i 

Para el calculo del dominio se tiene: 

Dom(f + g) = Dom(fg) = Dom(f) n Dom(g) = W, 


Funcidnf 

J 



Funcidn f+g 


■ 

5.0- 

2.5- 

7 

TnTTjrrprjT#? 
-3 -2 / -1 ; 

1 1 1 1 | 1 M < | 1 111 ] 
0 12 3 

/ X 


/ - 2 - 5 - 


/ -5.0- 



Dom (—) = [£> 0 m(/) n Z)ow(g)] - {* e / g(x) = 0} 

Como g(x) * 0 para cada x en su dominio, entonces 

Dom (—) = IR + . 
g 


EJEMPL0 2 B Determination de imagenes 

fxH 

Dadas las fimciones /(x)=|x| y g(x)=< 


{ x+1 six a 1 
- x 2 six< 1 


(a) Determine (f+g)(. 3), (fg)( 3) y (—)(3) 

g 

(b) Determine la funcion f+g y trace su grafica. 


SOLUCION 

(a) 


(b) /(*) = 


(f + g) (3)=/(3 )+g(3)=| 31+(3+1 )=7, 

(/^)(3M3)g(3)=|3|(3+l)=12 

(/+g)(3) = /(3) + g(3) =| 31 +(3 +1) = 7, 
(/g)(3) = /(3)g(3)=|3|(3+l) = 12 

(43) = ^=| 

£ g(3) 4 


x si x>0 
-x si x<0 


FIGURA 3 



x + 1 si x > 1 

g00 

= -( 


x 2 si x < 1 

2x+l 

si x>l 

x—x 2 

si 0<x<l 

-x-x 2 

si x<0 




▼ 
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COMPOSiCiON 


m Definition 2 Sean f:A B y g:B —> C dos funciones, se define la funcion 
g o f:A —> C, llamada la composition de / con g, por: 



*0W> 


FIGURA 4 


(g O /) (x)=g(f(x j) 


g o / se lee “/ compuesto g”. 

La funcion g o / (/ compuesto g) se obtiene aplicando primero la funcion / y a con¬ 
tinuation la funcion g. Por lo tanto, componer funciones significa aplicarlas sucesiva- 
mente segun se indica en la figura 4 que aparece en la columna lateral: 

Puede observarse que para componer funciones, el conjunto de llegada de la funcion 
que se aplica primero debe coincidir con el conjunto de partida de la segunda. La con¬ 
dition que deben satisfacer las dos funciones para que exista go/ es: 

Rang(f) <z Dom(g). 


El dominio de g o f es entonces: 


Dom(g o f) = { x eA/xeDom(f) a f(x)eDom(g)} 

En el caso en que f:A —> Ay g:A —> A, se tiene que tanto go/ como fog existen; 
resulta natural preguntarse si las funciones, go/y/og son iguales. Para responder a 
esta pregunta, piense en la siguiente situacion; suponga que / es la funcion que empa- 
ca un producto determinado en la cual entra el producto y sale envuelto en papel y g la 
funcion que etiqueta, entran productos y salen etiquetados. ^Sera lo mismo primero em- 
pacar el producto y despues etiquetarlo, que primero etiquetarlo y despues empacarlo? 
Por supuesto que no. 


EJEMPLO 3 ■ Determinacion de go/y/og 

Sean / y g las funciones reales definidas por: / (x)-x 2 y g(x)=x+ 1. 

Determinar las funciones go/y/og. ^Son go/y/og funciones iguales? 


SOLUCION 

Primero observe que Dom(J ) = Dom(g) =K, Rang(J) c Dom(g) y Rang(g) c: Dom(f ), , lo cual 
implica que las funciones go/y/og existen. 

(g ° f){x) = g{f{x)) = g(x 2 ) = x 2 +1 


(/ ° g)(x) = f(g(x)) = f(x + 1) = (x+1) 2 = x 2 + 2x +1 


lo que muestra que: 


go f*fog 


EJEMPLO4 ■ Comprobation dego/*/og 

Sean fyglas funciones reales definidas por /(*) = x 2 y g(x) = 4 x . 

Determinar las funciones go/y/og. ^Son go/y/og funciones iguales? 
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SOLUCION 

Como Dom(g)=R + U{0} y Rang(f) = U {0} se tiene que g o/ 
existe: 

(g ° /)(*) = g(f(x)) = g(x 2 ) = -lx 2 =| x | 

Dom(g° f)=R Por otro lado, Dom(J)= R y Rangig) = R + U {0} luego 
Rang(g)c:Dom(f ) por tanto / ° g existe y 

(/ ° g)C*) = f(g(x)) = f(4x) = (Jx) 2 = x 
Dom (/ ° g)= R + U { 0 } 

Lo que muestra que: 

go f* fog 

EJEMPLO5 ■ Determinationdego/y/og 

Sean f y g las funciones reales definidas por: f(x)=\x\ y g(x)-x 2 + 3x-l . 

(a) Determinar las funciones g o / y trazar su grafica. 

(b) Determinar la funcion / o g y trazar su grafica. 


SOLUCION 


(a) Rang{f)=R + U {0} , Dom(g ) = R\ por tanto Rang(f) c Dom(g) y la funcion gof 
existe. 

(g ° f)(x) = g(f(x)) = g(| x |) =| x | 2 +31 x | -1 
Resolviendo el valor absolute se obtiene: 


(g 


°/x*H 


+ 3x-lsix>0 
-3x-l six< 0 


La grafica de gof esta formada por dos parabolas que se unen en 0. 



(b) Para determinar el rango de la funcion g, observe que 

too x ix 

x 2 +3x-l = (x 2 +2(—)x+—— 1 = (x+-) 2 - 

2 4 4 2 4 
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3 13 

La funcion g es una parabola que tiene su punto minimo en por tanto 

13 

Rang(g) = [—-,+oc), Como Dom(J) = R se cumple que Rang(g) c DomiJ) y de este mo- 
do se concluye que la funcion / ° g existe. 

(f°g)(x) =f(g(x)) = \x 2 +'ix\ 

Aplicando la definicion del valor absoluto se obtiene: 


{ x 2 +3x-lsix 2 +3x—1 > 0 
-x -3x + lsix +3x-l<0 


Para determinar completamente la funcion fogse debe encontrar el conjunto solucion 
de la desigualdad: 


x 2 +3x—1 s=0 


3,2 13 


Como 

x 2 +3x-l = (x + ^) 2 --^ = (x + 
se tiene que 

si y solo si: 


3-Vl3 3+Vl3. 

)(x +—-—) 


2 4 2 

x 2 +3x —1>0 

3-7l3, r 3 + Vl3 


xe 


(g°f)(x) = 


x 2 +3x—1 si xe 


-x 2 -3x-1 si xe 


2 

3--J3 


]u[ 


u 


2 

3+Vl3 


,4oo) 


;+°° 


3-73 3 + 73 


La grafica de / o g se ve en la figura 5. 

Teorema 1 Cualesquiera sean las funciones g:B-+Cy h:C->D se tiene que 


h°(g°f)=(hog)of 

Demostracion: 

Dom(ho(gof))=Dom((hog)°f), 

en efecto, 

Dom(h°(g °/)) ={xe A/xe Dom(g° f)A(g° /)(x)e Dom(h)} 
= {xe 4/xe Dom(f) a/( x)e Dom(g) Ag(f (x))e Dom(h)} 

= {xei/xe Dom(f) a f{x )e Domih °g)} 

= Dom({h° g)o /)). 

Ademas, para cada xe Dom(h°(g °/)) se tiene: 

[ho(gof)]( x ) = h((g of )(x)) 

= Kg(fix ))) 

= (h ° g)(f(x) 

= [(ho g)a f](x) 

Por tanto h°{go f) = (h°g)o f. 
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CLASIFICACION DE FUNCIONES 


■ Definition 2 Una funcion f.A^B se dice inyectiva 6 1 a 1 si para cada 
a,b G Dotn(f) se tiene que 

f(a)=f(b)^a=b 

o equivalentemente 

mtb=>f(a)Jf(b) 

En otras palabras, una funcion f-A —■ B es inyectiva si no hay dos elementos en el do- 
minio de f que tengan la misma imagen. 

Una funcion / no sera inyectiva si existen dos elementos en Dom(f) distintos para 
los cuales f(a)=f(b). Por tanto, f no es inyectiva si 

f(a)—f(b) y a*b. 

Si se tiene la grafica de la funcion / y existe una recta horizontal que intersecte la 
grafica de / en dos puntos distintos, entonces / no es una funcion inyectiva, tal cual se 
muestra en la siguiente figura 6, ya que un y serfa imagen de dos valores distintos de x. 


EJEMPLO 6 ■ Demostracion de inyectividad 


Sea f la funcion real definida por /(x) = 



Demostrar que / es una funcion inyectiva. 


SOLUCION 

Dom(J)=R~{ 2}. Para cada a,beDom(f), 

f(a) = m => = -±- =* « 3 - 8 = b 3 - 8 ^ « 3 = * 3 => a = b 

a —o b —o 

Por tanto f es una funcion inyectiva. 


EJEMPLO 7 ■ lEs f inyectiva? 

Sea / la funcion real definida por f(x)- Lcl. ^Es f una funcion inyectiva? 

SOLUCION 
Puesto que 

/(-i) = /(i)y-i * 1 

se tiene que f no es inyectiva. 

EJEMPLO 8 ■ Gasification de una fundon par 
Muestre que toda funcion real par no es inyectiva. 

SOLUCION 

Si / es una funcion par, xy-x pertenecen al dominio de / y 

f(-x) = f(x)y-x*x. 

Lo cual demuestra que f no es inyectiva. 
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H Definicion 3 Una funcion f:A —» B se dice sobreyectiva o sobre si 

Rang(f)=B. 

Esto significa que todo elemento y del conjunto B es la imagen de al menos un ele- 
mento xd& A. 

EJEMPLO 9 B Determination de sobreyectividad 

Sea / la funcion definida de £ en Z por f(x)-5x. ^Es / una funcion sobreyectiva? 
SOLUCION 

/ no es una funcion sobreyectiva ya que 

Rang(f) * z 

En efecto, 3eJ? y para todo xe J? se tiene f(x) = 5x * 3. 

Observe que con la definicion que se ha dado una funcion siempre es sobreyectiva 
en su rango. Es decir, la sobreyectividad depende exclusivamente de la eleccion del 
conjunto de llegada que define la funcion. Si el conjunto de llegada es el rango de la 
funcion, la funcion es sobreyectiva. Si el conjunto de llegada tiene algun elemento 
que no pertenece al rango, la funcion no es sobreyectiva. 

Ademas, demostrar sobreyectividad en un conjunto significa demostrar que todo 
elemento de ese conjunto tiene una preimagen en el dominio. En cambio, para demos¬ 
trar que una funcion no es sobreyectiva en un conjunto, basta con exhibir un elemento 
del conjunto que no tenga preimagen en el dominio. m 

H Definicion 4 Una funcion f:A —> B se dice biyectiva o una biyeccion si ella es 
inyectiva y sobreyectiva. 

EJEMPLO 10 ■ Determination de biyectividad 

Sea / la funcion definida de N en N por f(x)-x+ 1. ^Es / una biyeccion? 

SOLUCION 

Para determmar si una funcion f es una biyeccion se deben verificar dos cosas: 

(a) / es inyectiva, y 

(b) / es sobreyectiva. 

Como para cada n,m^N se tiene 

/ ( n ) =/(»?)=>«+1 =m +1 =>«=w 
/ es inyectiva. Ademas, como 

Rang(f)=N 

f es sobreyectiva y por tanto / es biyectiva. ■ 

EJEMPL011 B Funcion biyectiva 

Sea / la funcion real definida por f(x)=x 2 . ^Es / una biyeccion? 

SOLUCION 

Como / es una funcion par, / no es inyectiva y por tanto / no es una funcion biyectiva. 
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Teorema 2 La composicion de dos funciones inyectivas, cuando existe, es una funcion 
inyectiva. 

Demostracion: 

Sea f.A-^B y g:B—> C funciones inyectivas. Veamos que go/ es inyectiva. Sean 
a,beDom(g°f), 

( g° /)(«) = (g 0 f )(f>) => g (/(«)) = g(f(b)) 

=> f(a) = f(b) (puesto que 
g es inyectiva) =$ a = b (por ser/ inyectiva) 

Teorema 3 La composicion de dos funciones sobreyectivas, cuando existe, es una fun¬ 
cion sobreyectiva. 

Demostracion: Ejercicio 

Teorema 4 La composicion de dos funciones biyectivas, cuando existe, es una funcion 
biyectiva. 

Demostracion: Ejercicio 

H Definicion 5 Sea / una funcion de A en B y Z>qA. La funcion g de D en B defi- 
nida para cada xeD por: 


g(x)=f(x) 


se denomina restriccion de / a D. 

Esta funcion se denota por: 

g=f\ D 

Considere la funcion real f(x)=\x\. Una restriccion g de / es la funcion: 

f:A—> B 
x r=/(x> 

La cual se denota por: 

g=f\ R - 
+ 

Observe que cualquier restriccion de una funcion inyectiva es inyectiva. En cambio, el 
recfproco es falso, y es comun buscar restricciones inyectivas de funciones que no son 
inyectivas. 

EJEMPL012 ■ Busqueda de restricciones 

Encuentre una restriccion biyectiva de la funcion real / definida por f(x)=x 2 . 
SOLUCION 

Note que si a,beR + se tiene que: 

f(a)=f(b)=>a 2 =b 2 =$ a =b. 

g(x)=x 2 . 


Sea g'-R J y^R + definida por: 
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y como Rang(g)= 


f(x ) = Vx 3 - 4x + 1 


+, se tiene que g es biyectiva. 


—J FUNCIONES IDENTIDADES 

Si f:A—> B es una funcion, existen dos funciones 

id A :A -► A id B :B -- B 

x—z'^(x)=x x^id B (x)=x 

tales que: 

f°id A =fyid B °f=f 

Estas funciones se denominan funciones identidades. Observe que las funciones iden- 
tidades son biyectivas y se caracterizan por ser las funciones que al componerlas (a de- 
recha o izquierda, segun sea el caso) con otra, dejan a la funcion invariante. Las fun¬ 
ciones identidades, a pesar de no hacer nada, son de gran importancia en los procesos 
de inversion ya que representan, para la composicion de funciones, Io que el 0 repre- 
senta para la suma de numeros reales y el 1 para la multiplication: un elemento neutro, 
pero con algunas diferencias fundamentales: no es la misma funcion identidad la que se 
debe aplicar a derecha y a izquierda para dejar invariante la funcion por medio de la 
composicion. 




FIGURA 7 


cJtlVirLU 15 m 


Dada la funcion real /(x) = -~-, determine las funciones id A y id B tales que: 

foid A =fy id B o / = / 

SOLUCION 

Puesto que Dom(f)=R- {0} y Rang(f)=R + , sean: 

—- ^-{0} id R ; R + —* R + 
x ~ id K - { 0} (x)=x + x ^d R {x)=x 

Dado xe R-{0} 


Si xeR 


<f ° id „ ) w = m R <„, (Jt» - /« - ^ . 


(i< V fX*) - id R gf W) - WJ-L )=± 


^ X X 

La grafica de estas funciones identidades son las que se ven en la figura 7 (a) y (b). s 

FUNCION INVERSA 

En varias oportunidades sera de interes poder invertir los procesos con el fin de retor- 
nar al estado inicial. Como es obvio, esto no sera siempre posible; un ejemplo de esto 
son todos aquellos procesos en los cuales hay perdida de material. Sin embargo, cuan- 
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do se describen los fenomenos mediante funciones, es posible caracterizar las funciones 
que se pueden invertir y determinar el proceso que permite la inversion del proceso. 

Teorema 5 Si / es una biyeccion de A en B entonces existe una funcion biyectiva no- 
tada /' de B en A que satisface: 

f°f~ =id B y /V = id A 

La funcion f l es denominada la funcion in versa de /. 

Demostracion: Como / es sobreyectiva, para todo yeB existe un xeA tal que y=f(x). 
Ademas, por ser / inyectiva x es unico, puesto que para todo x'*x se tiene f(x')*f(x). 
Sea la funcion definida por: 

x=f 1 (y) si y solo si y=/(x). 

Para cada yeB se tiene 

(f°f 4 )(y)=Af 1 (y))=Ax)=y, 

lo que demuestra que f°f l =id ri . 

Analogamente, para cada xeA se tiene 

(f 1 °f)(x)=f\f(x))=f l (y); 
por tanto f ] °f=id^. 

f 1 es una funcion inyectiva, ya que como f es una funcion, en efecto, para cada x, x' en 
A, 

x=x'^>Ax)=Ax')^>y=y' 


lo que equivale en terminos de /' a que para cada y.y'enB, 

f 1 es sobreyectiva ya que para cada xeA, y=f(x) existe; por tanto f l (y)=x 

El anterior teorema no solo da condiciones para que una funcion f tenga inversa, si- 
no que proporciona un metodo para encontrar /, como se muestra en los ejemplos si- 
guientes. 

EJEMPL014 ■ Calculo de la funcion inversa 

Dada la funcion real /(*) = -, determine si / tiene inversa y calculela. 


soluci6n 

Observe que si se considera la funcion / no es sobreyectiva, ya que 

Rang(f)=R-{0}*R y por tanto la funcion inversa de / no existe. Pero si se considera 
f:R-{ 0}^> R-{ 0} se tiene que / es biyectiva, puesto que si a*0 y b*o 

a b 

es decir, / es inyectiva y como en este caso Rang(f)=R-{0}, f es sobreyectiva. Por tan¬ 
to, al considerar fR-{0}—>R-{0} se tiene que /' existe. 

Para calcular f l , se utiliza la definicion dada en la demostracion del teorema anterior: 

y = /"’W« x = f(y). 
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En este caso f(x) = — ’ reemplazando se obtiene: 


y = f l (x)<=>x = 


Luego 



FIGURA 8 



es decir, 

X 

Observe que si f es biyectiva se tiene que 

Dom(f') = Rang(f) 


EJEMPLO 15 ■ 

Dada la funcion real 


Rang(f') = Dom(f). 


I x si 1 < x< 2 
jc 7 

— -I— si 2 < x < 3 
2 2 

—+ 1 si 3 < x < 4 
2 

determine si g tiene inversa y calculela. 

SOLUCION 

La grafiea de la funcion g se muestra en la siguiente figura 8 que aparece en la columna: 

Es facil demostrar que la funcion g: [1,4] —»[1,3] es biyectiva (ejercicio) y por tanto existe 

g- 1 : [1,3]->[1,4]. 

Utilizando la definicion de la inversa se tiene: 

y=g l (x)<^x=g(y) 

Por tanto: 

1. x=y si l<y<2 
v 7 

2. x= 2 + 2 si2 ^y^ 3 

3. x = ^ + l si 3<y<4 
de donde 

1. y=x si l<x<2 

2. y=7-2x si2<7-2x<3 

3. y=2x-2 si 3<2x-2<4 
Asf se tiene 

f x si 1 < x <2 


g '(*) = { 7-2xsi2 <x< 


FIGURA 9 


2x 2 si ^ < x < 3, cuyo grafico aparece en la figura 9. 










SECCION 4.5 ALGEBRA DE FUNCIONES 


247 


Note que si f es biyectiva, se tiene que /■* es la funcion definida por 

y = /'* (*)<=> * = fix). 

A1 transcribir esto en terminos de las graficas de las funciones se obtiene lo siguiente: 

(x,y)&G(y,x)&G f , 

lo que tiene una interpretacion geometrica muy interesante en el caso de las funciones 
reales (vease la figura 10): 

“La grafica de /* se obtiene reflejando la grafica de / respecto a la recta y=x”. 

Sea / una funcion de A en B y ceB, suponga que se quieren determinar las soluciones 
de la ecuacion f(x)=c. 

Si / es una funcion biyectiva, existira una unica solucion, la cual estara determinada 
por: 

x=f l (c). 

Si / no es inyectiva y c e Rang(f), es posible encontrar las soluciones de la ecua¬ 
cion considerando restricciones biyectivas apropiadas de la funcion /, tal como se 
muestra en el siguiente ejemplo: 


EJEMPLO 16 ■ Soluciones de una eatadon 


Determinar todas las soluciones de la ecuacion: 

1 


jc -2*+l 

SOLUCION 

Utilizando funciones la ecuacion dada es 

f(x)=3 


= 3 


donde f(x) = 


1 


1 


x 2 -2x + l (x-1) 


1 3 

La funcion f no es inyectiva ya que f (—) = f (—). 

Para solucionar esta ecuacion consideremos las restricciones de / definidas por: 

1 

(x-1) 2 



—> 

(0,+°°) 

&(*)=- 

1 

X 

*—^ 

(—,1) 


(0,+°°) 

X 


gl(x) = 


1 

(x-1) 2 

las cuales son biyectivas y sus inversas estan dadas por: 


g, 1 : (0,+°°) (1,+°°) 

X 


^ gr I w=i+^- 


Si : (0»+°°) (- co »l) 


y 
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x g i' (x) = l ~)[x 

f(x)=3 si y solo sig [ (jc)=3 og 2 (x)=3. 

La ecuacion ——^-= 3 tiene dos soluciones: 

x 2 —2x+l 

, FT 3 +V 3 
y 

/T _ 3 -V 3 

-*2 #2 0 ) 1 ^ ~ • 




EJERCICIOS 


1-6 ■ Determine las funciones /+ g,f-g,fgy —, asi' como su do- 
minio. £ 


1. f(x)rx-x , g(x)=x+5 . 


2. fixy=x 3 -lx , g(x) = 3x 2 -1. 

3. ./[*)= Vl+x ,g(x)=^[Ux 

4 - /(*)--,*(*)- 

x x + 4 




SI 

si 


x<3 

_ ,g(x)=x+5 
x>3 


1 


6. f(x) 


|x + I 
~ [x + 3 


si 

si 


x < -3 
x > -3 ’ 


g 0) = 


X 

Vx + 3 
2-x 2 


si 

si 

si 


x <-l 


-1 < x < 2 
x > 2 


7-8 ■ Use la suma grafica para graficar f+g 

7. 
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9-12 b Obtenga las graficas de /, g y f+g en una pantalla comun, 
con el fin de ilustrar la suma grafica. 

9. fix) = Vl + * , g(x) = Vl - x 

10. fix) = x 2 , g(x) = Vx 

11. fix)=x 1 , g(x) = x i 


12. fix) =' 


x > s(x) = yjl ~~ 


13. Utilice las funciones f(x) = 8jt—1 y g(x) = x 2 -3x para evaluar la 
expresion dada. 

(a) /(g(°)) y g(/(°)). 

(b) /(/(2)) yg(g(3)). 

(c) (gof)(-2)y(f°g)(-2). 

(d) (g°f)(x)y(f°g)(x). 

(e) (g°g)(x)y(f°f)(x). 

(f) (g°£)00+(g o /) (*). 

14-19 ■ Utilice las graficas de fy g para evaluar la expresion. 






14- fig( 2 )) 

15- (g°f)( 4) 

16. (g o g){-2) 


tVdd 


_j_ X 


17. g(f( 0 )) 

18. (f o g)(0) 

19. (f °/)(4) 


20-35 ■ Determine las funciones / o g, g o /, y / o / asf como su 
dominio. 

20. fix) = 2x + 3, g(x) = 4x - 1 


21.A*) = 6x-5, g(x) = 


22. A*) = lx 2 - x, g(x) = 3x + 2 


23. Ax) = - , g(x) = x 3 + 2x 

x 

24. A*) = Vx - 1 , g(x) = x 2 


26. fix) = 


27. A*) = ”, g(fi) = 

x x ~r 2 


28. fix) = Vx , g(x) = 1 - Vx 


29. fix)=Vx 2 


x + 2 x 

30- A-*) = . «(*) = -T 

2x + 1 jc — 2 


31. A*) = 77=. g(X> = X 2 - 4x 
V* 


32. fix)=\x+ 3|, g(x)=|x|+3 


— si x < -3 

33. /(x) = jx , g(x) = x + 3 

x 2 si x > -3 


y/ s fx 2 +l si —1 <x <3 |x + l si x<l 

34. /(x) = < . ,g(x) = \ 2 . 

[ x si x>3 [ x si x>l 

35. /(x)=|x+—| y g’(x) = — 

X X 


36. Exprese la funcion dada en la forma fog. 

(a) *(x) = V^7 

x +4 

(b) y'(x)=V+l 

(c) A^)=-^-r 

x + 3 

(d) t(x)=jx-3|_ 

(e) ifx)=Vl+V 

37. Sean a,b,cyd numeros reales fijos,/y g funciones definidas 
por: 

f(x)=ax+b g(x)=cx+d. 

Halle las condiciones necesarias y suficientes sobre los coeficien- 
tes a, b, cy d para que / o g = g o /. 

38. Demuestre las siguientes propiedades: 

(a) La suma de funciones pares es una funcion par y la suma 
de dos funciones impares es impar. 

(b) El producto de dos funciones pares es una funcion par. 

(c) El producto de dos funciones impares es una funcion par. 

39. Si /, g y h son funciones crecientes. Demuestre que si 

fix )< g(x )< h(x) 


25. fix) = x + 2, g(x) = 
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entonces 


f(fto) ^ g(gto) ^ h(h(x)). 


40. Si f{x) - 


1-1 jc | si | x |< 1 
0 si I x |> 1 


. Construya la grafica de las 


funciones g,(x) = —[/(x-7)+/(x+F)] 
para t=0, t—1 y t=2. 


41. Construya la grafica de la funcion compuesta y=f(u) donde 
u= x 2 -2 si 


-1 si u < -1 

/(«)=•« si -1 <w< 1 
1 si 1 < u 


42. Se deja caer una piedra a un lago, creando unas ondas circula- 
res que se desplazan hacia el exterior a una rapidez de 60 cm/s. 
Exprese el area de este cfrculo como una funcion del tiempo t 
(en segundos). 

43. Se tiene un globo esferico que se esta inflando. Si el radio del 
globo aumenta a una razon de 1 cm/s, exprese el volumen del 
globo como una funcion del tiempo t (en segundos). 

44. Un aeroplano vuela a una rapidez de 350 millas/h a una altitud 
de 1 milla. El aeroplano pasa directamente por encima de una 
estacion de radar en el tiempo t - 0. 



(a) Exprese la distancia s entre el aeroplano y la estacion de 
radar como una funcion de d. 

(b) Exprese la distancia horizontal d (en millas) que ha vola- 
do el aeroplano como una funcion de t (en horas). 

(c) Utilice la composicion para expresar s en funcion de t. 


45-47 a Determine si la funcion dada es inyectiva (uno a uno). 
45. j\x)=lx-2 


48-53 a Se da la grafica de una funcion f. Determine si / es in¬ 
yectiva (uno a uno) 




54. Suponga que f es una funcion inyectiva 

(a) Si/(2) = 7 determine/*(7) 

(b) Si/ 1 (3)=-1 determine/(-l) 

(c) Si/(4) = ~ determine r'{~) 

4 4 



46. /(*) = -*- 

1 — x 

47. /x)=|x-3| 


56. ^;Las funciones / y g dadas son inversas? 

(a) fix) = -, gix)= 3-4x 

4 

(b) /(x)=x 3 +l , g(x)=(x-l) 1/3 
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(c) /(*) = — —,x*l g(x) = -+ 1,xa0 

x-l X 


57. Demuestre que si / es estrictamente creciente en todo su do- 
minio, entonces f es inyectiva. 

58-61 a En cada caso determine si g es una restriction de / o vi- 
ceversa. 

,, . x 1 -1 , . X + l 

58. fix) = -j—-, gO) = , 

x-l X +X+1 


59. /(x) = 


X . vx 

x+r g(x) VITT 


60. Xx)=]x|, g(x)=Vx^ 

61. /fx)=VUx+ Vjx| , g(x)= V|l-x|+ Vx 

62-64 ■ En cada caso determine si la funcidn f dada es biyectiva. 
Si lo es calcule /'*, si no, encuentre una restriccion g de / biyecti¬ 
va y determine g' 1 . 

62. f(x) = ~- 

1+JC 

«■ /w-Utii? 

65-83 ■ Obtenga la funcidn inversa de / . 


65. fix) = -f- 
67. fix) = 6 - x 

69. fix) = 3 - 5x 
x — 2 


66. fix) = 2x + 1 
68. fix) = 4x + 7 
70. fix)=—~ 


x > -2 


72. /(x) = 


1 + 3x 
5 — 2x 


73. /x) = 5 - 4X 3 


74./(x) = V2 + 5x 75./x)=x 2 + x, x2=-| 

76. fix) = 4 - x 2 , x S 5 0 77./fx) = V2x - 1 

78. fix) = A+^fx 79. /» = (2 -x 3 ) 5 

80. /fx) = 1 + Vl + x 

81. fix) = V9 — x 2 , 0=Sx=£3 

82. /fx) = x 4 , x 3= 0 

83. /(x) = 1 — x 2 , x =£ 0 

84-87 * Se da una funcidn /, trace la grafica de /, use la grafica 
de / para obtener la de f~ l y determine /“*. 


84. fix) = 3x - 6 85. /fx) = 16 -x 2 , x 0 

86. fix) = Vx + 1 87. fix) = x s - 1, x5*0 

88. Sea /(x) = l + Vx 

(a) Demuestre que / es inyectiva. 

(a) Obtenga utilizando (a) la grafica de / -1 . 

(a) Escriba una ecuacion para f~ l . 

89. Determine /si /(-^-)=x 2 

X + l 

90. Determine f si f si f (—) = x + Vl+x 2 , x > 0 

x 

91-92 ■ Determine / si: 

91. f{x+-) = x 7 +\,\x\>2 

X X 


91 ■/(—) = * 

X + l 


2 


] DESCUBRIMIENTO Y ANALISIS 

93. Interes compuesto Una cuenta de ahorros produce 5 por cien- 
to de interes compuesto anualmente. Si se invierten x pesos en 
esta cuenta, el monto A(x) de la inversion despues de un ano 
de iniciada es: A(x)=x+0.05=1.05x. Obtenga A°A, A°A°A y 
A° A°A°A. iQue representan estas composiciones? Determine 
una formula para lo que se obtiene cuando A se compone n 
veces. 

94. Resolution de una ecuacion para una funcion incognita Si 

g(x) = 2x + 1 y h(x) = 4X 2 + 4x + 7, obtenga una funcidn / tal 
que/o g = h. (Piense en las operaciones que tendrfa que llevar 
a cabo en la formula de g para obtener la formula de h.) 

Ahora suponga que 

fix) = 3x + 5 y h{x) = 3X 2 + 3x + 2 
Use el mismo razonamiento para determinar una funcidn g tal 

que/o g = h. 

95. Composiciones de funciones pares e impares Suponga que 
h =/■> g. Si g es una funcidn par, ' L h es necesariamente par? 
^Que pasa si g y / son impares? iCual es el resultado si g es 
impar y / par? 

96. La inversa de una funcidn de precio Pizza Marcello asigna 
un precio base de $7 por pizza grande, mas $2 por cada adere- 
zo. Si ordena una pizza grande con x aderezos, el precio 

esta dado por la funcidn fix) = 7 + 2x. Determine/ -1 . ^Que re- 
presenta/ -1 ? 

97. Cuando una funcidn lineal tiene inversa Para que la funcidn 
lineal fix) = rnx + b sea uno a uno, £que debe ser cierto respec- 
to a su pendiente? Si es uno a uno, ^cual es su inversa? 

98. Determinacidn de una inversa "mentalmente" Hemos hecho 
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la observacion de que la inversa de una funcion se puede de- 

terminar simplemente invirtiendo las operaciones que defxnen f( x ) = 3 * ~ 2 

la funcion. Asf, en el ejemplo se ve que la inversa de x + 1 


f(x) = 3x-2 es r\x) = —— 

3 

porque la “inversa” de “multiplique por 3 y reste 2” es “sume 
2 y divida por 3”. Veamos otra funcion: 


Z,Es posible usar la inversion de operaciones para obtener la 
inversa de esta funcion? De ser asf, hagalo. De no ser asf, ex- 
plique en que estriba la diferencia respecto a esta funcion que 
dificulta la tarea. 


■ REPASO 


VERIFICACI6N de conceptos 


1. Defina con sus palabras los siguientes conceptos: 

(a) Funcion. 

(b) Conjuntos de definicibn de una funcion. 

(c) Doininio y rango de una funcion. 

(d) Grafica de una funcion. 

(e) Representacion grafica de una funcion. 

(f) Funcion numerica o real. 

(g) Variables dependientes e independientes. 

(h) Funcion creciente y decreciente. 

(i) Funcion par e impar. 

(j) Funcion periodica. 

2. Plantee un ejemplo de cada tipo de funcion: 

(a) Funcion constante. 

(b) Funcion lineal. 

(c) Funcion cuadratica. 

(d) Funcion escalonada. 

(e) Funcion definida a trozos. 

(f) Funcion identidad. 

3. Trace sobre los mismos ejes las graficas de las funciones 

(a) f(x)=x 

(b) g(x)=x 2 

(c) h(x)=x i 

(d) j(x)=x A 

4. (a) Enuncie el criterio de la recta vertical 

(b) Enuncie el criterio de la recta horizontal 

5. Suponga que la grafica de / esta dada. Escriba una ecuacion 
para cada una de las graficas obtenidas de / como sigue: 

(a) Desplazando 3 unidades hacia arriba. 

(b) Desplazando 3 unidades hacia abajo. 

(c) Desplazando 3 unidades hacia la derecha 

(d) Desplazando 3 unidades hacia la izquierda. 

(e) Reflejando sobre el eje x. 

(f) Reflejando sobre el eje y. 

(g) Alargando verticalmente en un factor de 3. 


(h) Encogiendo verticalmente un factor de 1/3. 

(i) Alargando horizontal en un factor de 3 

(j) Encogiendo horizontal en un factor de 1/3. 

6. (a) iQue simetrfa posee la grafica de una funcion par? Plantee 
un ejemplo de funcion par. 

(b) iQue simetrfa posee la grafica de una funcion impar? Plan¬ 
tee un ejemplo de funcion impar. 

(c) /.Que caracterfstica posee la grafica de una funcion periodi¬ 

ca? Plantee un ejemplo de funcion periodica. 

7. Suponga que una funcion / tiene dominio Ay g tiene dominio B. 

(a) ^Cuando es /=g? 

(b) ^Cual es el dominio de / + g? 

(c) ^Cual es el dominio de /g? 

(d) ^Cual es el dominio de f ? 

g 

8. i Como se define la funcion fog? ^Cual es el dominio de / o g? 

9. /.Que importancia tifenen las funciones identidades? 

10. (a) /.Que es una funcion inyectiva? 

(b) ^Cbmo se puede saber a partir de la representacion grafica 
de una funcion si se trata de una funcion inyectiva? 

(c) /.Que es una funcion sobreyectiva? 

(d) /.Que es una funcion biyectiva? 

11. (a) Dada una funcion f, ^que condiciones debe cumplir f para 
que sea una funcion invertible? 

(b) /.Que es una restriccion de /? 

12. Suponga que / es una funcion inyectiva con dominio A y ran¬ 
go B. 

(a) ^Cbmo se define la funcion inversa de /? 

(b) ^Cual es el dominio de /"*? 

(c) ^Cual es el rango de / -1 ? 

(d) Si se da una formula para /, £como se determina una for¬ 
mula para f A 3 
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(e) Si se da la grafica de /, ic omo se determina la grafica de 

Z' 1 ? 

(f) Si se da la representacion grafica de /, ^como se determina 

la representacion grafica de / _1 ? 

13 . Si / es una funcion. 

(a) i,Cual es la negacion de, / es una funcion creciente? 

(b) ^Cual es la negacion de, / es una funcion decreciente? 

14 . Demuestre o de un contraejemplo. 

(a) Si una funcion f es par, entonces / no es inyectiva. 


(b) Una funcion estrictamente creciente es inyectiva 

(c) Si / y g son funciones inyectivas, entonces / + g es inyecti¬ 

va. 

(d) Si / o g = id entonces g=f~'. 

(e) La composition de funciones inyectivas, si existe, es una 
funcion inyectiva. 

(f) La suma de funciones biyectivas es una funcion biyectiva. 

(g) Si / es estrictamente creciente, entonces / es una fun¬ 
cion par. 

(h) Una funcion periodica no puede ser par ni impar. 


EJERCICIOS 


1. La temperatura sobre una placa rectangular de cobre situada 
en el piano (vease la figura) de ancho 30 cm y largo 50 cm es¬ 
ta dada por 

, . 1 


K*,y)=- 


lx 2 +f 



(c) Obtenga el rango de/. 

(d) ^En que intervalos esta creciendo / ? ^En que intervalos 
esta decreciendo? 

(e) lE&f uno a uno? 




i 

i 

3 



j 

/Jr 

— 


i 

/ 



I 

/ 


1 



/ j 


I | | | ! o 

7 % 


LLK 


i I 1 


! 

71 


It : 


f L 


_l_1_L_ 

r _..j 




a) ^Cual es la temperature en el punto (20,15)? 

b) Encuentre una funcion para la temperatura de los puntos 
que se encuentran sobre el eje x. ^Cual es el dominio de 
esta funcion? 

c) Encuentre una funcion para la temperatura de los puntos 
que se encuentran sobre el eje y. ^Cual es el dominio de 
esta funcion? 

d) Encuentre una funcion para la temperatura de los puntos 
que se encuentran sobre la recta y = x? ^Cual es el domi¬ 
nio de esta funcion? 

2 . El recorrido de una partfcula a traves del tiempo se representa 

por la funcion p(r)=(sinf,cosf) 

a) Determine los conjuntos de definition de la funcion p. 

b) Si se grafican los puntos en el piano para cada instante de 
tiempo, ^que grafica se obtiene? 

c) Describa la grafica de la funcion p, ^.Donde se representa- 
rfa graficamente pi 

3. Si fix) = x 2 -x+1, determine f(0) ,f(2), fi-2) , /(a), j{-a ), 

fix + l),j{2x), y 2j{x) - 2. 


5. ^Cuales de las figures siguientes son graficas de funcio¬ 
nes? ^Cuales de las funciones son uno a uno? 






4 . Se da la grafica de una funcion. 

(a) Determine fi-2) yfiZ). 

(b) Determine el dominio de /. 


6. Sea /(«)=— para ne IN 
n 
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(a) ^Cual es el dominio de /? 

(b) ^Cual es el rango de /? 

(c) Determine la grafica de / y represented graficamente 

(d) Muestre que Ios valores de la funcion f tienden al valor 
cero. 

7. Sea /(«) = 1 .- y g(n) = yfn+l-Jn 

Vk + V« +1 

(a) Si / y g se consideran como funciones definidas en IN, 
if= g? 

(b) Si / y g se consideran como funciones definidas en IR, 

<J= g? 

8-12 s Determine el dominio de la funcion. 

2x + 1 
8. fix) = - -- 


9. fix) = 3x ■ 


1 1 1 

10. fix) = - + -- + - 

i x+ 1 x + 2 


11. h(x) =jV4 — x + 


\2.fix)=,f— 

i/2x + 2 

13-23 * Trace la representation grafica de la funcion. 
'i3.fix)=\(x-5), 2=Sx«8 

14. g(t) = i 2 - 2f 

15. fix) = 3-8X-2X 2 

16. y = 1 - Vx 

17. y = -l x\ 

18. y = Vx + 3 

19. H(x) = x 3 - 3X 2 

1 


'2x + 1 


20. G(x) = 

21. fix) = 

22. fix) = 


(x-3) 2 

1 - x si x < 0 
1 si x 3= 0 

1 - 2x si x =£ 0 
2x - 1 si x > 0 


x + 6 si x < -2 
23. fix) = , 

x 2 si x -2 


24. Determine, aproximadamente, el dominio de la funcion. 
f(x) = Vx 3 — 4x + 1 

25. Determine, aproximadamente, el rango de la funcion. 
fix) = x 4 -x 3 +x 2 + 3x-6. 

26. Suponga que se da la grafica de/. Describa como puede obte- 
nerse la de cada una de las funciones siguientes a partir de la 
de/. 

(a) y =fix) + 8 (b) y =fix + 8) 

(c) y = 1 + 2fix) (d)y=fix-2)-2 

(e) y =fi—x) (f) y = —fi—x) 

(9) y = -fix) (h) y =f~\x) 

27. Se da la grafica de/. Trace la de cada una de las funciones si¬ 
guientes. 


y . 







. 


~ J 


[ 

A- 


'W 


_ 

0 

L x 

1 



(a) y=fix- 2) 
(c) y = 3 -fix) 
(e) y =/“'(x) 


(b) y = -fix) 

(d) y = {fix) - 1 
(f) y=fi-x) 


28. Determine si/es par, impar o ninguna de ellas. 

(a) fix) = 2X 5 - 3X 2 + 2 (b) fix) = x 3 - x 7 

1 -x 2 1 

(c) fix) = —— (d) fix) = —— 


29. Determine si la funcion en la figura es par, impar o ninguna 
de ellas. 
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30-34 a Determine los intervalos de crecimiento y descrecimien- 
to de la funcion dada 

30. f{x) = 4x 

31. /(*)=\ x \ +x 

32. /(*)=TfZff 


45-48 b Determine si la funcion es uno a uno. 

45. fix) = 3 + x 3 

46. g(x) = 2 - 2x + x 2 

1 

47. h(x) = — 


48. r(r) = 2 + Vr 


X 

si 

3<x<4 

49. Demuestre que f(x) = 3x - 2 es uno a uno y obtenga su fun¬ 

z 

X 

si 

4<x<6 

cion inversa. 

10-JC 

si 

6 < x < 7 

50. Si fix) — 1 + Vx — 2 , determine/’/ 

3—2jc 

1 

si 

x<-3 

51. (a) Trace la grafica de la funcion. 

fix)=x 1 - 4, x3=0 

si 

-3 < x < 0 

(b) Utilice el inciso (a) para obtener la grafica de/’ 1 . 

X 

x 2 —2x 

si 

x>0 

(c) Plantee una ecuacion para/’ 1 . 


35. Determine el valor minimo de la funcion. 
g(x) = 2X 2 + 4x - 5 

36. Obtenga el valor maximo de la funcion. 
fix) = 1 - x - x 1 

37. Si fix) = x 2 - 3x + 2 y g(x) = 4 - 3x, determine cada una de las 
fiinciones siguientes. 

(a)/+g <t>) f—g (c) fg 

(d )f/g <e)/og (f )«•/ 

38. Si fix) = 1 + x 2 y g(x) = V x ~ 1 , determine cada una de las 
funciones siguientes. 

(a) fog (b) go/ (c) (f»g)(2) 

(d) (fofm (e) /« g of (f)go/og 

39-44 ■ Determine las funciones/o g,s»/,/»/y?»j 

39. y(x) = 3x - 1, g(x) = 2x - x 2 

40. fix) = Vx , g(x) =-- 

x — 4 

f3-x si x<0 
41- /(x)=x + 3, g(x) = j 2 

[ x si x>0 

42. f (x) =\x 2 - 2x +11, g(x) = \jx - 2 

43. Determine/o g o h, donde/(x) = ”\/l — x , g(x) = l - x 2 
y h(x) = 1 + Vx . 

. , 1 

44. Si 7'(x) = — , ■, obtenga funciones figyh tales que 

Vi + Vx 

f o g a h-T- 


52. (a) Demuestre que la funcion f(x ) = 1 + “^fx es uno a uno. 

(b) Trace la grafica de/. 

(c) Utilice el inciso (b) para obtener la grafica de/’ 1 . 

(d) Escriba una ecuacion para/’ 1 . 

53-57 ■ Representar graficamente de la ecuacion dada. 

(g) Justificar porque no representa una funcion. 

(h) Dar una restriccion que sea una funcion no inyectiva. 

(i) Dar una restriccion que sea una funcion biyectiva, demos- 
trar que lo es para los conjuntos elegidos y determinar la 
funcion inversa. 

53. x 2 = 9 - y 2 

54. x 2 + 3y 2 = 3 

55. 4y 2 -x 2 = 9 

56. y 2 = x + 4 

57. y= cosx 

58. Suponga que M varfa directamente con zyM= 120 cuando 
z = 15. Escriba una ecuacion que exprese esta variacion. 

59. Suponga que z es inversamente proporcional a y. Si y = 16, 
entonces z = 12. Utilice esta informacion para escribir una 
ecuacion que exprese a z en terminos de y. 

60. El numero de tarjetas navidenas vendidas por una tienda de- 
pende del periodo del ano. Trace una grafica aproxima- 

da del numero de tarjetas navidenas vendidas como una 
funcion de la fecha. 

61. Un triangulo isosceles tiene un perfmetro de 8 cm. Exprese el 
area A del mismo como una funcion de la longitud b de su ba¬ 
se. 
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62. Un rectangulo esta inscrito en una triangulo equilatero con un 
perfmetro de 30 cm como se observa en la figura. 

(a) Exprese el area A del rectangulo como una funcion de la 
longitud x mostrada en la figura. 

(b) Determine las dimensiones del rectangulo que tenga el 
area mas grande. 



63. Un tramo de alambre de 10 m de largo se corta en dos piezas. 
Una de longitud x se dobla para formar un cuadrado, y la otra 
se dobla para formar un triangulo equilatero. 

(a) Exprese el area total encerrada por ambas figuras como 
una funcion de x. 

(b) /Eara que valor de x esta area total es minima? 


64. Un granjero desea cercar un corral rectangular de manera que 
tenga un area de 100 m 2 . Determine las dimensiones del corral 
que requiera la cantidad minima de cerca. 


65. Un pajaro se libera del punto A en una isla, a 5 millas del 
punto mas cercano B de una costa recta. El ave vuela al punto 
C de la costa y despues a lo largo de la misma hasta la zona 
de anidacion D (vease la figura). Suponga que el animal ne- 
cesita de 10 kcal/milla de energfa para volar sobre la tierra y 
14 kcal/milla para hacerlo sobre el agua (vease el ejemplo 8 
de la section 1.6). Si instintivamente el pajaro escoge una tra- 
yectoria que minimice su consumo de energfa, ^a que punto 
volara? 











EXAMEN 


^Cuales de las siguientes graficas son graficas de funciones? Si la grafica correspondc a 
una funcion ^,es esta uno a uno? 


2. Determine el dominio 


3. (a) Trace la grafica de la funcionyUl -x 3 . 

(b) Use el inciso (a) para graficar g(x) = (x - l) 3 - 2. 

4 . (a) ^Como se obtiene la grafica de y = 2 -fix + 3) a partir de la de /? 
(b) ^Como se obtiene la grafica de y x) a partir de la de/? 


a) Evalue /(-2), / 


b) /Es / una funcion par? Justifique su respuesta. 





£$&&&?• Vi- H 

's£& ; 

IBSlili 

- * 

7\ : ; : 


b) 

5n 


VM M -H-4 I I I M i Pi 


Tl 


i I I | I I LH-I n I 


-1 _ t JI 1/2 3 

- 2 - 
-3- 



y las funciones 

/« = 


h(x) = < 






i 

> : -s 

X <1 

-x 2 si ■ x< 1 


i x ■ ■ 

si 

3 si x = i. 

«w-- 


si 

x-l, 

-(x+1) si x>I 


'IS, 

si l 

X > 1 


3-x 4 


x x<0 

1 x = 0 y k(x) = 

x x>0 


X +1 


10x-x 2 -9 + 


3—2x 


x< 1 


x>l 


(a) Relacione cada grafica con una de las funciones dadas. 

(b) (,La funcion/es inyectiva en todos los reales? Si lo es, calcule su inversa. Si no lo es, 
considere una restriceion del dominio para que exista su inversa y calculela. 

(c) Calcule todos los valores de x que pertenezcan a los reales tales que g x (/' (x)) =1. 

7- Si f(x) = 1-1 2x +11 y g(x) = 2 — x 2 , determine la funciones: 

a) /+g. 0 

b ) fg. 

W: _ I.' ' • SI It S.;l.: 
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(a) Si estan disponibles 800 pies de cerca para construir trcs corrales adyacentes, corao se 
muestra en el diagrama, exprese el area total de estos como una funcion de x. 


(b) ^Cuales son las dimensiones del terreno de maxima area que se puede cercar con estos 800 
pies de cerca? . . - ;.V 


9. Sen fix) = 3x 4 14a’ i 5 a. 3. 

(a) Trace la grafica de/en un rectangulo de visi 

(b) iEs/unoauno? 

(c) Determine, los valores maxi mo y mfnimo lot 


un m b 

?.! * 






Las matematicas comparan los fenomenos mas diversos y descubren las 
analogi'as profundas que los unifican. 

JOSEPH FOURIEF 


El crecimiento demografico 
—como el crecimiento de un 
cardumen en el oceano— esta 
modelado por fimciones expo- 
nenciales. Estas tambien des- 
criben el interes compuesto, la 
desintegracion radiactiva y los 
cambios en la temperatura. 


FUNCIONES 
EXPONENCIAL 
Y LOGARITMICA 





Hasta aquf hemos estudiado funciones relativamente sencillas como los polinomios y 
las funciones racionales. Ahora analizaremos dos de las funciones mas importantes de las 
matematicas, la funcion exponencial y su inversa, la funcion logaritmica. Luego utili- 
zamos estas para describir el crecimiento exponencial en biologfa y economfa, y la 
desintegracion radiactiva en la ffsica y qufmica. 


FUNCIONES EXPONENCIALES _ 

En la seccion 1.2 definimos af si a > 0 y x es un numero racional, pero aun no hemos 
definido potencias irracionales. Por ejemplo, /,que significa 2^'' o 5 n 2 Para poder res¬ 
ponder estas preguntas primero veremos la grafica de la funcion fix) = 2 X , donde x es 
racional. En la figura 1 se muestra una representacion muy burda de esta grafica; en ella 
se presentan huecos si x es irracional, deseamos llenar estos con una curva suave. Para 
ello ampliamos el dominio d ef[x) = 2 X a todo 1R definiendo apropiadamente las poten¬ 
cias irracionales de 2. Por ejemplo, para definir 2 V<3 utilizamos aproximaciones racio¬ 
nales de V3 . Puesto que 

V3 - 1.73205 ... 

nos aproximamos poco a poco a 2 usando las siguientes potencias racionales: 

2 1-7 2 1 - 73 2 1 ’ 732 2 1 ' 7320 2 1 ' 73205 

Mediante tecnicas de matematicas avanzadas se demuestra que existe exactamente 
un numero al cual tienden dichas potencias, y definimos a 2 V3 como ese numero. Intui- 
tivamente estas potencias racionales de 2 tienden cada vez mas a 2 x/| , y mediante este 
proceso de aproximacion calculamos su valor correctamente hasta seis decimales: 

2^ = 3.321997 

De manera similar definimos 2 X (o (f si a > 0), donde x es cualquier numero irracional. 

Utilizando esta definition de las potencias irracionales, podemos trazar la grafica de 
fix) - 2 X en todo IR, como se muestra en la figura 2. Se trata de una funcion creciente y, 
de hecho, aumenta muy rapidamente cuando x > 0 (vease la nota al margen). 


Para demostrar la rapidez con que crece 
fix) = 2 X , llevemos a cabo el siguiente 
experimento mental. Suponga que em- 
pezamos con un pedazo de papel de una 
milesima de pulgada de grueso, y que lo 
doblamos a la mitad 50 veces. Cada vez 
que lo doblamos se duplica el grosor, por 
lo que el valor resultante de este serla de 
2 5 °/1000 pulgadas. iQue tan grande piensa 
que es este resultado? ;Es mas de 17 mi- 
Uones de millas! 



FIGURA 1 

Representacion de/(x) = 2 X para x racional 


FIGURA 2 

fix) = 2 X para x real 
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FIGURA 3 


FIGURA 4 

Familia de funciones exponenciales 


Se puede probar que las leyes de los exponentes son validas cuando los exponentes 
son numeros reales. 

EJEMPLO 1 ■ Grafica de funciones exponenciales trazando puntos 
Trace la grafica de cada una de las funciones siguientes. 

(a) Ax) = y (b) g(x) = 

S0LUCI6N Calculamos valores d eA x ) y de g(x) y trazamos los puntos calculados 
para obtener las graficas de la figura 3. 



X 

Ax) - 3* 

1 

II 

© 

-3 

1 

27 

27 

-2 

1 

9 

9 

-1 

1 

3 

3 

0 

l 

1 

1 

3 

l 

3 

2 

9 

1 

9 

3 

27 

i 

27 



Observe que 

g (*) = (l) = y = 3~ x =f(-x) 

y por lo tanto hubieramos obtenido la grafica de g a partir de la de/reflejandola 
sobre el eje y. m 

La figura 4 muestra las graficas de la familia de funciones exponenciales A x ) = a* para 
diferentes valores de la base a. Todas estas graficas pasan por el punto (0, 1) porque 
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a° - l para a 0. A partir de la figura 4 puede verse que existen tres tipos de funciones 
exponenciales y = a x : si 0 < a < 1,1a funcion exponencial decrece rapidamente; si a = 1 , 
fix) es constante; si a > 1, la funcion crece rapidamente, y mientras mas grande sea la 
base mas rapido sera dicho crecimiento. 

Si a > 1, entonces la grafica de y = a* tiende a y - 0 cuando x decrece a traves de 
valores negativos, por lo que el eje x es una asxntota horizontal. Si 0 < a < 1,1a grafica 
tiende a y = 0 cuando x crece indefinidamente y de nuevo el eje x es una asmtota hori¬ 
zontal. En cualquiera de estos casos la grafica nunca toca el eje x debido a que a x > 0 
para toda x. Asf; para a* 1 la funcion exponencial fix) = a* tiene dominio IR y rango 
(0, o°).A continuacion resumimos el analisis precedente. 



fix) = <f 

Para a* 1, el dominio de/es IR, el rango es (0, oo) y la grafica de/tiene una de 
las formas siguientes: 




fix) = <f para a > 1 fix) = cf para 0 < a < 1 


EJEMPLO 2 ■ Identificacion de las graficas de funciones exponenciales 

Determine la funcion exponencial fix) = a* de las siguientes graficas. 


(a) 




(b) 
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SOLUCION 

(a) Dado que_/(2) = a 2 = 25, por inspeccion determinamos que la base es a = 5. Por 
lo tanto esta es la grafica de la funcion exponencial fix) = 5 X . 

(b) Dado que/(3) = a 3 = |, por inspeccion obtenemos que la base es a = \ ■ Por lo 

tanto esta es la grafica de la funcion exponencial fix) = (^ ) x . g 

En los dos ejemplos siguientes vemos como graficar ciertas funciones sin trazar pun- 
tos de ellas; sino tomando las graficas basicas de las funciones exponenciales de la figu- 
ra 4 y aplicando las transformaciones de desplazamiento y reflexion de la seccion 2.4. 


EJEMPLO 3 ■ Transformaciones de funciones exponenciales 

Use la grafica de fix) = 2 X para obtener la grafica de cada una de las funciones 

siguientes. 

(a) g(x) = 1 + 2 X (b) h(x) = —2 X 

SOLUCION 

(a) La grafica de g(x) = 1 + 2 X se obtiene a partir de la de^x) = 2 X en la figura 5(a) 
desplazandola hacia arriba 1 unidad. En la figura 5(b) observe que la recta y = 1 
es ahora una asfntota horizontal. 

(b) De nuevo empezamos con la grafica de fix) = 2\ pero ahora la reflejamos sobre 
el eje x para obtener la grafica de h(x) = -2 X que se muestra en la figura 5(c). 


FIGURA 5 




EJEMPLO 4 ■ Transformaciones de funciones exponenciales 

(a) Utilice la grafica de fix) = 10 x para obtener la de g(x) = 10 x '‘ - 2. 

(b) Determine la asfntota, el dominio y el rango de esta funcion. 

SOLUCION 

(a) Recuerde de la seccion 2.4 que obtenemos la grafica de y = fix - 1) a partir de 
la de y = fix) desplazandola 1 unidad hacia la derecha. Por lo tanto, obtenemos la 
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grafica de y = 10 x 1 - 2 desplazando la de y = 10* una unidad hacia la derecha y 2 
unidades hacia abajo, como se muestra en la figura 6. 


FIGURA6 



(b) La asmtota horizontal es y = -2, el dominio es R y el rango es 

{y\y>-2} = (-2, oo) 


§§j EJEMPLO 5 ■ Comparacion de funciones exponencial y de potencias 

Compare las razones de crecimiento de la funcion exponencial fix) = 2* y la funcion 
de potencias g(x) = x 1 trazando la grafica de ambas en cada uno de los siguientes rec- 
tangulos de visualizacion. 

(a) [0, 3] por [0, 8] (b) [0,6] por [0, 25] (c) [0, 20] por [0,1,000] 

SOLUCION 

(a) La figura 7(a) muestra que en x = 2 la grafica de g(x) = x 2 alcanza a la de 
fix) = 2 X y despues crece aun mas. 

(b) El rectangulo de vision mas amplio de la figura 7(b) muestra que la grafica 
de fix) = 2 X alcanza la de g(x) = x 2 cuando x = 4. 

(c) La figura 7(c) da una vision mas global y muestra que cuando x es grande, 
fix) = 2 X es mucho mayor que g(x) = x 2 . 


8 



25 1,000 




FIGURA 7 
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5.1 I EJERCICIOS 


1-8 a Trace la grafica de la funcion utilizando una tabla de va- 
lores. Use una calculadora si fuera necesario. 


1 - Kx) = 2* 

3. h(x) = 6 X 
5- fix) = ( 3 )* 
7- g(x) = (\f 


2. g(x) = 8" 

4. h(x) = (0.8)* 
6. h{x) = (1.1)" 

8 .Ax) = (lY 


9-10 a Grafique ambas funciones en un mismo sistema de ejes. 
9. y = 4 X y y = T 

10. y = (\Y y y = dY 

11-14 ■ Determine la funcion exponencial/(x) = cf cuya 
grafica se da. 



15-20 ■ Identifique a que funcion exponencial corresponden las 
graficas numeradas del I al VI. 


15. fix) - 5 X 
17- fix) = 5~ x 
19. fix) — 5 X _3 


16- fix) = -5* 

18. fa) = 5* + 3 
20. fix) = 5 X+1 - 4 





21-36 ■ Grafique la funcion sin usar el procedimiento de trazar 
puntos, sino partiendo de las graficas de la figura 4. Determine el 
dominio, el rango y las asfntotas. 


21- fix) = -3 X 
23. g(x) = 2 x -3 
25. h(x) = 4 + (\Y 
27. fix) = 10 1 + 3 
29. fix) = —3r z 
31. 


22. fix) = 10* 

24. g(x) = 2 X - 3 
26. h(x) = 6-3 X 

28 . fix) =-(IY 

30. fix) = 10~ x - 4 
32. y= 1 +2 X * 1 
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33. fix) = 5-2 x ~ I 34. fix) = 1 - 2~ x 

35 . y = 2 ul 36. y = 2~ >x[ 

37-38 » Obtenga la funcidn de la formal) = Ccf cuya grafica 
se da. 




39. (a) Trace la grafica defix) = 2 X y la de g(x) = 3(2 X ). 

(b) ^Como estan relacionadas? 

40. (a) Trace la grafica defix) = 9 X/2 y la de g(x) = 3 X . 

(h) Utilice la ley de los exponentes para explicar la relacion 
entre ambas. 

41. Si fix) = 10*, demuestre que 

fix+ h)-fix) = ^ 10*-1 ^ 

42. Compare las funciones/(x) = x 3 y g(x) = 3* evaluando ambas 
en x = 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9,10,15 y 20. Despues trace las 
graficas de/y g en un mismo sistema de ejes. 


jj«S| 43. (a) Compare las razones de crecimiento de las funciones 
fix) = 2 X y g(x) = x 5 obteniendo la grafica de ambas en 
cada uno de los rectangulos de visualizacion siguientes. 

(i) [0, 5] por [0, 20] 

(ii) [0, 25] por [0, 10 7 ] 

(iii) [0, 50] por [0, 10 8 ] 

(b) Determine las soluciones de la ecuacion 2 X = x 5 , correctas 
a un decimal. 

^jj 44. (a) Compare las razones de crecimiento de las funcio¬ 
nes fix) = 3 Z y g(x) = x 4 obteniendo la grafica de 


ambas en cada uno de los rectangulos de visualizacion 
siguientes: 

(i) [-4,4] por [0, 20] 

(ii) [0,10] por [0, 5000] 

(iii) [0, 20] por [0, 10 5 ] 

(b) Obtenga las soluciones de la ecuacion 3 X = x 4 , correctas a 
dos decimales. 

GS 45-46 ■ Trace las graficas de la familia de funciones dadas para 
c = 0.25,0.5, 1,2, 4. ^Como estan relacionadas las graficas? 

45. fix) = c2 x 46. fix) = 2 CX 

BS 47-48 ■ Grafique la funcion dada y comente acerca de las asinto- 
tas verticales y horizontales. 

2 X 

41. y = 2 Vx 48. y = — 

x 

fiS 49-50 ■ Determine los valores maximo y minimo locales de la 
funcion y el valor de x en el cual ocurren. Exprese cada respuesta 
correcta a dos decimales. 

49. g(x) = x 3 (x>0) 50. g(x)=X / x (x>0) 

ss 51-52 ■ Determine, con sus extremos correctos, a dos decimales 
(a) los intervalos en los cuales la funcion es creciente o decrecien- 
te y (b) el rango de la funcion. 

51. y = 10* - * 2 52. y = x2 x 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


53. Crecimiento de una funcion exponencial Suponga que se 
le ofrece un trabajo de un mes, donde se le pagara bien. 

^Cual de las formas de pago siguientes resultan mas reditua- 
bles para usted? 

(a) Un millon de dolares al final del mes 

(b) Dos centavos el primer dia del mes, 4 centavos el segundo 
dia, 8 centdvos el tercero y, en general, 2" centavos el dia n 


54. Altura de la grafica de una funcion exponencial Su profe- 
sor de matematicas le pide que trace la grafica de la funcion 
exponencial fix) = 2 X para x entre 0 y 40, usando una escala de 
10 unidades por pulgada. ^Cuales son las dimensiones de la 
hoja de papel que necesitara para trazar esta grafica? 
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FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


n 

(•*;)■ 

i 

2.00000 

5 

2.48832 

10 

2.59374 

100 

2.70481 

1,000 

2.71692 

10,000 

2.71815 

100,000 

2.71827 

1,000,000 

2.71828 

10,000,opo 

2.71828 



La notacion e para la base de la funcion 
exponencial natural fue elegida por el 
matematico suizo Leonhard Euler, 
probablemente porque se trata de la 
primera letra de la palabra exponencial. 


Cualquier numero positivo puede utilizarse como base para una funcion exponencial, 
pero algunas bases se utilizan con mayor frecuencia que otras. En las secciones res- 
tantes de este capftulo veremos que las bases 2 y 10 son convenientes para ciertas apli - 
caciones, pero la mas importante es el numero identificado mediante la letra e. 

El numero e esta definido como el valor al que tiende (1 + 1 Inf cuando n se hace 
grande. (En calculo esto se define de manera mas precisa a traves del concepto de 
lfmite. Vease el ejercicio 41.) La tabla al margen muestra los valores de la expresion 
(1 + l/«) n para valores cada vez mas grandes que n. Parece que, correcto a cinco deci- 
males, e ~ 2.71828; de hecho, el valor aproximado a 20 decimales es 

e = 2.71828182845904523536 

Puede demostrarse que e es un numero irracional, por lo que no escribimos su valor 
exacto. 

(.Por que usar una base tan extrana para una funcion exponencial? Al principio pare- 
ceria mucho mas comodo trabajar con una base como el 10. Sin embargo, veremos que 
en ciertas aplicaciones el numero e es la mejor base posible. En esta seccion estudiare- 
mos como se presenta e en la description del interes compuesto y en el crecimiento 
demografico. 


FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


La funcion exponencial natural es la funcion exponencial 

, / Ax) = e* 

con base e. A menudo se conoce como la funcion exponencial. 


Puesto que 2 < e < 3, la grafica de la funcion exponencial natural se encuentra entre 
las graficas de y = 2* y y = 3 X , como se muestra en la figura 1. 

Las calculadoras cientfficas tienen una tecla especial para la funcion^) = En el 
siguiente ejemplo utilizaremos esta tecla. 

EJEMPLO 1 b Evaluacion de la funcion exponencial 

Evalue cada expresion aproximando la respuesta a cinco decimales. 

(a) e 3 (b) 2e~ 053 (c) e 4 H 

SOLUCION Utilizamos la tecla i e*l de la calculadora para evaluar la funcion expo¬ 
nencial. 


(a) e 3 - 20.08554 

(b) 2e~ 053 = 1.17721 

(c) e 4 ' 8 = 121.51042 






SECCI6N 5.2 FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


269 


EJEMPLO 2 H Trarssformaciones de la funcion exponenciaS 
Trace la grafica de cada funcion. 

(a) fix) = e~ x (b) g(x) = 3e 05 * 

SOLUCION 

(a) Empezamos con la grafica de y - e x y la reflejamos en el eje y para obtener la 
grafica de y = e~ x como se muestra en la figura 2. 


FIGURA 2 



(b) Calculamos varios valores, graficamos los puntos resultantes y despues los uni- 
mos con una curva suave. La grafica se muestra en la figura 3. 



X 

f(x) = 3c 0 - 5 * 

-3 

0.67 

-2 

1.10 

-1 

1.82 

0 

3.00 

1 

4.95 

2 

8.15 

. 3 

13.45 



jjj INTERES COMPUESTO 

La funcion exponencial natural se presenta en el calculo del interes continuamente 
compuesto. Empezamos explicando el interes compuesto. 

Si un monto de dinero P, conocido como el capital, se invierte a una tasa de interes 
simple r, entonces despues de un periodo el interes es Pr, y el monto A de dinero es 

A = P + Pr = P{\ + r) 

Si el interes se reinvierte, el nuevo capital es ahora P(1 + r) y el monto despues de 
otro periodo es A = P(1 + r) (1 + r) = P(1 + r) 2 . De manera similar, despues de un 




i 
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tercer periodo el monto es A = P(l + r) 3 . En general, despues de k periodos, el 
monto es 

A = P(l + r) k 

Note que esta es una funcion exponencial con base 1 + r. 

Si el interes se calcula n veces al ano, entonces en cada periodo la tasa de interes es 
rin y existen nt periodos en t anos. Esto lleva a la siguiente formula para el monto 
despues de t anos 


A menudo r se conoce como la tasa de 
interes anual nominal. 



El interes compuesto se calcula mediante la formula 



donde A = monto despues de t anos 
P = capital 
r = tasa de interes 

n - veces que se calcula el interes al ano 
t = numero de anos 


EJEMPLO 3 ■ Calculo del interes compuesto 

Se invierte una suma de $1,000 a una tasa de interes de 12% al ano. Determine los 
montos en la cuenta despues de 3 anos si el interes se calcula anualmente, semestral- 
mente, trimestralmente, mensualmente y diariamente. 

SOLUCION Utilizamos la formula del interes compuesto con P = $1,000, r = 0.12 
y t = 3. 
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A partir del ejemplo 3 vemos que el interes pagado aumenta conforme se incremen- 
ta el numero n de periodos compuestos. Veamos que ocurre si n se incrementa de ma- 
nera indefinida. Si hacemos m = nlr , entonces 



Recuerde que cuando m aumenta, la cantidad (1 + 1 /m) m tiende al numero e. Por lo 
tanto, el monto tiende a A = Pe rl . Esta expresion da el monto cuando el interes se corn- 
pone “a cada instante”. 



EJEMPLO 4 ■ Calculo del interes continuamente compuesto 

Determine el monto despues de 3 anos si se invierten $1,000 a una tasa de interes de 
12% anual, continuamente compuesta. 

SOLUCION Utilizamos la formula para el interes continuamente compuesto con 
P - $1,000, r = 0.12 y t - 3 para obtener 

A = 1 ,OOOe (012)3 = 1,000e° 36 = $1,433.33 

Compare esta cantidad con las del ejemplo 3. ■ 

CRECIMIENTO EXPONENCIAL 

Los biologos han observado que la poblacion de una especie siempre duplica su tamano 
en un periodo fijo. Por ejemplo; bajo condiciones ideales una cierta poblacion de bac- 
terias se duplica de tamano cada 3 horas. Si el cultivo se inicia con 1,000 bacterias, 
entonces despues de 3 horas habran 2,000 bacterias, despues de otras 3 horas habran 
4,000 y asi sucesivamente. Si n = n(t ) es el numero de bacterias despues de t horas, 
entonces 

n(0) = 1,000 
n(3) = 1,000 - 2 

n( 6) = (1,000 • 2) • 2 = 1,000 • 2 2 
ti(9) = (1,000 • 2 2 ) • 2 = 1,000 • 2 3 
n(12) = (1,000 • 2 3 ) • 2 = 1,000 • 2 4 
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A partir de este patron se concluye que el numero de bacterias despues de t horas es 



El Gateway Arch en San Luis, 
Missouri, tiene la forma de la grafica 
de una combinacion de funciones ex- 
ponenciales (no de una parabola como 
pudiera parecer a primera vista). Espe- 
cfficamente se trata de una catenaria, 
que es la grafica de una ecuacion de la 
forma 


(vease el ejercicio 43). Se selecciono 
esta forma porque es la optima para 
distribuir las fuerzas estructurales in 
temas del arco. Cadenas y cables sus- 
pendidos eritre dos puntos (por ejem 
plo los tramos de cable suspendidos 
entre pares de postes telefonicos) cuel- 
gan formando una catenaria. 


n(t) = 1,000 • 2' /3 

En general, suponga que el tamano inicial de una poblacion es n 0 y el periodo de 
duplicacion es a. Entonces el tamano de la poblacion en el tiempo t es 

n(t) = n 0 2 a 

donde c = Ha. Si conocieramos el tiempo de triplication b, entonces la formula serfa 
n (0 = n 0 3 e \ donde c = Mb. Estas formulas indican que el crecimiento de las bacterias es 
exponencial. Pero, ^que base deberemos utilizar en nuestra formula? La respuesta es e, 
porque entonces se demuestra (utilizando el calculo) que la formula es 

n(0 = n 0 e rt 

donde r es la tasa relativa de crecimiento de la poblacion, expresada como una pro- 
porcion de la poblacion en cualquier momento. Por ejemplo, si r - 0.02 entonces en 
cualquier momento t la tasa de crecimiento es 2% de la poblacion al tiempo t. 

Note que la formula para el crecimiento de la poblacion es la misma que para el 
interes continuamente compuesto. De hecho, en ambos casos opera el mismo principio: 
el crecimiento de una poblacion (o de una inversion) por periodo es proporcional al ta¬ 
mano de la poblacion (o al monto de la inversion). Una poblacion de 1,000,000 crecera 
mas en un ano que una de 1,000; exactamente de la misma manera, una de $1,000,000 
crecera mas en un ano que una inversion de $1,000. 


CRECIMIENTO EXPONENCIAL 


Una poblacidn que experimenta crecimiento exponencial aumenta de acuerdo 
con la formula 


donde 


n(t) = n 0 e n 


n(t) = poblacion al tiempo t 
n 0 - tamano inicial de la poblacion 


r - tasa relativa de crecimiento (expresada como una 
proporcion de la poblacion) 

t - tiempo 


EJEMPLO 5 ■ Prediction del tamano de una poblacion 

El conteo inicial de bacterias en un cultivo es de 500. Posteriormente un biologo hace 
un conteo de muestra y encuentra que la tasa relativa de crecimiento es de 40% por 
hora. 

(a) Obtenga una formula para el numero n(t) de bacterias despues de t horas. 

(b) ^Cual es el conteo estimado despues de 10 horas? 

(c) Trace la grafica de la funcion n(t) 
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SOLUCION 

(a) Utilizamos la formula para el crecimiento exponencial de la poblacion con 
n 0 = 500 y r - 0.4 para obtener 

n{t) = 500e° 4 ' 

donde t se mide en horas. 

(b) Utilizando la formula del inciso (a), determinamos que el conteo de bacterias 
despues de 10 horas es 

n(10) = 500e 04(10) = 500e 4 « 27300 

(c) Graficamos varios puntos y trazamos la grafica de la figura 4. 


FIGURA 4 



jgg EJEMPLO 6 ■ Comparacion de los efectos de diferentes tasas de crecimiento 
de poblacion 

En 1995 la poblacion en el mundo era de 5,700 millones y la tasa relativa de creci¬ 
miento era de 2% al ano. Se dice que una tasa de 1.6% anual producirfa una differen¬ 
tia significativa en la poblacion total en solo unas cuantas decadas. Verifique esta 
afirmacion estimando la poblacion mundial en el ano 2035 utilizando una tasa relativa 
de crecimiento de (a) 2% anual y (b) 1.6% anual. 

Grafique las funciones de poblacion para los siguientes 100 anos de acuerdo con 
las dos tasas relativas de crecimiento en el mismo rectangulo de visualization. 

SOLUCION 

(a) De acuerdo con la formula del crecimiento exponencial de la poblacion, tenemos 

n{f) = 5.7e 002 ' 

donde n(t) se mide en miles de mill ones y t se mide en anos a partir de 1995. 
Puesto que el ano 2035 acaecera 40 anos despues de 1995, obtenemos que 

n(40) = 5.7e 002(40) = 5.7e 08 a 12.7 

Por lo tanto, la poblacion estimada en el ano 2035 sera de aproximadamente 
13,000 millones. 
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40 



FIGURA 5 


Otra forma de resolver la parte (b) es 
suponer que t es el numero de anos a par- 
tir de ahora. En este caso, n 0 = 4100 (la 
poblacion actual). Ast, la poblacion 12 
anos despues sera 

h(12) = 4100 e 0 S5(n) ~ 3 millones. 


(b) Utilizamos la formula 


n(t) = 5.7e 0016 ' 

y obtenemos n(40) = 5.7e 0016(40) = 5.7e 064 = 10.8 

Por lo tanto, la poblacion estimada en el ano 2035 sera de aproximadamente 
11,000 millones. 

Las graficas de la figura 5 muestran que una pequena modificacion en la tasa re- 
lativa de crecimiento puede, con el transcurso del tiempo, provocar una gran dife- 
rencia en el tamano de la poblacion. e 

EJEMPLO 7 a Determination de la poblacion inicial 

Una cierta raza de conejo file introducida en una pequena isla hace 8 anos. Se estima 
que la poblacion actual es de 4,100, con una tasa relativa de crecimiento de 55% 
anual. 

(a) ^Cual file el tamano inicial de la poblacion de conejos? 

(b) Estime la poblacion dentro de 12 anos a partir de ahora. 

SOLUCION 

(a) Partiendo de la formula del crecimiento exponencial de la poblacion tenemos 

n(t) = n 0 e 0S5 ‘ 

y sabemos que la poblacion al tiempo t = 8 es n(8) = 4,100. Sustituimos lo que 
sabemos en la ecuacion y despejamos funcion de n 0 : 

4100 = ryP 35m 

4100 4100 

”0- g°-55(8) “ 81 .45 “ 5 

Por lo tanto, estimamos que se introdujeron 50 conejos en la isla. 

(b) Ahora que conocemos Hq, escribimos una formula para el crecimiento de la 
poblacion: 

nit) = 50e oss ‘ 

Dentro de 12 anos, t = 20 y 

«(20) = 50e°' 55(20) = 2,993,707 

Por lo tanto, estimamos que la poblacion de conejos en la isla dentro de 12 anos 
sera de aproximadamente 3 millones. a 

<,La poblacion de conejos del ejemplo 7(b) puede realmente alcanzar una cifra tan 
elevada? En realidad conforme la isla se va sobrepoblando de conejos, el crecimiento 
de la poblacion ira disminuyendo debido a la escasez de alimento y otros factores. Un 
modelo que tome en consideracion este tipo de factores, es la formula de crecimiento 
logistico que se describe en los ejercicios 31 y 32. 
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1-2 ■ Complete la tabla y utilfcela para graficar la funcion. 

1 . fix) = 


X 

CO 

II 

§ 

-2 


-1.5 


-1 


-0.5 


0 


0.5 


1 


1.5 


2 




11. Si se invierten $3,000 a una tasa de interes de 9% anual, de¬ 
termine el monto de la inversion al final de 5 anos para cada 
uno de los siguientes modos de interes compuesto. 

(a) Anual (b) Semestral 

(c) Mensual (d) Semanal 

(e) Diario (f) Porhora 

(g) Continuo 

12. Si se invierten $4,000 en una cuenta en la cual se calcula el 
interes compuesto trimestralmente, determine el monto de la 
inversion al fin de 5 anos para cada una de las siguientes 
tasas de interes 

(a) 6% (b) 6|% (c) 7% (d) 8% 

13. ^Cuales tasas de interes y periodos de calculo del interes com¬ 
puesto darfan la mejor inversion? 

(i) 81 % al ano, calculado semestralmente. 

(ii) 81 % al ano, calculado trimestralmente 

(iii) 8% al ano, calculado continuamente 

14. ^Cuales de las tasas de interes dadas y periodos de calculo de 
interes compuesto darfan la mejor inversion? 

(i) 91 % anual, calculado semestralmente 

(ii) 9% anual, calculado continuamente 

15-16 ■ El valor presente de una suma de dinero es la cantidad 
que debe invertirse hoy a una tasa de interes dada, para producir 
la suma deseada en una fecha posterior. 

15. Determine el valor presente de $10,000 si el interes se paga a 
una tasa de 9% anual, compuesta semestralmente durante 3 
anos. 


3-8 ■ Grafique la funcion sin trazar puntos, sino partiendo de la 
grafica de y = e* de la figura 1. Determine el dominio, rango y 
asfntotas. 

3. y = -e? 4. y = 1 - e* 

5. y = e~ x - 1 6. y = - e * 

l.y = e*~ 2 8. y = e t ' 3 + 4 

9. Si se invierten $10,000 a una tasa de interes anual de 10%, 

compuesto semestralmente, determine el valor de la inversion 
despues del numero de anos dado. 

(a) 5 anos (b) 10 anos (c) 15 anos 


16. Determine el valor presente de $100,000 si el interes se paga 
a una tasa de 8% anual, compuesta mensualmente durante 5 
anos. 

17. El numero de bacterias en un cultivo esta dado por la formula 

n(t) = 500e°' 45 ' 
donde t se mide en horas. 

(a) ^Cual es la tasa relativa de crecimiento de esta poblacion 
de bacterias? Exprese su respuesta como porcentaje. 

(b) ^Cual es la poblacion inicial del cultivo (en t = 0)? 

(c) ^Cuantas bacterias contendra el cultivo al tiempo t- 5? 


10. Si se obtiene un prestamo de $4,000 a una tasa de 16% de 18. La poblacion de ratas en la Ciudad de Nueva York esta dada 

interes anual, compuesto trimestralmente, determine el monto por la formula 

al vencimiento al final del numero de anos dado. 

(a) 4 anos (b) 6 anos (c) 8 anos n{t) = 54c 012 ' 
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donde t se mide en afios desde 1990 y n(t) en millones. 

(a) ^Cuales la tasa relativa de crecimiento de la poblacion? 
Exprese la respuesta como porcentaje. 

(b) (,Cual fue la poblacion en 1990? 

(c) ^Cual es la poblacion esperada para el 2000? 

(d) Trace la grafica de la funcion de poblacion. 

19. La poblacion de zorros en una cierta region dene una tasa de 
crecimiento relativo de 8% anual. Se estima que la poblacion 
en 1992 fue de 18,000. 

(a) Determine una formula para la poblacion t afios despues 
de 1992. 

(b) Use la formula del inciso (a) para estimar la poblacion en 
el 2000. 

(c) Trace la grafica de la funcion de la poblacion de zorros 
para los afios 1992-2000. 

20. La poblacion de cierta ciudad dene una tasa de crecimiento 
relativo de 5% anual. La poblacion en 1988 era de 421,000. 
Determine la poblacion proyectada de la ciudad para cada 
uno de los afios que siguen 

(a) 2000 (b) 2030 

21. La poblacion de un pais dene una tasa de crecimiento relativo 
de 3% anual. El gobiemo intenta reducir el crecimiento a 2%. 
La poblacion en 1995 era de aproximadamente 110 millones. 
Determine la poblacion proyectada para el 2020 en cada una 
de las condiciones siguientes. 

(a) La tasa de crecimiento relativo se conserva en 3% anual. 

(b) Se reduce la tasa de crecimiento relativo a 2% anual. 

22. La poblacion de cierta ciudad era de 680,000 en 1992 y esta 
creciendo una tasa de crecimiento relativo de 12% anual. 

(a) Determine una formula para la poblacidn de esta ciudad 
t afios despues de 1992. 

(b) Estime la poblacion del 2000. 

23. La poblacion de la tierra en 1987 era de 5,000 millones y la 
tasa de crecimiento relativo se estimo en 2% anual. Suponien- 
do que la poblacion mundial sigue un modelo de crecimiento 
exponencial, determine la poblacion mundial proyectada en 
1995. (Compare lo anterior con la poblacion real de 5,700 mi¬ 
llones en 1995.) 

24. La tasa de crecimiento relativo de una determinada poblacion 
de bacterias es de 80% por hora. Se prepara un pequefio culti- 
vo, y ties horas despues un conteo muestra aproximadamente 
21,500 bacterias. 

(a) Determine el numero inicial de bacterias en el cultivo. 

(b) Estime el numero de bacterias 5 horas despu6s del inicio 
del cultivo. 


25. Bajo condiciones ideales, un cierto tipo de estas bacteria tiene 
una tasa de crecimiento relativo de 220% por hora. Acciden- 
talmente se introduce un determinado numero de estas bac¬ 
terias en un producto alimenticio. Dos horas despues de la 
contamination, un conteo bacterial muestra que existen 
aproximadamente 40,000 bacterias en el alimento. 

(a) Determine el numero inicial de bacterias introducidas en 
el alimento. 

(b) Estime el numero de bacterias en el alimento 3 horas 
despues de la contamination. 

26. Una sustancia radiactiva se desintegra de forma que la can- 
tidad de masa que queda despues de t dfas esta dada por la 
funcion 

m(t) = 13c -0015 ' 

donde m(t) se mide en kilogramos. 

(a) Determine la masa en el tiempo t = 0 

(b) i,Cuanta masa queda despues de 45 dfas? 

27. Los medicos utilizan yodo radiactivo como tiazador en el 
diagnostico de ciertos desordenes de la glandula tiroides. 

Este tipo de yodo se desintegra de forma que la masa que 
queda despues de t dias esta dada por la funcion 

m(t) = 6e aml ' 

donde m(t) esta dada en gramos. 

(a) Determine la masa en el tiempo t = 0. 

(b) ^Cuanta masa queda despues de 20 dfas? 

28. Un paracaidista deportivo salta desde una altura razonable. 

La resistencia del aire que experimenta es proportional a su 
velocidad, y la constante de proporcionalidad es 0.2. Se 
demuestia que la velocidad del paracaidista en el tiempo t 
esta dada por 

v(r) = &0(e~ O2t - 1) 

donde t se mide en segundos y v(/) se mide en pies por se- 
gundo (pies/s). 



(a) Determine la velocidad inicial del paracaidista. 

(b) Determine la velocidad despues de 5 s y despues de 10 s. 
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(c) Trace la grafica de la funcion de la velocidad v(r). 

3 (d) La velocidad maxima de un objeto en cai'da con resisten- 

» cia del viento se conoce como velocidad terminal. A partir 

de la grafica del inciso (c), determine la velocidad termi¬ 
nal de este paracaidista. 

29. Un barril de 50 galones esta lleno de agua pura. Entonces 
se bombea en el barril agua salada con una concentracion de 
0.3 lb/gal, y la mezcla resultante se derrama a la misma ve¬ 
locidad. La cantidad de sal en el barril en el tiempo t esta 
dada por 

<2(0 = 15(1 - ° 04 ') 

donde t se mide en minutos y <2(0 se mide en libras. 

(a) ^Cuanta sal hay en el barril despues de 5 minutos? 

(b) ^Cuanta sal hay en el barril despues de 10 minutos? 

| (c) Trace la grafica de la funcion Q(t). 

j (d) Use la grafica del inciso (c) para determinar el valor al 
1 que tiende la cantidad de sal en el barril conforme t se 

hace grande. ^Es esto lo que usted esperaba? 


(b) Obtenga en el rectangulo de visualizacion [0, 15] por 
[0,12,000], las graficas de la funcion n(t) para « 0 = 50, 
500, 2,000, 8,000 y 12,000 

(c) A partir de las graficas del inciso (b) observe que, inde- 
pendientemente de la poblacion inicial, conforme pasa el 
tiempo la poblacion de conejos pareceria acercarse a un 
cierto numero. ^Cual es este? (Es el numero de conejos 
que la isla puede sostener.) 

588 32. La poblacion de una especie de ave esta limitada por el tipo 
de habitat necesario para la anidacion. La poblacion esta 
modelada por la formula de crecimiento logistico 

n = 5.600 

n ^ 1 0.5 + 27.5e~ 0 ' 044 ' 

donde t se mide en anos. 

(a) Determine la poblacidn inicial de aves. 

(b) Trace la grafica de la funcion n(t). 

(c) i A que tamafio tiende la poblacion conforme transcurre 
el tiempo? 


33. Auxfliece con una calculadora para graficar la funcion 
fix) = e ^ para x 5= 0. Use entonces el hecho de que/es una 
funcion par para trazar el resto de la grafica. 



2(r)= 15(1-e- 004 ') 


RjS 34. (a) Compare las funciones^x) = e* y g(x) = jc 3 trazando sus 
as graficas en cada uno de los siguientes rectangulos de vi¬ 

sualizacion: 

(i) [0, 3] por (0,15] 

(ii) [0,6] por [0,120] 

(iii) [0,20] por [0,10,000] 

(b) Determine las soluciones de la ecuacion e x = x 3 , y expre- 
selas a dos decimales. 

35. La funcion coseno hiperbolico se define como 


BE 30. Se invierte un monto de $5,000 a una tasa de interes de 9% 
anual, compuesto semestralmente. 

(a) Determine el valor A(t) de la inversion despues de t anos. 

(b) Trace la grafica de A(t). 

(c) Use la grafica de A(t) para determinar cuando la inversion 
alcanzara el valor de $25,000. 

BS 31. Suponga que la poblacion de conejos del ejemplo 7 se com- 
porta de acuerdo con la formula de crecimiento logistico 


n(t) = 


0.05 e“ 0 55 ' 


0.05 + 


donde n Q es la poblacion inicial de conejos. 

(a) Si la poblacion inicial es de 50 conejos, ^cual sera la 
poblacion despues de 12 anos? 


cosh(x) =--- 

Trace la grafica de las funciones y = \ e* y de y = \ e~ x en los 
mismos ejes y utilice la suma grafica (vease la seccion 2.6) 
para trazar la grafica de y = cosh(x). 

36. La funcion de seno hiperbolico esta definida por 


senh(x) = 


c x + tT* 


Trace la grafica de esta funcion utilizando la suma grafica 
como en el ejercicio 35. 

37-40 a Use las definiciones de los ejercicios 35 y 36 para probar 
la identidad. 


37. cosh(-x) = cosh(x) 


38. senh(-x) = -senh(x) 
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39. [cosh(x)] 2 - [senh(x)] 2 = 1 

40. senh(x + y) = senh(x) cosh(y) + cosh(x) senh(y) 

J5B 41 . Ilustre la definicion del numero e graficando la curva 

y = (1+l/xY y la recta y = e en la misma pantalla usando el 
rectangulo de visualLzacion [0,40] por [0,4]. 

BS 42. Investigue el comportamiento de la funcion 



cuando x -» oo graficando/y la recta y = Me en la misma pan¬ 
talla usando el rectangulo de visualizacion [0, 20] por [0,1], 


BS 43. (a) Trace las graficas de la familia de funciones 
f(x) = ~ 2 i<?'° + 
para a = 0.5,1,1.5 y 2. 

(b) ^Como afecta a la grafica un valor mas grande de a! 

BB 44. Grafique la funcion y - eVx y comente acerca de las asmtotas 
verticales y horizontales. 

BS 45-46 ■ Determine los valores maximo y mi'nimo locales de la 
funcion y el valor de x en el cual ocurre cada uno. Exprese cada 
respuesta a dos decimales. 

45. fix) = xe~ x 46. fix) = e* + e~ 3x 



FIGURA 1 

fix) = a*es uno a uno 


log^x = y se lee “el logaritmo de x con 
base a es y.” 


Por tradicion, el nombre de la funcion 
logaritmo es log a y no una sola letra. 
Tambien, por lo general, omitimos los 
parentesis en la notacion de la funcion y 
escribimos 

lo&W = k >S a x 


FUNCIONES LOGARITMO _ 

Toda funcion exponencial^x) = cfi, con a > 0 y a 1, es una funcion uno a uno segun 
el criterio de la recta horizontal (vease la figura 1 para el caso a > 1) y, por lo tanto, 
tiene una funcion inversa. La funcion inversa f~' se conoce como la funcion logaritmo 
con base a y se denota como log a . Recuerde de la section 2.7 que/ -1 esta definida por 

f~\x) = y fiy)=x 

Esto nos lleva a la siguiente definition de la funcion logaritmo. 


DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMO 


Sea a un numero positivo con a * 1. La funcion logaritmo con base a, denota- 
da por log,,, se define como 

log 0 x = y cP = x 


Es decir que 


log a es el exponente al cual debe elevarse la base a para obtener x. 


Cuando usamos la definicion de logaritmos para intercambiar una de otra entre la 
forma logaritmo log^ = y y la exponential a y = x, resulta util notar que para ambas 
formas la base es la misma: 

Forma logaritmo Forma exponencial 

exponente exponente 

1 1 

a? - x 


•og a * = y 

t 

base 


T 

base 
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Los siguientes ejemplos ilustran como intercambiar una ecuacion de una de estas for¬ 
mas a la otra. 


JC 

log,#x 

\ 10 

1 

10 2 

2 

10 3 

3 

10 4 

4 

10“' 

-1 

1 

o 

-2 

10“ 3 

-3 

10- 4 

-4 


EJEMPLO 1 ■ Formas logaritmo y exponential 

Las formas logaritmo y exponencial son ecuaciones equivalentes —si una es verda- 
dera tambien lo sera la otra—. Por lo tanto podemos pasar de una forma a la otra 
como en los siguientes casos. 

Forma logaritmo Forma exponencial 

log jo 100,000 = 5 10 5 = 100,000 

log 2 8 = 3 2 3 = 8 

log 2 (i) = -3 2- 3 =l 

logg s = r 5 r -s a 

Es importante comprender que log^x es un exponente. Por ejemplo, los numeros en 
la columna derecha de la tabla al margen son los logaritmos (base 10) de los numeros 
de la columna izquierda. Este es el caso para todas las bases, como lo ilustra el siguien- 
te ejemplo. 


EJEMPLO 2 ■ Evaluation de logaritmos 


(a) 

logio 1,000 = 3 

porque 

10 3 = 1,000 

(b) 

log 2 32 = 5 

porque 

2 5 = 32 

(c) 

logio °-l = -1 

porque 

10 1 = 0.1 

(d) 

l°gl6 4 = 2 

porque 

II 

JS 

MD 

»—H 


H 



GRAFICAS DE FUNCIONES LOGARITMO 



FIGURA 2 

Grafica de la funcion logaritmo 

fix) = log^x. 


Recuerde que si una funcion/uno a uno tiene dominio A y contradominio B, entonces 
su funcion inversa/ -2 tiene dominio B y contradominio A. Puesto que la funcion expo¬ 
nencial fix) = cfi con < 2*1 tiene dominio R y contradominio (0, °°), concluimos que 
su funcion inversa,/“’(x) = log^r, tiene dominio (0, °°) y un contradominio R. 

La grafica de f~ l (x) = log a x se obtiene reflejando la grafica de fix) = cfi en la recta 
y - x. La figura 2 muestra el caso a > 1. El hecho de que y-cfi (para a > 1) es una fun¬ 
cion que crece muy rapido, para x > 0 implica que y = log^x es una funcion que crece 
lentamente para x > 1 (vease el ejercicio 74). 

Note que puesto que a 0 = 1, tenemos 

l°g a 1—0 

y, por lo tanto, la interseccion en x de la funcion y - log^r es 1. Note tambien que debido 
a que el eje x es una asfntota horizontal d ey = a x , el eje y es una asintota vertical de 
y — log^x. De hecho, usando la notacion de la seccion 3.5, escribimos 

log a x -*• - oo cuando x -> 0 + 


para el caso a > 1 
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EJEMPLO 3 8 Grafica de una funcion logaritmo trazando puntos 
Trace la grafica deyft) = log 2 x. 

SOLUCIOM Para elaborar una tabla de valores, escogemos los valores de x como 
potencias de 2 para encontrar facilmente sus logaritmos. Graficamos estos puntos y 
los unimos con una curva suave como en la figura 3. 


i 


X 

Iog 2 x 

1 

0 

2 

1 

2 2 

2 

2 3 

3 

2 4 

4 

2" 1 

-1 

2“ 2 

-2 

2 -3 

-3 

2- 4 

-4 



La figura 4 muestra las graficas de la familia de funciones logaritmo con base 2,3, 
5 y 10. Estas graficas se han dibujado reflejando las graficas de y = 2 x ,y — 3 X , y = 5 X y 
y - 10* (vease la figura 4 de la seccioin 5.1) en la recta y = x. Tambien podemos graficar 
puntos como una ayuda para trazar estas graficas, como se ilustra en el ejemplo 3. 


FIGURA 4 

Familia de funciones logaritmo 



= log 2 r 


= log 3 r 
= logs* 
= logio* 


En los dos ejemplos siguientes, graficamos funciones logaritmo comenzando con las 
graficas basicas de la figura 4. 


EJEMPLO 4 ■ Reflexion de graficas de funciones logaritmo 
Trace la grafica de cada funcion. 

(a) fix) = -log 2 x (b) g(x) = log 2 i-x) 
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r 

!i :7 solucion 


(a) Erapezamos con la grafica de y - log^ de la figura 5(a) y la reflejamos en el eje 
x para obtener la def(x) = -logjX que se muestra en la figura 5(b). 

(b) Para obtener la de g(x) - log 2 (-x), reflejamos la de y = log^r en el eje y. Vease la 
figura 5(c). 






EJEMPLO 5 ■ Desplazamiento de graficas de funciones logaritmo 

Determine el dominio de cada funcion y trace la grafica. 

(a) fix) = 2 + log 5 x (b) g(x) = log l0 (x - 3) 

SOLUCION 

(a) La grafica de/se obtiene a partir de la de y = log 5 x (figura 4) desplazandola 2 
unidades hacia arriba (vease la figura 6). El dominio de/es (0, °°). 

(b) La grafica de g se obtiene a partir de la de y = log 1(> x (figura 4) desplazandola 3 
unidades hacia la derecha (vease la figura 7). La recta x - 3 es una asfntota ver¬ 
tical. El dominio de y - log a x es el intervalo (0, oo), por lo que log 10 x solo esta 
definido cuando x > 0. Por lo tanto, el dominio de g(x) = log 10 (x - 3) es 

{xlx-3>0} = {xlx>3} = (3,°o) 


FIGURA 7 



Anteriormente vimos que una funcion / y su funcion inversa / 1 satisfacen las 
ecuaciones 

f l (f(x)) = x para x en el dominio de / 
fif~ l (x))-x para x en el dominio de/^* 








CAPlTULO 5 FUNCIONE5 EXPONENCIAL Y LOGARITMICA 


Cuando estas ecuaciones se aplican a/(x) = cF y a f Yx) = log a x, se convierten en 
logoff 1 ) =x x £ IR 

a logaX = x x > 0 

A continuacion listamos estas y otras propiedades de los logaritmos analizadas en 
esta seccion. 


PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 

Propiedad 

Justificacion 


i. l°g u 1 = 0 

Debemos elevar a a la potencia 0 para obtener 1. 


2. log a a = 1 

Debemos elevar a a la potencia 1 para obtener a. 


3. log a oF = x 

Debemos elevar a a la potencia x para obtener cF. 


A. <2°M c = x 

log a x es la potencia a la cual debe elevarse a para 
obtener x. 



EJEMPLO 6 ss Apficacion de las propiedades de los logaritmos 
Ilustramos las propiedades de los logaritmos cuando la base es 5. 
logs ® Propiedad 1 log*, 5=1 Propicdad 2 

logs 5 8 = 8 Propiedad 3 5 l0 ® 512 = 12 Propicdad 4 @ 


LOGARITMOS COMUNES Y NATURALES 

Hoy dfa utilizamos una calculadora para evaluar los logaritmos con base 10 (logaritmos 
comunes) y con base e (logaritmos naturales). En la siguiente seccion veremos que po- 
demos usar una calculadora para determinar logaritmos con cualquier base. 


LOGARITMO COMUN 


El logaritmo con base 10 se conoce como logaritmo comun y se denota omi- 
tiendo la base: 

log x = log |o x 


A partir de la definicion de logaritmo determinamos que 

log 10 = 1 y log 100 = 2 

Pero ocomo se determina log 50? Necesitamos determinar el exponente y tal que 1(F = 50. 
Claramente, 1 es demasiado pequeno y 2 demasiado grande. Por esto 


1 < log 50 < 2 
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Para obtener una mejor aproximacion experimentamos para encontrar una potencia de 
10 mas cercana a 50. Afortunadamente, las calculadoras cientfficas estan equipadas con 
la tecla | log | que da directamente los valores de los logaritmos comunes. 

EJEMPLO 7 ■ Evaluation de logaritmos comunes 

Utilice una calculadora para obtener valores apropiados de fix) = log x para trazar la 
grafica. 

SOLUCION Elaboramos una tabla de valores, usando una calculadora para evaluar la 
funcion en aquellos valores de x que no son potencias de 10. Graficamos estos puntos 
y los unimos con una curva suave como en la figura 8. 


X 

log* 

0.01 

-2 

0.1 

-1 

0.5 

-0.301 

1 

0 

4 

0.602 

5 

0.699 

10 

1 

15 

1.176 



FIGURA 8 


De todas las posibles bases a para logaritmos, resulta que la election mas conve- 
niente para fines del calculo es el numero e, mismo que se definio en la section 5.2. 


La notation In es la abreviatura para 
logaritmo natural 



FIGURA 9 

Grafica de la funcion logaritmo natural 


LOGARITMO NATURAL 


El logaritmo con base e se conoce como logaritmo natural y se denota por In: 
• . In x = log,, x 


La funcion logaritmo natural y = In x es la funcion inversa de la fimcion exponen- 
cial y = e*. Ambas funciones estan graficadas en la figura 9. Por la definition de fun- 
cion inversa tenemos 


lnx-y o e* = x 


Si sustituimos a = e y escribimos “In” en vez de “log/’ en las propiedades de los lo¬ 
garitmos antes mencionadas, obtenemos las propiedades siguientes de los logaritmos 
naturales. 
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Propiedad 

Justificacion 

1. In 1 = 0 

Debemos elevar e a la potencia 0 para obtener 1. 

2. In c = 1 

Debemos elevar e a la potencia 1 para obtener e. 

3. In e* = x 

Debemos elevar e a la potencia x para obtener e x . 

II 

1 

In x es la potencia a la cual debe elevarse e para obtener x. 



-3 


FIGURA 10 

y = x In(4 - jc 2 ) 


Las calculadoras estan equipadas con la tecla Qnj que da directamente los valores 
de los logaritmos naturales. 


EJEMPLO 8 m Evaluacion de la funcion iogaritmo natural 


(a) 

5* 

- 00 

II 

OO 


Definicion de Iogaritmo natural 


(b) 

in (4 ) = ine 2 = 

-2 

Defmicion de logtiritmo natural 



V / 




(c) 

In 5= 1.609 


Use la tecla | In | de la calculadora 

■ 


EJEMPLO 9 @ Determinacion del dominio de una funcion Iogaritmo 
Determine el dominio de la funcion^) = ln(4 - x 2 ). 

SOLUCION Como en el caso de cualquier funcion Iogaritmo, In x esta definido 
cuando x > 0. Asf, el dominio de/es 

{x I 4 -x 2 > 0} = {x I x 2 < 4} = {x 11 x I < 2} 

= {x I —2 < x < 2} = (—2,2) b 

'IS EJEMPLO 10 ■ Trazo de la grafica de una funcion Iogaritmo 

Trace la grafica de la funcion y = x ln(4 - x 2 ) y utilfcela para determinar las asfntotas 
y los valores de de los maximos y mfnimos locales. 

SOLUCION Como en el ejemplo 9, el dominio de esta funcion es el intervalo (-2, 2), 
por lo que escogemos el rectangulo de visualization [-3,3] por [-3,3], La grafica se 
muestra en la figura 10, y a partir de ella vemos que las rectas x = -2 y x = 2 son 
asfntotas verticales. 

La funcion tiene un punto que es maximo local a la derecha de x = 1 y un punto 
que es mfnirno local a la izquierda de x = -1. Amplificando la grafica encontramos que 
el valor maximo local es aproximadamente 1.13 y este ocurre cuando x = 1.15. De 
manera similar (o bien observando que la fimcion es impar) encontramos que el valor 
mfnimo local es aproximadamente -1.13, y ocurre cuando x » —1.15. B 
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EJERCICIOS 


1-6 s Exprese la ecuacion dada en forma exponencial. 


1. (a) log 2 32 = 5 

2. (a) log 10 0.1 =-l 

3. (a) log 4 2= \ 

4. (a) log 3 81=4 

5. (a) In 5 = x 

6. (a) ln(x + 1) = 2 


(b) log 5 1=0 
(b) log 4 512 = 3 
(b) log 2 (i) = ^l 
(b) log 8 4 = | 

<b) lny = 5 
(b) ln(jc- 1) = 4 


7-12 o Exprese la ecuacion dada en forma de logaritmo. 


7. (a) 2 3 = 8 

8 . (a) 10 4 = 10,000 

9. (a) 4“ 3/ f = 0.125 

10 . (a) 8- 1 = | 

11 . (a) t? — 2 

12 . (a) e* + 1 =0.5 


(b) 10- 3 = 0.001 
(b) 81 i/2 = 9 
(b) 7 3 = 343 
(b) 10 m = n 
(b) e 3 = y 


(b) e' 


,0i _ 


t 


13-22 ■ Evalue la expresion dada. 
13. <a) log 5 5 4 (b) log 4 64 


14. (a) log 3 3 

15. (a) log 8 64 

16. (a) log 2 32 

17. (a) log 3 ( 27 ) 

18. (a) log 5 125 

19. (a) 2 , 0 *2 37 

20 . (a) e talr 

21. (a) log 8 0.25 

22 . (a) log 4 Vi 


(b) log 3 1 
(b) log, 49 
(b) log, 8 17 

(b) log 10 VTo 
(b) log 49 7 
(b) 3 log 3 8 
(b) 10'° 85 
(b) In e 4 
(b) log,(|) 


(O log 9 9 
(c) log 3 3 2 
(O log, 7 10 
(c) log 6 1 
(c) logj 0.2 
(c) log, V3 
(c) e lnV5 
(c) 10 log87 
(c) ln(l/e) 
(c) log 4 8 


23-28 b Use la definition de funcion logaritmo para determinar x. 


23. (a) log, x = 5 

24. (a) log 5 ;t = 4 

25. (a) logj, x = 2 

26. (a) log, 1000 = 3 

27. (a) log, 16 = 4 


(b) log, 16 = x 
(b) log 10 0.1 =x 
(b) log 5 x = 2 
(b) log, 25 = 2 
(b) log, 8 = | 


28. (a) log, 6 = 1 


(b) log, 3=} 


29-32 a Use una calculadora para evaluar la expresion, y exprese 
la respuesta a cuatro decimales. 

29. (a) log 2 (b) log 35.2 (c)log(f) 

30. (a) log 50 (b) log V2 (c) log(3V2) 

31. (a) In 5 (b) In 25.3 (c) ln(l+V3) 

32. (a) In 27 (b) In 7.39 (c) In 54.6 

33-36 a Determine la funcion de la forma y = log a x cuya grafica 
se da. 


33. 


34. 




35. 


36. 




37-42 ■ Relacione la funcion logaritmo dada con alguna de las 
graficas identificadas como I-VI de la pagina 312. 


37. f[x) = -In x 
39. fix) = 2 + In x 
41. fix) = ln(2 - x) 


38. fix) = ln(x - 2) 
40. fix) = ln(-x) 
42. fix) = -In (-x) 
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43. Trace la grafica de y = 4 X , y despues usela para trazar la 
grafica day = log 4 x. 


53. y = I In xl 54. y = In I x I 

55-60 ■ Determine el dominio de la funcion dada. 

55. fix) = log ]0 (2 + 5x) 56. fix) = log 2 (10 - 3x) 

57. g(x) = log/x 2 - 1) 58. g(x) = ln(x - x 2 ) 

59. h(x) = In x + ln(2 - x) 

60. h(x) = Vx — 2 - log 5 (10 -x) 

61-66 h Obtenga la grafica de la funcion en un rectangulo de 
visualizacion adecuado y utilfcela para determinar el dominio, las 
asfntotas y los valores maximo y mfnimo locales. 

61- y = log, 0 (l - x 2 ) 62. y = lnfx 2 - x) 

63. y = x + In x 64. y = x(ln x) 2 

65. y = 66. y = x log 10 (x + 10) 

67. Compare las tasas de crecimiento de las funciones/x) = In x 
y g(x) = Vx obteniendo su grafica en la misma pantalla 
usando el rectangulo de visualizacion [-1,30] por [-1, 6]. 

68. (a) Obteniendo la grafica de las funciones 

fix)=l + ln(l + x) y g(x) - Vx 

en un rectangulo de visualizacion apropiado, demuestre 
que incluso cuando un funcion logaritmo empieza mas 
airiba que una funcion ratz cuadrada, finalmente sera 
alcanzada por esta. 

(b) Determine, aproximadas a dos decimales, las soluciones 
de la ecuacion Vx = 1 + ln(l + x) . 

69-70 ■ Se da una familia de funciones. 

(a) Trace las graficas de la familia para c = 1, 2, 3 y 4. 

(b) ^De que manera estan relacionadas las graficas del inciso (a)? 

69. fix) = log(cx) 70. fix) = c log x 


44. Trace la grafica de y = 3 X , y despues usela para trazar la gra¬ 
fica dey = log 3 x. 


45-54 ■ Grafique la funcion, sin trazar puntos, sino partiendo de 
las graficas de las figuras 4 y 9. Diga cual es el dominio, el con- 
tradominio y las asfntotas. 


45. fix) = log 2 (x - 4) 
47. g(x) = log 5 (-x) 
49. y = 2 + log 3 x 
51. y = 1 - log I0 x 


46. fix) = -log 10 x 
48. g(x) = ln(x + 2) 
50. y = log 3 (x - 1) - 2 
52. y = 1 + ln(-x) 


71-72 ■ Se da la funcion fix). 

(a) Determine el dominio de la funcion/. 

(b) Determine la funcion inversa de/. 


71- fix) = log 2 (log 10 x) 72. fix) = ln(ln(ln x)) 

2 X 

73. (a) Determine la inversa de la funcion fix) =-. 

W 1 + 2 X 

(b) ^Cual es el dominio de la funcion inversa? 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


74. Altura de la grafica de una funcion logaritmo 

Suponga que la grafica de y = 2 X se traza en un piano 




SECCION 5.4 LEYES DE LOS LOGARITMOS 


287 


de coordenadas donde la unidad de medicion es una 
pulgada. 

(a) Demuestre que a una distancia de 2 pies a la derecha del 
origen, la altura de la grafica es de aproximadamente 265 
millas. 

(b) Si la grafica de y = logyX se traza en el mismo conjunto de 
ejes, que tan lejos hacia la derecha del origen tendremos 
que ir antes de que la altura de la curva alcance 2 pies. 

75. Googolplex Un googol es lO 100 , y un googolplex es 
10 eoogoi . Determine el log (log(googol)) asi como el 
log(log(log(googolplex))). 


76. Comparacion de logaritmos ^Cual es mas grande, log 4 17 o 
log 5 24? Explique su razonamiento, 

77. Numero de digitos en un entero Compare log 1,000 con 
el numero de digitos de 1,000. Haga lo mismo para 10,000. 
^Cuantos digitos tiene cualquier numero entre 1,000 y 
10,000? ^Entre que par de valores se encuentra el logaritmo 
comun de ese numero? Utilice sus observaciones para 
explicar por que el numero de digitos en cualquier entero 
positivo x es [[log jc]] + 1. (El simbolo [n] es la funcion 
mayor entero definida en la seccion 2.2.) 



LEYES DE LOS LOGARITMOS _ 

Puesto que los logaritmos son exponentes, las leyes de los exponentes son la base de las 
leyes de los logaritmos. Estas propiedades le dan a las fimciones logaritmo una amplia 
gama de aplicaciones, como se vera en la seccion 5.6. 


1 LEYES DE LOS LOGARITMOS 

Sea a un numero positivo, con a * 1 
cualesquiera. 

Sean A > 0, B > 0 y C, ntimeros reales 

Ley 

, Descripcidn 

1. log fl (AB) = \og a A + log a B 

El logaritmo de un producto de ntimeros 
es la suma de los logaritmos de los 
numeros. 

2 

El logaritmo de un cociente dc numeros 
es la diferencia de los logaritmos de los 
numeros. ; " 

3. log a (A c ) - C log a A 

El logaritmo de una potencia de un 
numero es el exponente multiplicado por 
el logaritmo del numero, V 


■ Demostracion Utilizamos la propiedad log a cf = x de la seccion 4.3. 

1. Supongamos que log^A - u y log^S = v 

Cuando se escriben en forma exponencial, estas ecuaciones se convierten en 
a u = A y a v -B 


I 

—i 


Por lo tanto 


log a (AB) = log fl (aV) = log >“ + 0 
= U + V = log a A + log a B 
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John Napier (1550-1617) fue an 
hacendado escoces para quien las ma- 
tenidticas eran un pasatiempo. Hoy d/a 
se le conoce principalmente como el 
inventor de los logaritmos. Publico su 
invencion en 1614 bajo el ti'tulo de A 
Description of the Marvelous Rule of 
Logarithms. En ticmpos de Napier 
los logaritmos se utilizaban exclusi- 
vamentei para simplificar calculos 
compli^ados. Por ejemplo, para mul- 
tiplicar jdos numeros grandes los es- 
cribimos conio potencias de 10. Los 
exponentes son simplcmente los loga¬ 
ritmos de los numeros. Por ejemplo, 

4532 x 57783 a I0 3 65629 x 10 476180 

= lo 8 - 41809 

= 261,872,564 

La idea es que es fdcil multiplicar 
potencias de 10 (simplemente suma- 
mos sus exponentes). Napier elabor 6 
extensas tablas dando los logaritmos 
(o exponentes) de los numeros. Desde 
el advenimiento de las calculadoras y 
las computadoras, los logaritmos ya 
no se utilizan para este fin. Sin em¬ 
bargo, las funciones logaritmo, han 
encontrado muchas aplicaciones, al- 
gunas de las cuales se describen en 
este capitulo. 

Napier escribid sobre muchos 
otros temas. Una de sus obras mas 
curiosas es un libro titulado A Plaine 
Discovery of the Whole Revelation of 
Saint John, en el cual predecfa que el 
mundo se terminarfa en el ano 1700. 


2 . Utilizando la ley 1 tenemos 

log a A = log a 

por lo que log fl | 

3. Sea log a A = u. Entonces a u = A, por lo que 

log a 04 c ) = log a (a u ) c = log a (a uC ) = uC = C log a A □ 

Como muestran los ejemplos siguientes, estas leyes se utilizan en ambas direccio- 
nes. Puesto que el dominio de cualquier funcion logaritmo es el intervalo (0, oo), su- 
ponemos que todas las cantidades cuyos logaritmos se consideran son positivas. 




= !°gj ^ j + log. B 




loga A. — log a B 


EJEMPLO 1 H Uso de las leyes de los logaritmos para expandir expresiones 
Use las leyes de logaritmos para reescribir cada expresion. 

(a) log 2 ( 6 x) (b) log V 5 

(c) logjCx 3 /) (d) 

SOLUCI6N 


00 log 2 ( 6 x) = log 2 6 + log 2 x 

(b) log V5 = log 5 m = | log 5 

(c) logjCxV) = logjx 3 + logjy 6 

= 3 log 5 x + 6 log 5 y 

(d) In! - 37 =-) = ln(ab) - In Vc 

V vc / 

= In a + In b — In c 1/3 
= lna + lnfe- 3 lnc 


Ley 1 
Ley 3 
Ley 1 
Ley 3 


Ley 2 
Ley J 

Ley 3 IS 


EJEMPLO 2 ■ Uso de las leyes de los logaritmos para evaluar expresiones 
Evalue cada expresion 

(a) log 4 2 + log 4 32 (b) log 2 80 - log 2 5 (c) log 8 

SOLUCION 

(a) log 4 2 + log 4 32 = log 4 (2 -32) Ley 1 

= log 4 64 = 3 Porque 4 3 = 64 

(b) log 2 80 - log 2 5 = log 2 ( f ) Ley 2 

= log 2 16=4 Porque 2 4 = 16 
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(c) - 3 log 8 = log 8 Ley 3 


= log(|) 


Propiedad de los exponentes negativos 


s -0.301 


Use una calculadora 


EJEMPLO 3 ■ Escribir una expresion como un solo logaritmo 
Exprese 3 log x + \ logfx + 1) como un solo logaritmo. 


SOLUCION 


3 log x + \ logfx + 1) = log x 3 + Iog(jc + 1) 1/2 

Ley 3 


= logtflx + 1) 1/2 ) 

Ley 1 

■ 

EJEMPLO 4 ■ Escribir una expresion como un solo logaritmo 

Exprese 31ns + \ lnf-4 Inf/ 2 + 1) como un solo logaritmo. 



SOLUCION 



31nj + ^ In / —4 Inf/ 2 + 1) = In s 3 + In t m - Inf/ 2 + l) 4 

Ley 3 


= lnf.«V /2 ) - Inf/ 2 + l) 4 

Ley ) 


■ '{%,) 

Ley 2 

■ 


ADVERTENCIA Aunque las leyes de los logaritmos nos dicen como calcular el lo¬ 
garitmo de un producto o cociente, no existe una regia correspondiente para el loga¬ 
ritmo de una suma o de una diferencia. Por ejemplo 


log fl (x + y)^log fl x + log fl y 

De hecho, sabemos que el lado derecho es igual a log fl (xy). 

Tampoco simplifique incorrectamente cocientes o potencias de logaritmos. Por 
ejemplo 



CAMBIO DE BASE 

Para algunos fines, resulta util cambiar de logaritmos con una base a logaritmos con 
otra. Consideremos que se nos da log a ;c y deseamos determinar \og b x. Sea 


y = log^Y 
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Escribimos lo anterior en forma exponencial y tomamos el logaritmo con base a en 
ambos lados. 

Forma exponencial 
Tome el log,, en ambos lados 
Ley 3 - 

Divida por log„ b 

Esto prueba la formula siguiente 


b y = x 

log a (b?) - log a X 
y log a b = log a x 
log^ 

log. * 


y = 


Podemos escribir la formula del cambio de 
base como \ 

1 

log „b 




Asf log b x es simplemente un multiplo 

constante de log,, x; la constante es - 

log.* 



En particular, si hacemos x = a, entonces log a a - 1 y esta formula se convierte en 


l°gfc a = 


1 

l°g fl b 


Ahora podemos evaluar un logaritmo con cualquier base utilizando la formula del 
cambio de base para expresar el logaritmo en terminos de logaritmos comunes o natura- 
les y despues utilizando una calculadora. 


EJEMPLO 5 n Uso de la formula del cambio de base para evaluar logaritmos 

Utilice la formula del cambio de base y los logaritmos comunes o naturales para eva¬ 
luar cada uno de los siguientes logaritmos, y exprese la respuesta a cinco decimales. 

(a) log g 5 (b) log 9 20 

SOLUCION 

(a) Utilizamos la formula del cambio de base con b — 8 y a = 10 para hacer la con¬ 
version a logaritmos comunes. 

l°g„ 5 = 0.77398 

g logioS 

(b) Utilizamos la formula del cambio de base con b - 9 y a = e para convertir a lo¬ 
garitmos naturales. 


log 9 20 = 


In 20 
In 9 


1.36342 
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2 



ks 


FIGURA 1 

, tax 

A.) = log,* = — 


EJEMPLO 6 s Uso de la formula de cambio de base para graficar 
una funcion logaritmo 

Use una calculadora graficadora para graficar/fx) = log 6 x. 

SOLUCION Las calculadoras no tienen una tecla para log 6 , por lo que utilizamos la 
formula del cambio de base para escribir 

**>-'"*>*-if 

Dado que las calculadoras tienen una tecla |Tn~|, introducimos esta nueva forma de la 
funcion y la graficamos. La grafica se muestra en la figura 1. b 


B ejercicios 

— 


1-24 » Use las leyes de los logaritmos para reescribir la expre- 
sion dada en una forma sin logaritmo de un producto, cociente o 
potencia. 


1. log 2 (x(x- 1)) 

3- tag 7 23 
5. log 2 (AB 2 ) 

7. log 3 (x Vy ) 

9. logj^x 2 + 1 

11. In 

(x 3 y 4 \ 

13 - !«g I —r) 

\ Z / 


/ xCx 2 + 1 ) 

i5 - io nw^ y 


17. In x 


19. logXKr 2 + y 2 


, x 2 + 4 

21 ' IOg V(x 2 + 1)(x 3 -7) 2 


22 


■■ log Vx Vy \/z 

«Tx 


4. ln(7jx) 

6. log 6 ^ / 17 
8. log 2 (xy) 10 

10 ‘ IOSl 2 (j) 

12. lnVi^ 

( a 2 > 
14 ’ l0g \^ 


16 - 1o & yjYY T 


18. In 


3x 2 


(x + 1)“ 


20. log I -3 


vr 


23. In 


z 4 Vx \ / l(f 

Yfy f + 6y +~17 ) M ' l0S \x(x 2 + l)(x 4 + 2) 


25-34 « Evalue la expresion dada. 

25. log 5 Vl25 26. log 2 112 - log 2 7 

27. log 2 + log 5 28. log Vol 

29. log 4 192 - log 4 3 30. log 12 9 + log 12 16 

31. In 6-In 15 +In 20 32. e 3to5 

33. 10 2log4 34. log 2 8 33 

35-44 ■ Reescriba la expresion dada como un solo logaritmo 

35. log 3 5 + 5 log 3 2 

36. log 12 + | log 7 - log 2 

37. log 2 A + log 2 B- 2 log 2 C 

38. log 5 (x 2 -l)-log 5 (x-l) 

39. 4 log x - | log(x 2 + 1) + 2 log(x - 1) 

40. ln(u + b) + ta(a - b) - 2 In c 

41. In5 + 2tax + 3lnY + 5) 

42. 2(log 5 x + 2 log 5 y - 3 log 3 z) 

43. | log(2x + 1) + \ [log(x - 4) - log(x 4 - x 2 - 1)] 

44. log a l> + clog a d-rlog a x 

45-52 * Use la formula del cambio de base y una calculadora 
para evaluar el logaritmo, y exprese el valor a seis decimales. 
Utilice logaritmos naturales o comunes. 


45. log 2 7 
48. i 0g6 92 


46. log 5 2 47. log 3 11 

49. log 7 338 50. log 6 532 
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log, 322 


52. log 12 2.5 


. Utilice la formula del cambio de base para demostrar que 

In x 

Despues utilice este hecho para trazar la grafica de la funcion 
fix) = log 3 x. 

. Obtenga la grafica de la familia de funciones y = log 0 x para 
a = 2, e, 5 y 10 en la misma pantalla, utilizando el rectangulo 
de visualization [0,5] por [-3,3]. ^C 6 mo se relacionan estas 
graficas? 

Utilice la formula del cambio de base para demostrar que 

1 

loge = -- 

In 10 

Simplifique: (log 2 5)(log 5 7) 

Demuestre que — ln(x — Vx 2 — 1 ) = ln(x + Vx 2 - 1 ) 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


58. iEs la ecuacion una identidad? Analice cada una de las 
ecuaciones y determine si es verdadera para todos los valores 
posibles de las variables. (Ignore valores de las variables para 
los cuales cualquier termino queda indefinido.) 

W Ji) = 

W logy 

(b) log 2 (x - y) = logjX - logjy 


(c) log 5 1 ^ 1 = log 5 2 logs* 


(d) log 2 Z = z log 2 

(e) (log P) (log Q) = log P + log Q 
log a 

(f) -—-= log a — \ogb 
log b 

(g) (log 2 l) x = x log 2 7 

(h) log a <f = a 

(i) log(x ~ y) ~ 

logy 


(j) — lnl — I = ln^4 


59. Encuentre el error ^Que estd mal en el desarrollo siguiente? 

log 0.1 < 2 log 0.1 
= log( 0 . 1) 2 
= log 0.01 
log 0.1 < log 0.01 
0.1 < 0.01 

60. Desplazamiento, compresion y extension de las graficas de 
funciones Suponga que/(x) = x 2 . Demuestre quefi2x) = 4 fix) 
y explique como muestra esto que la compresion horizontal 
de la grafica de /tiene el mismo efecto que si se le alarga 
verticalmente. Despues utilice las identidades e 2+x = e 2 e* y 
ln( 2 x) = In 2 + In x para demostrar que para g(x) = e*, un 
desplazamiento horizontal es lo mismo que una alargamiento 
vertical, y que para h(x) = In x, una compresion horizontal es 
lo mismo que un desplazamiento vertical. 



ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS _ 

En esta seccion resolvemos ecuaciones que involucran funciones exponencial o de lo- 
garitmo. Las tecnicas que desarrollaremos se utilizaran en la seccion siguiente para la 
resolucion de problemas de aplicaciones. 



ECUACIONES EXPONENCIALES 

En una ecuacion exponencial la variable se presenta en el exponente. Por ejemplo, 

2* = 7 

La variable x presenta una dificultad porque esta en el exponente. Para encarar este 
problema tomamos el logaritmo de ambos lados y despues usamos las leyes de los lo- 
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garitmos para “bajar a x" del exponente. 


II 

(N 

In 2 X = In 7 

Tome In en ambos lados 

jc In 2 = In 7 

Ley 3 ("baje” el exponente) 

In 7 

* In 2 

Despeje x 

» 2.807 

Use una calculadora 


Recuerde que la ley 3 de las leyes de los logaritmos dice que log a A c = C log a A. 

El metodo que utilizamos para resolver 2 X = 7 es tipico de los metodos que usamos 
para resolver todas las ecuaciones exponenciales, y se puede resumir en los tres pasos 
siguientes. 


SUGERENCIAS PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES EXPONENCIALES 

1 . Aisle la expresion exponencial de un lado de la ecuacion. 

2 . Tome el logarilmo de ambos lados, y despues utilice las leyes dc los logarit¬ 
mos para “bajar el exponente”. 

3. Despeje la variable. 


EJEMPLO 1 » Resolucion de una ecuacion exponencial 

Determine la solucion de la ecuacion 3 X+2 = 7, y exprese la respuesta a seis 
decimales. 


SQLUCION Tomamos el logaritmo comun de ambos lados y utilizamos la ley 3. 



3 X + Z = 7 

log(3 x + 2 ) = log 7 

Tome el logaritmo de ambos lados 


(x + 2)log 3 = log 7 

Ley 3 (“baje” el exponente) 


, + 2 =;°^ 
log 3 

Divida por log3 

Podriamos utilizar logaritmos naturales en 
lugar de logaritmos comunes. De hecho. 


Reste 2 

utilizando los mismos pasos obtenemos 

log 3 

In 7 

x =- 2 ~ — 0.228756 

= -0.228756 

Use una calculadora 


In 3 


COMPRUEBE SU RESPUESTA ■ Sustituyendo x = -0.228756 en la ecuacion original 
y utilizando una calculadora obtenemos 

^(-0228756) + 2 _ y y 
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EJEMPLO 2 B Resolution de una ecuacion exponential 
Resuelva la ecuacion 8 ^ = 20 

SOLUCION Primero dividimos entre 8 con la finalidad de aislar el termino expo 
nencial de una lado de la ecuacion. 


8c 2 * = 20 


COMPRUEBE SU RESPUESTA 

Sustituyendo x = 0.458 en la ecuacion 
original y utilizando una calculadora 
obtenemos 8<? 2(0 458) = 20. / 


— 20 
e ~ 8 

In e 21 = In 2.5 

2x = In 2.5 

In 2.5 

x - - 

2 

» 0.458 


Divida entre 8 
Tome In de ambos Iados 
Propiedad de In 
Divida entre 2 
Use una calculadora 


Un metodo altemo es la resolution grafica 
(vease la section 1.9). Para la ecuacion 
del ejemplo 3, obtenemos las graficas de 
y = e - Zt y y = 4 en el mismo rectangulo 
de visualization. 


EJEMPLO 3 ■ Resolution de una ecuacion exponential 

Resuelva la ecuacion e 3 ~ 2x = 4 . 

SOLUCION Puesto que la base del termino exponencial es e, para resolver esta 
ecuacion utilizaremos logaritmos naturales. 



Amplificando en el punto de intersection 
de las dos graficas, vemos que la solution 
esx = 0.807. 


4.1 


- 


II 

0.7 

y = 

1 1 

r 

3.9 




ln(e In 4 Tome In de ambos lados 

^ ~ = 4 Propiedad de In 

2x = 3-ln4 
x = \ (3 — In 4) a 0.807 

Verifique que esta respuesta satisface la ecuacion original. 

EJEMPLO 4 ■ Resolution de una ecuacion exponential 

Resuelva la ecuacion e 2 * - e* - 6 = 0 . 

SOLUCION Para aislar el termino exponencial, factorizamos 
e 2x -e*-6 = 0 

^ — 6 — 0 Ley de ] os exponentes 

^ ~ + 2) = 0 Factorice (expresion cuadratica en e') 

^-3 = 0 o tA+ 2 = 0 
e* = 3 e* =-2 


Propiedad del producto cero 


La ecuacion e* = 3 nos lleva a * = In 3. Pero la ecuacion = -2 no tiene solution 
porque ^>0para todax. Por lo tanto,x = In3 » 1.0986 es la unica solucion. Com- 
pruebe que esta respuesta satisface la ecuacion original. i 
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COMPRUEBE SUS RESPUESTAS 

x = 0 

3(0) 3 e° + 0 3 e° = 0 

jc = -3: 

3(-3)V 3 + (—3) 3 e~ 3 

=21 e- 3 - 27e~ 3 = 0 


EJEMPLO 5 M Resolucion de una ecuacion exponenciai 
Resuelva la ecuacion 3x l e x + xV = 0. 

SOLUCION Primero factorizamos el lado izquierdo de la ecuacion. 

+ x"e* — 0 

(3jt 2 + x } )e x = 0 Factorice y cancels e* 

x l (3 + x)e* - 0 Factorice y cancele .r 2 

y x 2 -0 O 3 + X = 0 O e 1 = 0 Propiedad del producto cero 

x = 0 x = -3 

y La ecuacion e* - 0 no tiene solucion porque e* > 0 para toda x. Por lo tanto, x = ()y 
— x = -3 son las unicas soluciones. ® 


ECUACIONES LOGARITMICAS 


Una ecuacion logaritmica es aquella en la cual esta presente la variable logaritmo. Por 
ejemplo. 


log 2 (x + 2) = 5 

Para despejar x escribimos la ecuacion en forma exponenciai. 

X + 2 = 2 5 Forma exponenciai 

X = 32 — 2 = 30 Despejex. 

Otra forma de describir el primer paso es elevar la base, 2, tomando como exponente 
cada lado de la ecuacion. 


2 lo S 2 (* + ^ = 2 5 Eleve 2 tomando como exponente cada lado 

X + 2 = 2 5 Propiedad de los logaritmos 

X = 32 — 2 = 30 Despeje ,v 

Los procedimientos usados para resolver este problema simple son tfpicos. Resumimos 
los pasos como sigue. 


SUGERENCIAS PARA RESOLVER ECUACIONES LOGARITMICAS 

1 . Aisle el termino logaritmico en un lado de la ecuacion; quiza sea riecesafio 
primero combinar los terminos logaritmicos. 

2 . Escriba la ecuacion en forma exponenciai (o eleve la base tomando como 
exponente cada lado de la ecuacion). 

3. Despeje la variable. 
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Fechamiento por radiocarbono es 
un metodo que usan los arqueblogos 
para calcular la edad de objetos anti- 
guos. El bioxido de carbono en la at- 
mdsfera contiene una fraccidn fija de 
carbono radiactivo, carbono-14 ( 14 C), 
con una vida media de aproximada- 
mehte 5,730 anos. Las plantas absorben 
bioxido de carbono de la atmosfera, 
mismo que despues sigue su camino 
hacia los aniinales a traves de la cade- 
na alimcnticia. Por lo tanto, todas las 
criaturas vivientes contienen la niisma 
proportion fija de l4 C a 12 C no radiac- 
tivo que contiene la atmdsfera. 

Cuando un organismo muere, deja 
de asimilar ,4 C y la cantidad de este en 
el organismo empieza a reducirse 
e. Entonces podemos 
o des- 



Por cjcmplo, si un hueso de .asno 
contiene 73% de ,4 C comparado con 
un asno vivo y aqucl murid hacc t anos, 
entonces segun la fdrmula de la dcsiii- 
tcgracion radiactiva (scccidn 4.6). 

0.73 = ( 1 J00)e *” 2)0730 

Resol vemos esta ecuacion exponen- 
cial para obtener t ~ 2,600, por lo que 
el hueso dene una antiguedad de apro- 
ximadamente 2,600 anos. 


EJEMPLO 6 s Resolucion de ecuaciones logari'tmicas 
Resuelva cada una de las ecuaciones siguientes para x. 

(a) In x = 8 (b) log 2 (25 - x) = 3 

SOLUCION 

(a) In x = 8 

g 

X = e Forma cxponencial 

Por lo tanto, x = e s = 2981. 

Otra manera de resolver este problema es como sigue. 

In x = 8 

e la x = C 8 ' Eleve e tomando como exponente cada lado 

g 

X = e Propiedad de In 

(b) El primer paso es reescribir la ecuacion en forma exponential. 

log 2 (25 - x) = 3 

25 — X = 2 3 Forma exponencial (o eleve 2 tomando como exponente cada lado) 

25 - x = 8 

x = 25-8 = 17 

COMPRUEBE SU RESPUESTA > Si x = 17, obtenemos 

log 2 (25 - 17) = log 2 8 = 3 / 

- —,--- : ----- @ 


EJEMPLO 7 ■ Resolucion de ecuaciones logaritmicas 
Resuelva la ecuacion 4 + 3 log(2x) = 16. 

SOLUCION Primero aislamos el termino logaritmico. Esto nos pennitira escribir la 
ecuacion en forma exponencial. 


COMPRUEBE SU RESPUESTA 
Si x = 5,000, obtenemos 
4 + 3 log 2(5,000) = 4 + 3 log 10,000 
= 4 + 3(4) 

= 16 / 


4 + 3 log(2x) = 16 

3 log(2x) = 12 Reste 4 
log(2x) = 4 Divida entre 3 


2 x= 10 4 


x = 5,000 


Forma exponencial (o bien eleve 10 tomando 
como exponente cada lado) 

Divida entre 2 ® 
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EJEMPLO S a Resolution de ecuaciones iogan'tmicas 
Resuelva la ecuacion log(x + 2) + log(x - 1) = 1. 

SOLUCION Primero combinamos los terminos logaritmicos usando las leyes de los 
logaritmos. 


log[(x + 2)(x - 1) = 1 
(x + 2)(x - 1) = 10 

x 2 + x — 2 = 10 
x 2 + x - 12 = 0 
(x + 4)(x - 3) = 0 


Ley 1 

Forma exponential (o eleve 10 tomando 
como exponente cada lado) 

Expanda el lado izquierdo 

Reste 10 

Factories 


Verificamos estas soluciones posibles en la ecuacion original y determinamos que 
x - -4 no es una solucion (porque los logaritmos de los numeros negativos no estan 
definidos), sin embargo x = 3 es una solucion. (Vease Compruebe sus respuestas.) 


COMPRUEBE SUS RESPUESTAS 

x = ~4: 

log(-4 + 2) + Iog(-4 - 1) = Iog(-2) + log(-5) no definido X 

x = 3: 

log(3 + 2) + log(3 - 1) = log 5 + log 2 = log(5 • 2) = log 10 = 1 X 

- a 


i 


i 

i 


5.5| EJERCICIOS 


1-24 a Determine la solucion de la ecuacion exponencial, y ex- 

23. 100(1.04) 2 ' = 300 

24. (1.00625) 121 = 2 

presela a cuatro decimales. 






25-32 • Resuelva la ecuacion dada. 

Lh 

h 

II 

2 . 10 x = 2 

.. 




25. x 2 2 x -2 x = 0 

26. x 2 10 *-xl 0 I = 2 ( 10 I ) 

3. 2 l "■* = 3 

4. 3 2x -' = 5 





27. 4x 3 e~ 3x - 3x 4 e~ 3x = 0 

28. xV + xe 1 -e 1 = 0 

5. 3e* = 10 

6 . 2e l2x = 17 





29. e 2x -3e x + 2 = 0 

30. e 2x -e x -6 = 0 

7. e l ~ 4x = 2 

8 . 4(1 + 10 5jI ) = 9 





31. e 4x + 4 * 211 - 21 = 0 

32. e*- 12e-'- 1=0 

9. 4 + 3 5 * = 8 

10. 2 3x = 34 



11. 8 ° 4 * = 5 

12. 3 x/14 = 0.1 

33-48 ■ Resuelva la ecuacion logarftmica para x. 

13. 5 -^'°° = 2 

14. e 3 ~ Sx = 16 

33. In x = 10 

34. ln(2 + x) = 1 

15. e 2 ** 1 = 200 

II 

-0 

Ul 

35. log x = —2 

36. log(x - 4) = 3 

17. 5* = 4 X+1 

18. 10 1_x = 6 * 

37. log(3x + 5) = 2 

38. log 3 (2 - x) = 3 

19. 2 3x+i = 3 X ~ 2 

20. 7 xa = 5 l ~ x 

39. 2 - in(3 - x) = 0 

40. logjCx 2 - x - 2) = 2 

50 

10 

41. log 2 3 + log 2 x = log 2 5 + log 2 (x - 2) 

21. -- = 4 

22 . =2 



1 + 

1 + e 

42. 2 log x = log 2 + log(3x — 

4) 
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43. log x + log(x - 1) = Iog(4x) 

44. log, .t + log, (x + 1) = log 5 20 

45. log, (x + 1) - log, (x - 1) = 2 

46. log x + log(x - 3) = 1 

47. log 9 (x - 5) + log 9 (x + 3) = 1 

48. ln(x - 1) + ln(x + 2) = 1 

49. ^Para que valor de x es verdadera la expresion siguiente? 

log(x + 3) = log x + log 3 

50. ^ Para que valor de x es verdadero que (log x) 3 = 3 log x? 

51. Resuelva para x: 2 2/log s I = i . 

52. Resuelva parax: log 2 (log 3 x) = 4. 

53. Una muestra de 15 gramos de yodo radiactivo se desintegra 
de fonpa tal que la masa que queda despues de t dfas esta 
dada por m(t ) = 15c -0 087 f, donde m{t) se mide en gramos. 

^ Despues de cuantos dias solo quedaran 5 gramos? 

54. La velocidad de un paracaidista deportivo t segundos despues 
de saltar esta dada por v(r) = &Q(e~ 02 ' - 1). i Despues de cuan¬ 
tos segundos la velocidad es de 70 pies/s? 

55. La figura muestra un circuito electrico formado por una 
baterfa que produce un voltaje de 60 volts, un resistor con 
una resistencia de 13 ohms y un inductor con una inductancia 
de 5 henrys. Utilizando el calculo se puede demostrar que la 
corriente / = /(f) (en amperes. A) t segundos despues de que 
se haya cerrado el interruptor es / = ® (l — e -13 ^ 5 ) . 

(a) Use esta ecuacion para expresar el tiempo f como una 
funcion de la corriente /. 

(b) ^ Despues de cuantos segundos llega la corriente a 2 
amperes? 


13 O 



56. Una curva de aprendizaje es la grafica de una funcion P(t) 
que mide el desempeno de alguien aprendiendo una tecnica 
como funcion del tiempo de capacitacion f. A1 principio, la 
razon de aprendizaje es rapida. Despues, conforme aumenta el 
desempeno y se acerca a un valor maximo M, la razon se 



reduce. Se ha determinado que la funcion P(t) = M - Ce^' 
donde ky C son constantes positivas y C < M, es un modelo 
razonable para el aprendizaje. 

(a) Exprese el tiempo de aprendizaje como una funcion del 
nivel de desempeno P. 

(b) Para un competidor en salto de garrocha, la curva de 
aprendizaje esta dada por P(t) = 20 - 14e~ 0 024 ', donde 
P(t) es la altura a la que puede saltar despues de t meses. 
^En cuantos meses de entrenamiento podra saltar 12 
pies? 

(c) Trace la grafica de la curva de aprendizaje del inciso (b). 



57-64 o Utilice una calculadora graficadora para determinar las 
soluciones de la ecuacion, correctas a dos decimales. 

57. In x = 3 - x 58. log x = x 2 - 2 

59. x 3 -x= log(x + 1) 60. x = ln(4 -x 2 ) 

61. e* = -x 62. 2"* = x-l 

63. 4~* = Vx s 64. e x2 -2 = x 3 -x 

65. Resuelva la desigualdad log(x - 2) + log(9 - x) < 1. 

66. Resuelva la desigualdad 3 log 2 x sS 4. 

67. Resuelva la desigualdad 2 < 10* < 5. 

68. Resuelva la desigualdad x 2 e t - 2e? < 0 

69. Resuelva la ecuacion (x - l) log<x-13 = 100(x - 1). 

70. Resuelva la ecuacion log 2 x + log 4 x + log 8 x =11. 

71. Resuelva la ecuacion 4 X - 2 X+1 = 3 

[i Sugerencia: primero escriba la ecuacion como una ecuacion 
cuadratica en 2 X .] 
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DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


72. Estimacion de una solucion Sin realmente resolver la ecua¬ 
cion, obtenga dos numeros enteros entre los cuales se debe 
encontrar la solucion de 9* = 20. Haga lo mismo para 9* = 100. 
Explique la forma en que llego a sus conclusiones. 


73. Una ecuacion sorprendente Aplique logaritmos para 

demostrar que ia ecuacion x m ° gx = 5 no tiene solucion. i,Para 
que valores de k la ecuacion jc 1/1o * x = k tiene una solucion? 
^Que indica esto respecto a la grafica de la funcion 
fix) = x ulogx l Confirme su respuesta utilizando una calcu- 
ladora graficadora. 


5.6 


APLICACIONES DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES 
Y DE LOGARITMO 

Los logaritmos fueron inventados por John Napier con el fin de eliminar los calculos 
tediosos involucrados en la multiplicacidn, division, potenciacion y extraction de rafces 
de numeros grandes que se presentan en astronomfa y en otras ciencias. Con el adven- 
imiento de las computadoras y las calculadoras, los logaritmos ya no tienen importan- 
cia para este tipo de calculos. Sin embargo, los logaritmos se presentan en problemas 
de crecimiento y decrecimiento exponencial puesto que son las inversas de las fun- 
ciones exponenciales. Debido a las leyes de los logaritmos, tambien resultan ser utiles 
en la medicion de la intensidad de un sonido, la intensidad de los terremotos y muchos 
otros fenomenos. En esta seccion estudiaremos algunas de estas aplicaciones. 


INTERES COMPUESTO 

Recuerde las formulas del interes que vimos en la seccion 5.2. 




anos, entonces el monto A de la inversion esta dado por 

A=P(l+r) 

Interes simple (durante un ano). 

/ r\ nt 

Interes compuesto n veces por ano. 

A= T + »j 

: / A = Pe n 

Interes continuamente compuesto 


Podemos utilizar los logaritmos para determinar el tiempo que necesita el capital para 
aumentar a un cierto monto. 

EJEMPLO 1 ■ Determinacion del tiempo para que se duplique una inversion 

Se invierte una suma de $5,000 a una tasa de interes de 9% anual. Determine el tiempo 
necesario para que este dinero se duplique si el interes se calcula de acuerdo con el 
metodo siguiente. 

(a) Compuesto semestral 


(b) Compuesto continuo 
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SOLUCION 

(a) Utilizamos la formula del interes compuesto con P - $5,000, A = $10,000, 
r = 0.09, n = 2 y resolvemos la ecuacion exponencial resultante en funcion de t. 

( 0.09\ 2 ' 

5,0001 1 4—— I =10,000 


(1.045) 2 ' = 2 
log 1.045 2 ' = log 2 
2 1 log 1.045 = log 2 

. log 2 
2 log 1.045 
= 7.9 


Dividaentre 5,000 

Tome el logaritmo de ambos [ados 

Ley 3 

Divida entre 2 log 1.045 
Utilice una calculadora 


El dinero se duplicara en 7.9 anos 

(b) Utilizamos la formula del interes continuamente compuesto con P = $5,000, 
A = $10,000, r = 0.09 y resolvemos la ecuacion exponencial resultante. 


5,000e OO9 '= 10,000 
e om = 2 
In e o m ‘ = In 2 
0.09r = In 2 

_ hi 

0.09 
f = 7.702 

El dinero se duplicara en 7.7 anos 


Divida entre 5,000 
Tome In de ambos lados 
Propiedad de In 

Divida entre 0.09 
Utilice una calculadora 

H 


Si una inversion gana interes compuesto, entonces el rendimiento porcentual anual 
(APY, por sus siglas en ingles) es la tasa de interes simple que rinde el mismo monto al 
final de un ano. 


EJEMPLO 2 ■ Calculo del rendimiento porcentual anual 

Determine el rendimiento porcentual anual para una inversion que gana interes a una 
tasa de 6% anual, compuesto diariamente. 


SOLUCION Despues de un ano el capital P crecera hasta el monto 


A 



+ 


0.06 V 65 

365 ) 


= P(1.06183) 


La formula del interes simple es 

A = P( 1 + r) 

Haciendo la comparacion, vemos que el rendimiento porcentual anual es de 6.183%. 
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_| CRECIMIENTO EXPONENCIAL 

En la seccion 5.2 estudiamos la formula del crecimiento exponencial que describe el 
crecimiento de una poblacion de animales o de bacterias. 


Si n 0 es el tamafio inicial de la poblacion, entonces la poblacion n(t) en el 
tiempo t esta dada por 

n(t) = n 0 e n 

donde r es la tasa de crecimiento relativo expresada como una fraction de la 
poblacion, 


Ahora que ya conocemos los logaritmos, podemos responder a preguntas relacio- 
nadas con el tiempo en el cual una poblacion alcanza un determinado tamano. 

EJEMPLO 3 ® Proyecciones de la poblacion mundiai 

La poblacion del mundo en 1995 era de 5,700 millones, y la tasa de crecimiento rela- 
tiva estimada es de 2% al anual. Si la poblacion sigue creciendo a esta tasa, ^cuando 
alcanzara 57,000 millones de personas? 


s6lo hay smo de pie 

. : 



observada es dc 2% anual. Utilizando 
cl modelo exponencial para el creci¬ 
miento de la poblacion, y suponiendo 
que cada persona ocupa un promedio 
de 4 pies cuadrados de superficie te- 
rrestre, obtenemos que para el afio 
2559 jsdlo habrfi sitio de pie! (El total 
de la superficie de la tierra es de apro- 
ximadamente 1.8 x 10 15 pies 2 .) 


SOLUCION Utilizamos la formula para el crecimiento de la poblacion con n 0 - 5,700 
millones, r = 0.02 y n(t) = 57,000 millones. Esto nos lleva a una ecuacion exponen¬ 
cial, de la que despejamos t. 


5.7e 002t = 57 

o 

II 

o 

Divida entre 5.7 

In e 0 02 ' = In 10 

Tome In de ambos Jados 

0 .02t = In 10 

Propiedad de In 

In 10 


t = ——— 

Divida entre 0.02 

0.02 

t= 115.129 

Utilice una calculadora 


Por lo tanto, la poblacion alcanzara 57,000 millones en aproximadamente 115 anos, 
esto es, el afio 1995 + 115 = 2110. a 

EJEMPLO 4 a Bacterias en un cultivo 

Un cultivo se inicia con 10,000 bacterias, y su numero se duplica cada 40 minutos. 

(a) Obtenga una formula para el numero de bacterias en el tiempo t. 

(b) Determine el numero de bacterias despues de una hora. 

(c) ^Despues de cuantos minutos habran 50,000 bacterias? 

(d) Trace la grafica del numero de bacterias en el tiempo t. 








Numero de bacterias 
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SOLUCION 

(a) Para determinar la formula del crecimiento de la poblacion, necesitamos obtener 
la tasa r. Para ello utilizamos la formula con « 0 = 10,000, t - 40 y n(t) = 20,000, 
y despues despejamos r. 


10,000 • = 20,000 

e 40 ' - 2 

Divida entre i 0,000 

In e 40 ' = In 2 

Aplique In de cada lado 

40r = In 2 

Propiedad de In 

In 2 

r 40 

Divida entre 40 

r = 0.01733 

Utilice una calculadora 



Ahora que ya sabemos que r ~ 0.01733, podemos escribir la formula del cre¬ 
cimiento de la poblacion: 

n(t) = 10,000 • e 00 ' 733 ' 

(b) Utilizando la formula obtenida en el inciso (a) con t = 60 minutos (1 hora), 
obtenemos 

n(60) = 10,000 ■ e 00l733(60) ~ 28,287 

Por lo tanto, el numero de bacterias despues de una hora es de aproximadamente 
28,000. 

(c) Utilizamos la formula obtenida en el inciso (a) con n(t) = 50,000 y resolvemos la 
ecuacion exponencial resultante para t. 


10,000 ■ e 001733 ' = 50,000 


^0.01733 1 _ ^ 

Divida entre 10,000 

In e 0 01733 ' = In 5 

Aplique In de ambos lados 

0.017331 = In 5 

Propiedad de In 

In 5 


t =- 

Divida entre 0,01733 

0.01733 


t ~ 92.9 

Utilice una calculadora 

El conteo de bacterias alcanzara 50,000 en 

aproximadamente 93 minutos 


(d) En la figura 1 se muestra la grafica de la funcion n(t) = 10,000 • e 001733t . s 



DESINTEGRACI6N radiactiva 


Las sustancias radiactivas se desintegran emitiendo radiaciones de manera esponta- 
nea. La taza de desintegracion es directamente proporcional a la masa de la sustancia, 
y esto es analogo al crecimiento de la poblacion, excepto en que la masa del material 
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DESECHOS RADIACTIVOS 


Siempre que ocurre una reaction nu¬ 
clear se producen daninos isotopos ra- 
diactivos, sea esto debido a la prueba 
de una bomba atomica; a un accidente 
nuclear como el de Chernobyl, Ucrania 
en 1986; o la production de electrici- 
dad en una planta generadora nuclear. 

Un material radiactivo producido 
en las bombas atomicas, es el estron- 
cio90 < w Sr), con una vida media de 28 
anos. Este se deposita cotno calcio en 
los tejidos de los huesos humanos 
donde puede causar lcuccmia y otros 
lipos dc cancer. Sin embargo, en las 
decadas desde que se detuvieron 
las pruebas atmosfericas de las armas 
' nucleares, los niveles de “Sr en el en- 
tomo Se han reducido a un nivel que 
ya no rcpresonla una amenaza para la 


;L‘>. ;S 1 : • , . ./, 

Las plantas generadoras nucleares 
producen plutbnio-239 radiactivo 


bene una vida media de 
24,360 anos. En vista de su larga vida 
media, el 230 Pu pudiera resultar una 
amenaza al entomo durante miles de 
anos. For lo que debe tenerse gran 

‘ 1! J . 1 1. I .. .1 .1.. ' 


mentc. La dificultad de mantencr la 
seguridad de los deshechos radiacti- 
vos eliminados es una de las razones 
por las euales las plantas generadoras 
nucleares siguen siendo ob jeto de con 
' troversia. ' 


radiactivo disminuye. Se puede demostrar que la formula para la masa m(t) que queda 
en el tiempo t, esta dada por 

m(t) - m 0 e^ r ‘ 

donde r es la tasa de desintegracion expresada como una proporcion de la masa y m Q es 
la masa inicial. Los ffsicos expresan la tasa de desintegracion en terminos de la vida 
media, el tiempo necesario para que se desintegre la mitad de la masa. Obtener la tasa 
r de lo anterior como sigue. Si h es la vida media, entonces la masa de 1 unidad se con- 
vertira en \ unidad cuando t-h. Sustituyendo lo anterior en la formula, tenemos 



Tome In de ambos lados 
Resuelva para r 


In 2 

r = —— ln2' = -ln2 segun la ley 3 

h 


Esta ultima ecuacion nos permite determinar la tasa r partiendo de la vida media h. 



EJEMPLO 5 ■ Desintegracion radiactiva 

El polonio-210 ( 210 Po) tiene una vida media de 140 dtas. Suponga que una muestra de 
esta sustancia tiene una masa de 300 mg. 

(a) Determine una formula para la cantidad de la muestra que queda al tiempo t. 

(b) Determine la masa que queda despues de 1 ano. 

(c) cCuanto tardara para que la muestra se desintegre hasta tener una masa de 200 mg? 

(d) Trace la grafica de la masa de la muestra como una funcion del tiempo. 

SOLUCION 

(a) Utilizando la formula de la desintegracion radiactiva con m 0 = 300 y 
r = (In 2/140) ~ 0.00495, tenemos 

m{t) = 300e _OO0495( 

(b) Utilizamos la formula obtenida en el inciso (a) con t - 365 (1 ano) 

m(365) = 300<r 0 00495(365) « 49.256 

, Asf, quedaran aproximadamente 49 mg de 210 Po despues de 1 ano. 



Cantidad de 210 Po(mg) 
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(c) Utilizamos la formula que obtuvimos en el inciso (a) con m(t) = 200 y resolve- 
mos la ecuacion exponencial resultante para t. 

300e" 000495 ' = 200 


m(t) = 300<r 0 00495 ' 


0.00495 _ 2 
e - 3 

In g -0 00495 ' = In ( § ) 

-0.00495t = ln( §) 

, Ml) 

0.00495 
t = 81.9 


Divida entre 300 


Tome In de ambos lados 


Propiedad de In 


Divida entre -0.00495 


Utilice una calculadora 


50 150 

Tiempo (dfas) 


FIGURA 2 


El tiempo necesario para que se desintegre la muestra es de aproximadamente 
82dias. 

(d) En la figura 2 se muestra la grafica de la funcion m(t) = 300e 000495 '. 


LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON 

La ley de enfriamiento de Newton dice que la tasa de enfriamiento de un objeto es pro- 
porcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y su entomo, siempre que dicha 
diferencia de temperatura no sea demasiado grande. Utilizando el calculo, de esta ley 
se deduce la siguiente formula. 


Si D 0 es la diferencia de temperatura inicial entre un objeto y su entorno, y si su 
entomo tiene una temperatura T s , entonces la temperatura del objeto al tiempo t 
estd dada por 


T(t) = T s + D 0 e^ 


donde k es una constante positiva que depende del tipo de objeto. 


EJEMPLO 6 o Ley de enfriamiento de Newton 

Una taza de cafe tiene una temperatura de 200°F y se coloca en una habitacion que 
tiene una temperatura de 70°F. Despues de 10 minutos, la temperatura del cafe es de 
150°F. 

(a) Determine una formula para la temperatura del cafe en el tiempo t. 

(b) Determine la temperatura del cafe despues de 15 minutos. 

(c) i,En cuanto tiempo se habra enfriado el cafe hasta 100°F? 

(d) Ilustre trazando la grafica de la funcion de la temperatura. 


SOLUCiON 

(a) La temperatura de la habitacion es T s = 70°F, y la diferencia inicial de tem¬ 
peratura es 

D 0 = 200 - 70 = 130°F 
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La vida media de los elementos ra- 
diactivos varian desde muy largos a 
muy breves. A continuation danios al- 
gunos cjemplos. 


Elementos 

1orio232 

Uranio235 


Vida media 

.14,500 millones de alios 

■- -Ar-. dr\rsr -a 


Tono230 

80#00'anos 

f Plutonio239 

24360 anos 

Carhonol4 

5,730 anos 

Radio226 

1,600 anos . 

Cesiol37 

.fc,stroncio90 

Polonio210 

. 30 anos ,, 

28 anos 

140 <lias 

■ Torio234 

25 dias 

Yodol35 

8 dias 

Rad<5n222 

3.8 dias 

Plomo2ll 

Knpt6n91 

s ssissSsiiSSIg 

. .'t 

3.6 minutos 
-10 segundps 




T =10 + 130<r 0 04855 ' 


0 10 20 30 40 t 

Tiempo (minutos) 

FIGURA 3 

Temperatura del cafe despues de t minutos. 


Asi, segun la ley de enfriamiento de Newton, la temperatura despues de t 
minutos es 

T(t) = 10 + 13Qe* 

Necesitamos determinar la constante k asociada con esta taza de cafe. Para 
ello utilizamos el hecho de que cuando t = 10 la temperatura es r(10) = 150. 
Por lo tanto, tenemos 

70 + 130c -10 * = 150 

130e -IM = 80 Reste 70 

e - ,0k =£ Dividaentre 130 

—104:= In (y|) Tome In de ambos lados 

k= — ^ ln(^) Divida entre-10 

k = 0.04855 Utilice una calculadora 

Sustituyendo este valor de k en la expresion para T(t), obtenemos 

T(t) = 10+ 130c -004855 ' 

(b) Utilizamos la formula que obtuvimos en el inciso (a) con t = 15. 

T(15) = 70 + 130<T 004855(i5) « 133°F 

(c) Utilizamos la formula que obtuvimos en el inciso (a) con T(t) = 100 y resolve- 
mos la ecuacion exponencial resultante para t. 

10 + 130c" 0 04855 ' = 100 

1 SOtT 004855 ' = 30 Reste 70 


,,- 0 . 04855 / _ 3 . 

e - 13 


-0.04855f = ln(^) 

In (A) 

0.04855 
t ~ 30.2 


Reste 70 
Dividaentre 130 
Tome In de ambos lados 

Divida entre -0.04855 

Utilice una calculadora 


El cafe se habra enfriado hasta 100°F despues de aproximadamente media hora. 

(d) La grafica de la funcion de la temperatura se muestra en la figura 3. Note que la 
recta T = 10 es una asintota horizontal. Q,Por que?) ■ 


ESCALAS LOGARITMICAS 

Cuando una cantidad ffsica varfa en un rango muy grande, a menudo resulta convenien- 
te tomar su iogaritmo a fin de tener un conjunto de numeros mas manejables. Analizare- 
mos 3 de estas situaciones: la escala del pH, que mide la acidez; la escala de Richter, que 
mide la intensidad de los terremotos; y la escala de decibeles, que mide la intensidad de 
los sonidos. Otras cantidades que se miden en escalas logaritmicas son la intensidad 
luminosa, la capacidad de information y la radiation. 
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ESCALA DEL pH Los qufmicos median la acidez de una solucion dando su concen¬ 
tration de iones de hidrogeno, hasta que Sorensen, en 1909, propuso una medida mas 
conveniente. Definio 


pH =-log|ll + ] 


donde [H + ] es la concentracion de iones de hidrogeno medida en moles por litre (M). 
Hizo lo anterior a fin de evitar numeros muy pequenos y exponentes negativos. Por 
ejemplo 

Si [H + ] = 10 -4 M, Entonces pH = -log 10 (10~ 4 ) = -(-4) = 4 

Las soluciones con un pH = 7 se definen como neutras, con un pH < 7 son acidas y 
con un pH > 7 son basicas. Note que cuando el pH se incrementa en una unidad [H + ] 
se reduce por un factor de 10. 

EJEMPLO 7 a Escala del pH y concentracion de iones de hidrogeno 

(a) La concentracion de iones de hidrogeno de una muestra de sangre humana se 
midio como [H + ] = 3.16 x 10~ 8 M. Determine el pH y clasifique la sangre como 
acida o basica. 

(b) La lluvia mas acida que jamas se haya medido ocurrio en Escocia en 1974; su pH 
era de 2.4. Determine la concentracion de iones de hidrogeno. 

SOLUCION 

(a) Una calculadora nos da 

pH = -log[H + ] = ~log(3.16 x 10 8 ) s 7.5 

En vista que esto es superior a 7, la sangre es basica. 

(b) Para detemunar la concentracion de iones de hidrogeno, es necesario que 
resolvamos para [H + ] en la ecuacion logarftmica 

l°g[H + ] = -pH 

Asl, la escribimos en forma exponencial 

[H + ] = 10 pH 

En este caso, pH = 2.4 entonces 

[H + ] = 1CT 2 - 4 » 4.0 X 10~ 3 M a 

ESCALA DE RICHTER En 1935, el geologo norteamericano Charles Richter (1900 - 
1984) definio la magnitud de un terremoto como 


M = log | 


donde I es la intensidad del terremoto (medida segun la amplitud de una lectura de 
sismografo tomada a 100 km del epicentre del terremoto) y S es la intensidad de un te- 
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rremoto “estandar” (cuya amplitud es de 1 micron = lO^cm). La magnitud de un terre- 
moto estandar es 


M = log | = log 1 = 0 

Richter estudio muchos terremotos ocurridos entre 1900 y 1950. El mas fuerte fue de 
una magnitud de 8.9 en la escala de Richter y el mas pequeno de una magnitud de 0. 
Esto corresponde a una relacion de intensidades de 800,000,000, por Io que la escala de 
Richter proporciona numeros mas manejables para trabajar. Por ejemplo, un sismo 
de magnitud 6 es 10 veces mas fuerte que uno de magnitud 5. 

EJEMPLO 8 ■ Magnitud de terremotos 

El terremoto de 1906 de San Francisco tuvo una magnitud estimada de 8.3 en la 
escala de Richter. El mismo ano el terremoto mas fuerte registrado jamas ocurrio en 
la frontera entre Colombia y Ecuador y fue 4 veces mas intenso. ^Cual fue la magni¬ 
tud del sismo entre Colombia y Ecuador en la escala de Richter? 

SOLUCION Si I es la intensidad del terremoto de San Francisco, entonces de la 
definicion de magnitud tenemos 


M = log | = 8.3 

La intensidad del terremoto entre Colombia y Ecuador fue de 41, por lo que su mag¬ 
nitud fue 

41 / 

M = log — = log 4 + log — = log 4 + 8.3 « 8.9 ■ 


EJEMPLO 9 ■ Intensidad de los terremotos 

El terremoto de Loma Prieta de 1989 que sacudio a San Francisco tuvo una magnitud 
de 7.1 en la escala de Richter. ^Cuantas veces fue mas intenso el sismo de 1906 
(vease el ejemplo 8) que el de 1989? 

SOLUCION Si /[ e / 2 son las intensidades de los terremotos de 1906 y de 1989, 
entonces se nos pide que determinemos /,// 2 . Para relacionar lo anterior con la defi¬ 
nicion de magnitud, dividimos tanto el numerador como el denominador entre S. 

l°g 4 
l 2 


= 8.3 — 7.1 = 1.2 Definicion de magnitud de terremoto 


= log 


h/S 

ys 


log |-log | 


Divida numerador y denominador entre S 


Ley 2 de los logaritmos 


Por lo tanto 

L = 10 *°s(V« = 10 12 = 16 

h 

El de 1906 file aproximadamente 16 veces mas intenso que el terremoto de 1989. ■ 
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ESCALA DE DECIBELES El ofdo es sensible a una gama extremadamente amplia de 
intensidades de sonido. Tomamos como referencia la intensidad 7 0 = 10 -12 watts/m 2 a 
una frecuencia de 1,000 Hertz, lo que mide un sonido que es apenas audible (el umbral 
de la audicion). La sensation psicologica del volumen sonoro varfa segun el logaritmo de 
la intensidad (la ley Weber-Fechner) y por lo tanto el nivel de intensidad /}, medido 
en decibeles (dB), se define como 



El nivel de intensidad del sonido de referencia apenas audible es 
j6 = 10 log y = 10 log 1 = OdB 

A) 


Fuente de sonido 

P (dB) 

Despegue de jet 

140 

Martillo neumatico 

130 

Concierto de Rock 

120 

Tren subterraneo 

100 

Trafico pesado 

80 

Trafico normal 

70 

Conversation normal 

50 

Murmullo 

30 

Susurro de hojas 

10-20 

Umbral de audicion 

0 


EJEMPLO 10 ■ Intensidad sonora del despegue de un Jet 

Determine el nivel de intensidad en decibeles de un motor jet durante el despegue si 
la intensidad que se midio fue de 100 W/m 2 (Watts por metro cuadrado). 

SOLUCION De la definition del nivel de intensidad, vemos que 

I 10 2 

/3 = 10 log - = 10 log —ri 2 = 10 log 10 14 = 140 dB 
1q iu 

Asi, el nivel de intensidad es de 140 dB. « 

La tabla al margen lista los niveles de intensidad en decibles de algunos sonidos 
comunes que van desde el umbral de audicion hasta el despegue del jet del ejemplo 10. 
El umbral de dolor es de aproximadamente 120 dB. 



1. Una persona invierte $10,000 en una cuenta que paga 85% 
anual compuesto trimestralmente 

(a) Determine el monto despues de 3 anos 

(b) ^Cuanto tarda la inversion en duplicarse? 

2. Una persona invierte $6,500 en una cuenta que paga 6% de 
interes anual continuamente compuesto. 

(a) ^Cual es el monto despues de 2 anos? 

(b) ^Cuanto tardara para que la inversion alcance $8,000? 

3. Determine el tiempo necesario para que una inversion de 
$5,000 crezca a $8,000 a una tasa de interes de 9.5% anual 
compuesto trimestralmente. 

4. Nancy desea invertir $4,000 en certificados de ahorro que 
tienen una tasa de interes de 9.75% anual, compuesto semes- 


tralmente. ^Que periodo debe escoger para ahorrar un total de 
$5,000? 

5. ^Cuanto tardara una inversion de $1,000 en duplicar su valor 
si la tasa de interes es de 8.5% anual continuamente com¬ 
puesto? 

6. Se invierte una suma de $1,000 durante 4 anos, y se calcula 
un interes compuesto semestral. Si esta suma alcanzo 
$1,435.77 en el tiempo dado, £cual fue la tasa de interes? 

7. Determine el rendimiento porcentual anual para una inversion 
que gana 8% anual compuesto mensualmente. 

8 . Determine el rendimiento porcentual anual de una inversion 
51 % anual, continuamente compuesto. 
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9 . El numero de bacterias en un cultivo esta dado por la formula 
n{t) = 500<?°' 45 ' 

donde t se mide en horas. 

(a) ^.Cual es el numero inicial de bacterias? 

(b) ^Cual es la tasa de crecimiento relativo de esta poblacion 
de bacterias? Exprese su respuesta como un porcentaje. 

(c) ^Cuantas bacterias hay en el cultivo despues de 3 horas? 

(d) ^Despues de cuantas horas sera de 10,000 el numero de 
bacterias? 

10. El numero de una determinada especie de pez esta dada por la 
formula n(f) = 12e 0 012 ', donde t se mide en anos y n(t) se mide 
en millones. 

(a) i,C ual es la tasa de crecimiento relativo de la poblacion de 
peces? Exprese su respuesta como porcentaje. 

(b) ^Cual sera la poblacion de peces despues de 5 anos? 

(c) ^Dentro de cuantos anos alcanzara el numero de peces la 
ciffa de 30 millones? 

(d) Trace la grafica de la funcion n(t) de la poblacion de 
peces. 

11. La poblacion de una determinada ciudad fue de 112,000 en 
1994, y la tasa de crecimiento relativo observada es de 4% 
anual. 

(a) Determine la formula n(t) para la poblacion despues 
de t anos. 

(b) Determine la poblacion proyectada en el ano 2000 

(c) ^,En que ano alcanzara la poblacion la cifra de 200,000? 

12. La poblacion de ranas en un pequeno estanque crece expo- 
nencialmente. La poblacion actual es de 85 ranas, y la tasa de 
crecimiento relativo es de 18% anual. 

(a) Determine una formula n(t) para la poblacion despues 
de t anos. 

(b) Determine la poblacion proyectada despues de 3 anos. 

(c) Determine el numero de anos necesarios para que la 
poblacion de ranas alcance 600. 

13. La grafica muestra la poblacion de venados en un condado de 
Pennsylvania entra 1990 y 1994. Suponga que la poblacion 
crece exponencialmente. 



(a) ^Cual fue la poblacion de venados en 1990? 


(b) Determine una formula para la poblacion de venados t 
anos despues de 1990. 

(c) <rCual es la poblacion de venados proyectada en 1998? 

(d) ^En que ano la poblacion de venados alcanzara 100,000? 

14. Un cultivo contiene inicialmente 1,500 bacterias y se duplica 
cada 30 minutos. 

(a) Determine una formula n(t) para el numero de bacterias 
despues de t minutos. 

(b) Determine el numero de bacterias despues de 2 horas. 

(c) i Despues de cuantos minutos contendra el cultivo 4,000 
bacterias? 

15. Un cultivo se inicia con 8,600 bacterias. Despues de 1 hora, el 
conteo alcanza 10,000. 

(a) Determine una formula n(t) para el numero de bacterias 
despues de t horas. 

(b) Determine el numero de bacterias despues de 2 horas. 

(c) i Despues de cuantas horas se duplicara el numero de 
bacterias? 

16. El conteo en un cultivo de bacterias fue de 400 despues de 2 
horas y de 25,600 despues de 6 horas. 

(a) ^Cual es la tasa de crecimiento relativo de la poblacion de 
bacterias? Exprese su respuesta como un porcentaje. 

(b) ^Cual fue el tamano inicial del cultivo? 

(c) Determine una formula n(t ) para el numero de bacterias 
despues de t horas. 

(d) Determine el numero de bacterias despues de 45 horas. 

(e) ^Cuando llegara a 50,000 el numero de bacterias? 

17. La poblacion del mundo fue de 5,700 millones en 1995 
y la tasa de crecimiento relativo observada fue de 2% 
anual. 

(a) ^Para que ano se habra duplicado la poblacion? 

(b) ^Para que ano se habra triplicado la poblacion? 

18. La poblacion de California era de 10.586,223 en 1950 y 
de 23.668,562 en 1980. Suponga que la poblacion crece 
exponencialmente. 

(a) Determine una formula para la poblacion t anos despues 
de 1950. 

(b) Determine el tiempo necesario para que se duplique la 
poblacion. 

(c) Utilice la informacion para predecir la poblacion de 
California en el ano 2000. 

19. Una cepa infecciosa de bacterias se incrementa en numero 

a una tasa de crecimiento relativo de 200% por hora, Cuando 
un cierto numero crftico de bacterias estan presentes en la co- 
rriente sangulnea, la persona se enferma. Si una sola bacteria 
infecta a una persona, el nivel crftico se alcanza en 24 horas. 
^Cuanto tardara en alcanzarse el nivel crftico si la misma per¬ 
sona es infectada por 10 bacterias? 
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20. La vida media del radio226 es de 1,600 afios. Suponga que 

tenemos una muestra de 22 mg. 

(a) Obtenga una formula para la masa que queda despues 
de/anos. 

(b) iCuanto quedara de la muestra despues de 4,000 anos? 

(c) Despues de cuanto tiempo solamente quedaran 18 mg? 

21. La vida media del cesiol37 es 30 anos. Suponga que tenemos 

una muestra de 10 gm. 

(a) Determine una formula para la masa que queda despues 
de t anos. 

(b) ^Cuanto quedara de la muestra despues de 80 anos? 

(c) ^Despues de cuanto tiempo solo quedaran 2 gm de la 
muestra? 


donde t se mide en minutos y T en °F. 

(a) ^CuaJ es la temperatura initial de la sopa? 

(b) ^Cual es la temperatura despues de 10 minutos? 

(c) ^Despues de cuanto tiempo llegara la temperatura a los 
100°F? 

30. La ley de enfriamiento de Newton se utiliza en investigacio- 
nes de homicidios para determinar el tiempo de la muerte. 
La temperatura normal del cuerpo es de 98.6°F, e inmediata- 
mente despues de la muerte empieza a enfriarse. Se ha deter- 
minado experimentalmente que la constante en la ley de en¬ 
friamiento de Newton es aproximadamente de k = 0.1947. Si 
la temperatura del entomo es de 60°F y la del cuerpo es ahora 
de 72°F, ^hace cuanto fue la muerte? 


22. La masa m(t) que queda despues de t dfas de una muestra de 
40 gm de torio234 esta dada por 

m(t) = 40e~° m71 ‘ 

(a) ^Cuanto quedara de la muestra despues de 60 dfas? 

(b) ^ Despues de cuantos dias solo quedaran 10 gm de la 
muestra? 

(c) Determine la vida media del torio234. 

I 

23. La vida media del estroncio90 es de 25 anos. ^Cuanto tardara 
una muestra de 50 mg en reducirse por desintegracion a una 
masa de 32 mg? 

24. El radio221 tiene una vida media de 30 segundos. ^.Cuanto 
tardara para que se desintegre 95% de una muestra? 

25. Si 250 mg de un elemento radiactivo se desintegra hasta 200 
mg en 48 horas, determine la vida media del elemento. 

26. Despues de 3 dfas una muestra de radon222 se ha desinte- 
grado hasta 58% de su masa original. 

(a) iC ual es la vida media del radon222? 

(b) ^Cuanto tardara la muestra en desintegrarse hasta 20% de 
su cantidad original? 

27. Un artefacto de madera de una tumba antigua contiene 65% 
del carbonol4 que esta presente en los arboles vivos. ^Hace 
cuanto tiempo se fabrico este artefacto? (La vida media del 
carbonol4 es de 5,730 anos.) 

28. La tela de la mortaja de una momia egipcia se estima que con¬ 
tiene 59% del carbonol4 que contenfa originalmente. ^Hace 
cuanto tiempo fue enterrada la momia? (La vida media del 
carbonol4 es de 5,730 anos.) 

29. En una cena se sirve un tazon de sopa caliente. Empieza a 
enfriarse de acuerdo con la ley de enfriamiento de Newton de 
forma que su temperatura en el tiempo t esta dada por 

T(t) = 65 + 145e~°' 05 ' 


31. Un pavo asado se saca del homo cuando su temperatura ha 
alcanzado 185°F y se coloca sobre la mesa en una habitacion 
donde la temperatura es de 75°F. 

(a) Si la temperatura del pavo es de 150°F despues de media 
hora, ^cual sera su temperatura despues de 45 minutos? 

(b) ^Cuando se habra enfriado el pavo hasta 100°F? 

32. Una tetera llena de agua se hace hervir en una habitacion con 
una temperatura de 20°C. Despues de 15 minutos la tempe¬ 
ratura del agua se ha reducido de 100°C a 75°C. Determine la 
temperatura despues de otros 10 minutos. Trace la grafica de 
la funcion de la temperatura. 

33. A continuation se da concentration de iones de hidrogeno de 
una muestra de cada sustancia. Su pH 

(a) Jugo de limon: [IF] = 5.0 x 10~ 3 M. 

(b) Jugo de tomate: [H + ] = 3.2 x 10 4 M. 

(c) Agua de mar: [H + ] = 5.0 x 10“ 9 M. 

34. Una sustancia desconocida tiene una concentration de iones 
hidrogeno de [H + ] = 3.1 x 10 8 M. Obtenga el pH y clasifique 
la sustancia como acida o basica. 

35. A continuation se da lectura del pH de una muestra de cada 
sustancia. Calcule' la concentration de iones de hidrogeno de 
la misma. 

(a) Vinagre: pH = 3.0 

(b) Leche: pH = 6.5 

36. Se da la lectura del pH de un vaso de Ifquido. Determine la 
concentration de iones de hidrogeno del Ifquido. 

(a) Cerveza: pH = 4.6 

(b) Agua = pH = 73 

37. Las concentraciones de iones de hidrogeno en los quesos van 
desde 4.0 x 10 -7 M hasta 1.6 x 10~ 5 M. Determine el rango 
correspondiente en lectures de pH. 

38. Las lectures de pH para los vinos varfan desde 2.8 hasta 3.8. 
Determine el rango correspondiente en concentraciones de 
iones de hidrogeno. 
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39. Si un terremoto es 20 veces mas intenso que oiro, ^cuanto es 
mas grande en la escala de Richter? 

40. El terremoto de 1906 de San Francisco tuvo una magnitud de 
8.3 en la escala de Richter. Simultaneamente en el Japon hubo 
un terremoto con una magnitud de 4.9 que solo causo danos 
menores. ^Cuantas veces file mas intenso el terremoto de San 
Francisco en comparacion con el japones? 

41. El terremoto de Alaska de 1964 tuvo una magnitud de 8.6 en 
la escala de Richter. ^Cuantas veces fue mas intenso este te¬ 
rremoto que el de 1906 de San Francisco? 

42. El terremoto de Northridge, Calif., de 1994 tuvo una magnitud 
de 6.8 en la escala de Richter. Un ano despues, un terremoto de 
magnitud 7.2 azoto Kobe, Japon ^Cuantas veces fue mas 
intenso el terremoto de Kobe que el de Northridge? 

43. El terremoto de la ciudad de Mexico de 1985 tuvo una mag¬ 
nitud de 8.1 en la escala de Richter. El terremoto de 1976 en 
Tangshan, China, fue 1.26 veces mas intenso. ^Cual fue la 
magnitud del terremoto de Tangshan? 

44. La intensidad del sonido del trafico en un cruce con mucha 
circulation se midio en 2.0 x 10 -5 W/m 2 . Determine el nivel 
de intensidad en decibeles. 


45. El nivel de intensidad del sonido de un tren subterraneo se 
midio en 98 dB. Determine la intensidad en W/m 2 . 

46. El ruido de una podadora de cesped electrica se midio en 106 
dB. El nivel de ruido en un concierto de rock se midio en 
120 dB. Determine la relation de la intensidad del rock con la 
podadora de cesped. 

47. Es una ley de la ffsica que la intensidad del sonido es inversa- 
mente proporcional al cuadrado de la distancia d de la fuente: 

k 



(a) Utilice lo anterior asf como la ecuacion 

j8 = 10 log y 
2 o 

(descrita en esta section) para demostrar que los niveles 
de decibeles ft y ft a las distancias d x y d 2 de una fuente 
sonora estan relacionadas por la ecuacion 

ft = ft + 20 log -y 
d 2 

(b) El nivel de intensidad en un concierto de rock es de 120 
dB a una distancia de 2 m de los altavoces. Determine el 
nivel de intensidad a una distancia de 10 m. 
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capi'tulo s funciones exponencial y logari'tmica 



REPASO 


REVISION DE CONCEPTOS 


1. (a) Escriba una ecuacion que defina la funcion exponencial 

con base a. 

(b) ^Cual es el dominio de esta funcion? 

(c) Si a 1, £cual es el rango de esta funcion? 

(d) Trace la forma general de la grafica de la funcion ex¬ 
ponencial para cada uno de los casos siguientes. 

(i) a > 1 (ii) a - 1 

(iii) a < 1 

2. Si x es grande, £que funcion crece mas aprisa, y = 2 x o 
y = x 2 ? 

3. (a) ^Como se define el numero e? 

(b) ^Cual es la funcion exponencial natural? 

4. (a) ^Como se define la funcion logaritmo y = log^x? 

(b) ^Cual es el dominio de esta funcion? 

(c) ^Cual es el rango de esta funcion? 

(d) Trace la forma general de la grafica de la funcion 
y = log^x si a > 1 

(e) iQue es el logaritmo natural? 

(f) iQue es el logaritmo comun? 

5. Enuncie las 3 leyes de los logaritmos. 


6. Enuncie la formula del cambio de base. 

7. (a) ^Como se resuelve una ecuacion exponencial? 

(b) ^Como se resuelve una ecuacion logarftmica? 

8. Suponga que se invirtio una cantidad P a una tasa de interes r 
y A es el monto despues de t anos. 

(a) Escriba una expresion para A si el interes es compuesto n 
veces por ano. 

(b) Escriba una expresion para A si el interes es continua- 
mente compuesto. 

9. Si el tamano inicial de un poblacion es n 0 y la poblacion crece 
exponencialmente con una tasa de crecimiento relativo r, 
escriba una expresion para la poblacion n(t) en el tiempo f. 

10. (a) iQue es la vida media de una sustancia radiactiva? 

<b) Si una sustancia radiactiva tiene una masa inicial m 0 y una 
vida media h, escriba una expresion para la masa m(t) que 
queda en el tiempo t. 

11- i.Que dice la ley de enfiriamiento de Newton? 

12. ^Que tienen en comun la escala del pH, la escala de Richter y 
la escala de decibeles? ^Que miden? 


EJERCICIOS 


1-12 ■ Trace la grafica de la funcion dada. De el dominio, el 
rango y la asfntota. 



2. g(x) = 3 X ~ 2 

3. y = 5 - 10 1 

4. y = 1 + 5~ x 

5- fix) = log 3 (x - 1) 

6- g(x) = log(-x) 

7- y = 2 - log 2 x 

8. y = 3 + log 3 (x + 4) 

9. F{x) = e* - 1 

10 .G(x) = !<?-' 

11. y = 2 In x 

12. y = 1 nix 1 ) 


13-14 ■ Determine el dominio de la funcion dada. 

13. f(x) = 10* 2 + log(l - 2x) 14. g(x) = ln(2 + x - x 2 ) 

15-18 ■ Escriba la ecuacion dada en forma exponencial. 
15. log 2 1024 = 10 16. log s 37 = x 


17. logx = y 18. Inc =17 

19-22 ■ Escriba la ecuacion dada en forma logarftmica. 


19. 

2 6 = 64 

20. 

49- ,/2 = 1 

21. 

10" = 74 

22. 

e k = m 

23- 

38 ■ Evalue la expresion sin usar calculadora. 

23. 

log 2 128 

24. 

loggl 

25. 

jQlog45 

26. 

log 0.000001 

27. 

ln(e 6 ) 

28. 

l°g 4 8 

29. 

)o g3 ( b ) 

30. 

2 lo g2 13 

31. 

log 5 Vs 

32. 

e 21 " 7 

33. 

log 25 + log 4 

34. 

log 3 V243 

35. 

log 2 16 23 

36. 

log 5 250 - log 5 2 
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37. log 8 6 - log 8 3 + log 8 2 38 - lo S Io S 10 " 


39.44 ■ Reescriba la expresion en una forma que no tenga lo- 
garitmos de productos, cocientes o potencias. 


39. log (AB 2 C 3 ) 



40. log 2 (xVx 2 + 1 ) 


42. log 


A*~ i) : 


43. log 5 


x 2 (l - 5x) 3/2 

V* 3 -* 


Vx 4 + 12 

(jt + 16)^/* — 3 


45-50 ■ Reescriba la expresion como un solo logaritmo. 

45. log 6 + 4 log 2 

46. log x + log(x 2 y) + 3 log y 

47. | log,(x - y) - 2 logjO 2 + /) 

48. log 5 2 + log 5 (x + 1) - | log 5 (3x + 7) 

49. log(x - 2) + log(x + 2) - j logOc 2 + 4) 

50. lpn(x-4) + 5 ln(x 2 + 4jc)l 


51-60 ■ Utilice una calculadora para obtener la solucion de la 
ecuacion, correcta a dos decimales. 


51. log 2 (l-x) = 4 
53. 5 3 - 3i = 26 


52. 2 3x ~ 5 = 7 

54. ln(2x-3)= 14 


55. e 3M = 10 


56. 2 1_ *= 3 2i+5 


KSj B Determine las soluciones de las ecuaciones, correctas a 

dos decimales. 

69. 31ogx = 6-2x 70.4-x 2 = e~ 2x 

IH| 71-72 a Resuelva graficamente la desigualdad. 

71. lnx>x-2 72. e* < Ax 1 

73. Utilice una grafica An fix) = e* - 3e~ x - 4x para determinar 
aproximadamente los intervalos en los cuales fe sta creciendo 
y aquellos en los que/esta decreciendo. 

74. Obtenga una ecuacion para la recta que se muestra en la figura. 



75. Evalue log^S, correcta a seis decimales. 

76. Resuelva la desigualdad: 0.2 log x < 2. 

77. 4 ,Cual es mas grande log 4258 o log s 620? 

78. Determine la funcion inversa de la funcion7(jc) = 2 3jc y es- 
pecifique su dominio y su contradominio. 


57. log x + log(x + 1) = log 12 

58. log 8 (x + 5) - log 8 (* - 2) = 1 

59. x l e lx + 2xe 2jr = Re 2 * 

60. 2 3jc = 5 

61-64 a Utilice una calculadora para obtener la solucion de la 
ecuacion, correcta a seis decimales. 

61. 5- m = 0.63 62. 2 3 *“ 5 = 7 

63. 5 2 ** 1 = 3 4 *- 1 64. e~ I5k = 10,000 

65-68 ■ Trace la grafica de la funcion y utillcela para determinar 
las asmtotas y los valores maximos y mfnimos locales. 

65. y = e d{z+2 ' 1 66 . y = lx 1 - In x 

67. y = logix 3 - x) 68 . y = 10* - 5* 


79. Si se invierten $12,000 a una tasa de interes del 10% anual, 
determine el monto de la inversion al final de 3 anos para 
cada metodo de interes compuesto. 

(a) Semestral • (b) Mensual 

(c) Diario (d) Continuamente 

80. Se invierte una suma de $5,000 a una tasa de interes de 8 \ % 
anual, compuesto semestralmente. 

(a) Determine el monto de la inversion despues de 1 \ anos. 

(b) ^Despues de que periodo de tiempo alcanzara la inversion 
el monto de $7,000? 

81. La poblacion de gatos callejeros en una pequena ciudad crece 
exponencialmente. En 1994, la ciudad tenia 30 gatos calleje¬ 
ros y la tasa de crecimiento relativa era de 15% anual. 

(a) Determine una formula n(t) para la poblacion de gatos 
callejeros despues de t anos. 

(b) Determine la poblacion proyectada despues de 4 anos. 

(c) Determine el numero de anos que se requiere para que la 
poblacion de gatos callejeros alcance 500. 



314 


CAPlTULO 5 FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA 


82. Un cultivo contiene inicialmente 10,000 bacterias. Despues de 
una bora el conteo bacterial es de 25,000. 

(a) Obtenga el periodo de duplicacion 

(b) Determine la poblacion despues de 3 horas. 

83. El uranio234 tiene una vida media de 2.7 x 10 5 anos. 

(a) Determine la cantidad que queda de una muestra de 
10 mg despues de 1,000 anos. 

(b) ^Cuanto tiempo pasara para que esta muestra se desin- 
tegre hasta que su masa se reduzca a 7 mg? 

84. Una muestra de bismuto210 se desintegro a 33% de su masa 
original despues de 8 dfas. 

(a) Determine la vida media de este elemento. 

(b) Determine la masa que queda despues de 12 dfas. 

85. La vida media del radio226 es de 1,590 anos. 

(a) Si una muestra tiene una masa de 150 mg, obtenga una 
formula para la masa que queda despues de t anos. 

(b) Determine la masa que quedara despues de 1,000 anos. 

(c) ^Despues de cuantos anos solamente quedaran 50 mg? 

86 . La vida media del paladiolOO es de 4 dfas. Despues de 20 dfas 
una mu’estra ha reducido su masa hasta 0.375 g. 

(a) ^Cual fue la masa inicial de la muestra? 

(b) Determine una formula para la masa restante despues 
de t dfas. 

(c) ^Cual es la masa despues de 3 dfas? 

(d) ^.Despues de cuantos dfas habran unicamente 0.15 g? 

87. La grafica muestra la poblacion de una especie rara de aves, 
donde t representa anos a partir de 1988 y n(t) se mide en 
miles. 

(a) Determine una formula para la poblacion de aves en el 
tiempo t que tenga la formula n(t) = n^e". 

(b) iQue poblacion de aves se espera que exista en el aiio 
1999? 



88 . El motor de un automovil opera a una temperatura de 190°F, 
cuando se apaga el motor, se enfria siguiendo la ley de enfria- 
miento de Newton con una constante k = 0.341. Determine el 
tiempo necesario para que se enfrfe el motor hasta 90°F si la 
temperatura ambiente es de 60°F. 

89. Se midio la concentracion de iones de hidrogeno de las claras 
de huevos frescos como 

[H + ] = 1.3 x 10 s M 

Determine el pH y clasifique la sustancia como acida o basica. 

90. El pH del jugo de lima es 1.9. Determine la concentracion de 
iones de hidrogeno. 

91. Si un terremoto tiene una magnitud de 6.5 en la escala de 
Richter, ^cual es la magnitud de otro terremoto que es 35 
veces mas intenso? 

92. El ruido de un martillo neumatico fue de 132 dB. El sonido 
del murmullo es de 28 dB. Determine la razon de la inten- 
sidad del ruido del martillo y la del murmullo. 






EXAMEN 


1. Grafique las funciones y = 4* y y = log 4 x sobre los mismos ejes 


2. Trace lagrafica de la funcion//) = log(x + 2) y de el dominio, el rango y las asintotas 


3. Evaluc cada expresion logantmica 

(a) log 3 V27 
(c) log g 4 


4. Utilice las leyes de los logaritmos para reescribir la expresion 


sin logaritmos de productos, cocientes, potencias o raices 

5. Escriba como un solo logaritmo: In x - 2 Inti 2 4 - 1) + \ 


6 u, correcta a 2 lugares decimales 

(b) 1) ln(3 x) - 4 
(d) log 2 (jc + 2 ) + log.,( < - 1 ) = 2 


de una hora cl conteo de 


•s de 1.5 boras. 

dVll^blatiJn’ 0007 


- . • • m- - 1 =" 

9. Determine el dominio de la funtion fx) = log(x + 4) + log (8 - 5x). 

10. Sea f(x) = — 
x 

(a) Grafique fen un rectangulo de visualization apropiado. 

(b) De las asintotas de/. 

(c) Determine, correcto a 2 decimales el valor minimo local defy el valor dc x cn 
el cual ocurre. 

(d) Determine el rango de/. 

e x . 

(e) Resuelva la ecuacion 2.v + 1. De cada solution correcta a 2 decimales. 





POLINOMIOS 

Y FUNCIONES RACIONALES 



En aplicaciones matematicas, 
muchas situaciones se modelan 
utilizando funciones polinomia- 
les. Por ejemplo, el volumen 
de un silo de altura constante es 
una funcion polinomial de su 
radio. 


Cada uno de !os problemas que resolvf se convirtio en una regia que 
posteriormente sirvio para resolver otros problemas. 

RENE DESCARTES 




Anteriormente hemos estudiado funciones constantes, lineales y cuadraticas que se 
representan, respectivamente, mediante las ecuaciones fix) - c,fix) - mx + b v fix) = 
ax 2 + bx + c. Estos son casos especiales de una clase importante de funciones llamadas 
polinomios. Un polinomio P de grado n es una funcion de la forma 

P{x) — a n x n + a n _ y x n ~ l + • • • + a x x + a 0 

donde a n & 0. Los polinomios se forman usando las operaciones de adicion, sustraccion 
y multiplicacion. Si introducimos la division, obtenemos el conjunto de las funciones 
racionales. Una funcion racional r es de la forma 


**) = 


P(x) 

Q(x) 


donde P y Q son polinomios. 

En terminos generales todas las funciones que se utilizan en matematicas y ciencias 
se evaluan numericamente mediante aproximaciones polinomiales. En este capftulo 
estudiamos esta clase de funciones, analizando primero su grafica. Despues planteamos 
como determinar las soluciones racionales, irracionales y complejas de las ecuaciones 
polinomiales, y finalmente estudiamos las funciones racionales y sus graficas. 

El analisis de las funciones polinomiales y racionales tiene aspectos numericos, 
algebraicos y graficos, los que utilizaremos para obtener una comprension mas profun¬ 
da de estas. 


FUNCIONES POLINOMIALES Y SUS GRAFICAS _ 

Antes de aprender a trabajar con polinomios, debemos ponemos de acuerdo en cierta 
terminologfa. 


FUNCIONES POLINOMIALES 


Una funcion de la forma 

P(x) = a n x" + a n _ 1 x n ~ l + - • • + a x x + a 0 

donde a n * 0, es un polinomio de grado n. Los numeros a 0 a l , a 2 ,...,a n se 
conocen como los coeficientes del polinomio, a 0 es el coeficiente constante y 
a n es el coeficiente de la potencia mas alta o coeficiente principal. 


Si un polinomio consta de un solo termino, se le llama monomio. Por ejemplo, 
P(x) = x 3 y Q(x) - -6x 5 son monomios. 

La grafica de los polinomios de grado 0 o 1 son rectas (seccion 1.10); y la de los de 
grado 2 son parabolas (seccion 2.5). Mientras mas elevado sea el grado de un poli¬ 
nomio, mas complicada sera su grafica. En esta seccion estudiaremos las caracterfsti- 
cas generales de la grafica de los polinomios, y para ello empezamos con los mas sim¬ 
ples, los que corresponden a y-x n . 
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1 



(a) y = x 

FIGURA 1 


EJEMPLO 1 B Grafica de monomios simples 
Grafique cada una de las funciones siguientes 

(a )y=x (b)y = * 2 (c)y = x 3 (d)y = x 4 (e) y = * 5 

SOLUCION A partir de nuestro trabajo anterior ya conocemos algunas de estas gra¬ 
ficas, pero se incluyen aquf para mayor claridad. 


Jt 

y = x 

ll 

>> 

ll 

II 

“W 

ll 

I 

| 

0.1 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

i 

1 

0.2 

0.2 

0.04 

0.008 

0.0016 

0.00032 

1 

1 

0.5 

0.5 

0.25 

0.125 

0.0625 

0.03125 

| 

0.7 

0.7 

0.49 

0.343 

0.2401 

0.16807 


1.0 

1.0 

1.00 

1.000 

1.0000 

1.00000 


1.2 

1.2 

1.44 

1.728 

2.0736 

2.48832 


1.5 

1.5 

2.25 

3.375 

5.0625 

7.59375 


2.0 

2.0 

4.00 

8.000 

16.0000 

32.00000 



Si n es impar, entonces (— x) n = —x n por lo que y = x" es una funcion impar. Si n es 
par, entonces (-je) n = x n por lo que y = Jt"es una funcion par (vease la section 2.4). Ahora 
utilizamos estos hechos para determinar los valores negativos de x en la tabla. El trazo 
de los puntos nos conduce a las graficas de la figura 1. 



Como sugiere el ejemplo 1, cuando n es impar la grafica de y = x" tiene una forma 
general parecida a la de y = x*, y cuando n es par la grafica de y = x n tiene mas o menos 
la misma forma de U que corresponde a y — x 1 . Sin embargo, observe que conforme el 
grado de n aumenta, las graficas se hacen mas planas alrededor del origen y de pendien- 
te mas pronunciada en los demas puntos. 

EJEMPLO 2 @ Transformaciones de monomios 
Trace la grafica de cada una de las funciones siguientes. 

(a) y--x 3 (b) y = (x- 2) 4 (c) y = -2x 5 + 4 
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FIGURA 4 


SOLUCION Utilizamos las graficas del ejemplo 1 y las transformamos. 

(a) La funcion y - -jc 3 es la negativa de y = x 3 , por lo que simplemente reflejamos la 
grafica de la figura 1(c) sobre el eje x para obtener la de la figura 2. 

(b) La grafica de y = (x - 2) 4 tiene la misma forma que la de y = x 4 . Sustituyendo x 
por x - 2 se desplaza la grafica de y - x 4 [figura 1(d)] 2 unidades a la derecha 
(vease la figura 3). 

(c) Empezamos con la grafica de y = x 5 que se muestra en la figura 1(e). A1 multi- 
plicar la funcion por 2 se alarga la grafica verticalmente. Como el signo negativo 
refleja la grafica respecto al eje x, en esta etapa tenemos la grafica punteada de la 
figura 4. Finalmente, sumando 4 a la funcion desplazamos la grafica hacia arriba 
4 unidades. Puesto que -2x 5 + 4 = 0 cuando x 5 = 2, la grafica cruza el eje x en 

x = ^2 . 



Si y = P(x) es un polinomio y c es un numero tal que P(c) = 0, entonces decimos que 
c es un cero de P. En otras palabras, los ceros de P son las soluciones de la ecuacion 
polinomial P(x) = 0. Cuando tenemos ecuaciones polinomiales, a menudo nos referi- 
mos a las soluciones como raices. Para determinar las rafces de las ecuaciones polino¬ 
miales, factorizamos el polinomio y despues utilizamos el principio del producto cero, 
como en la seccion 1.5. Note que si P(c) = 0, entonces la grafica de y - P(x) tiene una 
interseccion con el eje x en x = c, por lo que las intersecciones en x de la grafica son los 
ceros de la funcion. 


CEROS DE POLINOMIOS 


Si P es un polinomio y c es un numero tal que P(c) = 0, entonces decimos que 
c es un cero de P. A continuation se presentan formas equivalentes de decir lo 
mismo. 

1. c es un cero de P 

2. x = c es una rafz de la ecuacion P(x) = 0 

3. x - c es un factor de P(x) 

4. x = c es una interseccion en x de la grafica de P 
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Entre cualesquiera dos ceros sucesivos del polinomio, los valores del mismo seran 
todos positivos o negativos. Por lo tan to, entre dos ceros sucesivos la grafica se encon- 
trara en su totalidad por encima o por debajo del eje x. En el ejemplo siguiente usamos 
los ceros de un polinomio para trazar su grafica. 

EJEMPLO 3 @ Grafica de un polinomio de tercer grado 
Trace la grafica de la funcion P(x) = (x + 2)(x - 2)(x - 1). 

SOLUCION Los ceros de P ocurren en donde los factores del polinomio son iguales 
a 0. Asf, P(x) = 0 cuando Jt + 2 = 0,x-2 = 0yx-l=0,por tanto los ceros son -2, 2 
y 1, y estos son las intersecciones con el eje x de la grafica. Puesto que P( 0) = 4, la 
interseccion con el eje y es 4. 

Para trazar la grafica, debemos calcular P(x) para otros valores de x que se en- 
cuentren, a la derecha o a la izquierda de ceros sucesivos con el fin de determinar si 
P(x) es positivo o negativo en cada uno de los intervalos determinados por los ceros. 
Si P(x) es positivo en cualquier x que se encuentre entre ceros sucesivos, entonces 
su grafica esta por encima del eje x en este intervalo, y si P(x) es negativo enton¬ 
ces la grafica esta por debajo del eje x. A1 trazar los puntos dados en la tabla y 
unirlos obtenemos la grafica de la figura 5. 


Para ver por que P y Q tienen el mismo 
comportamiento final, factorice P como 
sigue 


PC*) = 3/ 1 - —r + — 




3x 


Q(x) = 3X 5 


X 

P(x) 

-3 

-20 

-2 

0 

-1 

6 

0 

4 

1 

o 

3 

7 

2 

8 

2 

0 

3 

10 



Cuando I x I es grande, el segundo y tercer 
terminos dentro del parentesis son muy 
pequenos (vease el ejercicio 66 del 
capltulo 1), por lo que 

P(x) ~ 3f(l -0 + 0) 

= 3x s = Q(x) 


En el ejemplo 3 graficamos un polinomio en las cercamas de sus ceros, esto es, para 
valores relativamente pequenos de x. El comportamiento final de un polinomio es la 
descripcion de lo que le ocurre a los valores del mismo conforme I jc I se hace grande. El 
comportamiento final esta determinado por el termino en el polinomio que tiene la po- 
tencia mas alta de x, porque cuando x es grande los demas terminos son relativamente 
pequenos. Por ejemplo, los polinomios P(x) = 3.V 5 - 5X 3 + 2x y Q(x) = 3X 5 tienen el 
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X 

P(x) 

Q(x) 

15 

2,261.280 

2^78,125 

30 

72,765,060 

72,900,000 

50 

936,875,100 

937^00,000 

-15 

-2,261,280 

-2,278,125 

-30 

-72,765,060 

-72,900,000 

-50 

-936,875,100 

-937,500,000 


mismo comportamiento final porque cuando x se hace grande en la direccion positiva 
los valores de ambos se hacen muy grandes y positivos, y cuando x se hace grande en 
la direccion negativa sus valores son muy grandes y negativos (vease la tabla al mar- 
gen). Describimos este comportamiento escribiendo 

y 00 cuando x y y~* — 00 cuando x-^ — oc 

En el recuadro siguiente se muestran los cuatro tipos posibles de comportamiento final, 
en base al grado de la potencia mas alta y el signo de su coeficiente. 


COMPORTAMIENTO FINAL DE LOS POLINOMIOS 


y = P(x) tiene grado impar 




El coeficiente principal El coeficiente principal 

es positivo es negativo 

Comportamiento final Comportamiento final 

y -» °o cuando x -* <» y — » —oo cuando jc -» °o 

y -» -oo cuando x —* -oo y — » oo cuando x —* -oo 


y = P(x) tiene grado par 




El coeficiente principal El coeficiente principal 

cs positivo es negativo 

Comportamiento final Comportamiento final 

y —> oo cuando x~> oo y —» _oo cuando x -» oo 

y —> oo cuando x —* —oo y -> -oo cuando x —> -oo 


Para trazar la grafica de un polinomio, usamos los ceros y el comportamiento final 
del mismo como se indica en el recuadro siguiente. 


| RECOiVSENDACIONES PARA GRAFICAR UN POLINOMIO 

1. Factorice el polinomio para determinar todos sus ceros reales; estos son las 
intersecciones con el eje x de la grafica. 

j 2. Elabore una tabla de valores del polinomio evaluando x entre y, a la mjuier- 
| da y a la derecha de los ceros determinados en el paso 1. Incluya en la tabla la 
intersection y. 

3. Grafique las intersecciones y los puntos determinados en el paso 2. 

4. Determine el comportamiento final del polinomio. 

| 5. Trace una curva suave que pase por los puntos graficados en el paso 3 y que 

j exhiba el comportamiento final. 
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Sir Isaac Newton (1642-1727) sigue 
siendo universalmente considerado, a 
mas de 270 afios de su muerte, como 
uno de los gigantes de la fisica y la 
matematica. Es bien conocido por 
haber descubierto las leyes del mo- 
vimiento.y de la gravedad y por inven- 
tar el calculo, pero su contribution 
tambien incluye el teorema del bino- 
mio, la$ leyes de la optica y metodos 
para resolver ecuaciones polinomiales 
con cualquier grado de exactitud de- 
seado. Nacid el dia de Navidad, fue un 
nino enfejtnizo, su padre fallecid unos 
cuantos mcses antes. Despuds de una 
infancia infeliz, ingreso a la Cam¬ 
bridge University donde aprendio ma- 
tematicas estudiando las obras de 
Euclides y Descartes. 

Durante los anos de la peste de 
1665 y 1666, la universidad file cerra- 
da y Newton ocupo su tiempo en pen- 
sar y escribir sus ideas que posterior- 
mente habnan de revolucionar las 
ciencias. Debido a un pavor patologi- 
co a la crftica publico sus escritos 
mucho despues, en parte debido al 
estfmulo de Edmund Halley (quien 
descubrio el cometa hoy famoso). 
Despues de publicar su obra, estate 
trajo a Newton enorme fama y pres- 
tigio en vida. Incluso los poetas se 
sintieron motivados para expresar 
elogios a Newton. Alejandro Pope 
escribio: 

La Naturaleza y sus leyes se 
rnantenian ocultas en la oscuridad 
de la noche. 

Dios dijo: “Que aparezca Newton”, 
y todo se volvio luz. 

(contiiuia) 


EJEMPLO 4 a Grafica de un poiinomio de cuarto grado 
Trace la grafica de la funcion P(x) = -2x 4 - x 3 + 3 jt. 

S O L U C i 6 N Factorizamos para obtener 


P(x) - -jc 2 (2x 2 + x - 3) 

- -x 2 (2x + 3)(x- 1) 

por lo que los ceros de P son 0, y 1. La interseccion y es P(0) = 0. En la tabla si- 
guiente damos los valores de P en otros puntos. (Estos valores se obtienen muy fa- 
cilmente usando una calculadora programable.) Recuerde que debemos seleccionar 
puntos entre ceros sucesivos para determinar si el poiinomio es positivo o negativo 
entre estos, y luego los graficamos como se muestra en la figura 6. 


1 

X 

P(x) 

i 0 

1 

-12 

-1.5 

0 

-i 

2 

-0.5 

0.75 ! 

o 

0 

0.5 

0.5 

1 

o ; 

1.5 

-6.75 



y = -2t^-x 3 + 3x 2 

FIGURA 6 


Dado que P tiene grado par y su coeficiente principal es negativo, tiene el siguien- 
te comportamiento final: 

y ~°° cuando x —* °° y y —» — oo cuando x —» — oo 

Uniendo los puntos para formar una curva suave, obtenemos la grafica que se muestra 
en la figura 6. § 

Observe que aunque x = 0 es un cero del poiinomio del ejemplo 4, la grafica no cruza 
el eje x en 0 sino que apenas lo toca y despues se eleva nuevamente. Decimos que la 
grafica es tangente al eje x en x = 0. 


|| DISPOSITIVOS DE GRAFICACION Y POLINOMIOS 

Ahora usaremos dispositivos de graficacion para explorar caractensticas adicionales de 
la grafica de los polinomios. En el siguiente ejemplo usamos una calculadora grafica 
para visualizar el comportamiento final de un poiinomio de quinto grado. 
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Newton era mucho mas modes to res- 
pecto a sus logros. Dijo: “Creo quc 
fui un nino jugando a la orilla del 
mar... mientras todo un oceano de ver- 
dades se extendla sin descubrir ante 
mf.” Newton fue hecho caballero por 
la Reina Ana en 1705 y enterrado con 
grandes honores en la Abadia de 
Westminster. 


La nota ai marges anterior explica por que 
finai~ 


EJEMPLO 5 a Comportamiento final de un polinomio de quinto grado 
Grafique los polinomios 

P(x ) = 3jc 3 - 5x 3 + 2x y Q(x) = 3x 5 

en la misma pantalla, primero usando el rectangulo de visualizacion [-2, 2] por [-2,2] 
y despues el de [—10,10] por [-10,000,10,000]. Describa y compare el comporta¬ 
miento final de ambas funciones. 

SOLUCION La figura 7(a) muestra que las dos funciones tienen una apariencia muy 
distinta en el rectangulo de visualizacion mas pequeno: el polinomio P tiene cuatro 
maximos locales, pero Q no tiene ninguno. Sin embargo en el rectangulo grande que 
se muestra en la figura 7(b) ambas funciones se ven practicamente igual. Esto signi- 
fica que P y Q tienen el mismo comportamiento final: 


y-* 00 cuando x —* oo 


y y —»-oo cuando x > — oo 



-2 

(a) 


FIGURA 7 P(x) = 3X 5 - 5 X 3 + 2x 
Q(x) - 3X 5 


10,000 



- 10,000 

(b) 


Recuerde que si dentro de cierto rectangulo el punto (a,j{a)) es el punto mas alto de 
la grafica de/entonces^fa) es un maximo local de/, y si ( b,f(b)) es el punto mas bajo 
en la grafica de/entonces//) es un mfnimo local (vease la figura 8). Decimos que (a, 
fia)) es un punto maximo local y que ( b,f(b)) es un punto mfnimo local. El conjunto 



FIGURA 8 
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-5 


FIGURA 9 

P(x)=x 3 \ 

l 

i 


de todos los puntos maximos y mtnimos locales de la grafica de una funcion se conoce 
como extremos locales. 


EJEMPLO 6 s Grafica de un polinomio de tercer grado 
Grafique la funcion polinomial 



3x 2 ~x + 15 


P(x) -x 3 - 3x 2 - x + 15 

Determine las intersecciones enx y en y, y las coordenadas de los extremos locales 
de esta grafica. 

I 

j 

SOLUCION Haciendo x = 0 vemos que la interseccion en y de la grafica es 15, por I 

lo que debemos escoger un rectangulo de visualizacion que verticalmente sea mayor 
que este valor. 

En la figura 9 se muestra la grafica de P en el rectangulo de [-5, 5] por [-10, 

20]: esta tiene una interseccion en x, x = -1.86, y dos extremos, un maximo y un 
mtnimo locales. Acercandonos a cada uno de ellos y recorriendo la grafica con el 
cursor (como se explico en la section 2.5), encontramos que el punto maximo local 
es (-0.16, 15.08) y que el punto mtnimo local es (2.15, 8.92), redondeados a dos 
decimales. g 

EJEMPLO 7 ■ Polinomios de cuarto y quinto grado 

En el rectangulo de visualizacion [-5,5] por [-100,100], grafique cada uno de los 
siguientes polinomios y determine cuantos extremos locales tiene cada funcion. 

(a) P t (x) = x 4 + x 3 - 16.x 2 - 4x + 48 

(b) P 2 (x) = x s + 3x 4 - 5x 3 - 15x 2 + Ax - 15 


SOLUCION Las graficas se muestran en la figura 10. Vemos que P v tiene dos mtni- 
mos locales y un maximo local, es decir, tres extremos locales. El polinomio P 2 tiene 
dos mtnimos locales y dos maximos locales — un total de cuatro extremos locales. 


FIGURA 10 




-100 -100 

(a) (b) 

P,(x) =x 4 + x 3 -16x 2 -4x + 48 P 2 (x) =x s + 3x 4 - 5x 3 - 15x 2 + 4x - 15 


El polinomio P del ejemplo 6 es de grado 3 y su grafica tiene dos extremos locales 
y el del ejemplo 7, P x , es de cuarto grado y tiene tres extremos locales, en tanto que 
P 2 es de grado 5 y tiene cuatro. El numero de extremos en cada caso es uno menos 
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que el grado, lo cual no es una coincidencia como lo muestra el principio enunciado 
en el recuadro siguiente. (Una demostracion de este principio requiere de metodos de 
calculo.) 



Si P(x) - a n x n + a n ^x n 1 + • • • + a, x + Oq es un polinomio de grado n, entonces 
la grafica de P tiene como maximo n-1 extremos locales. 


De hecho un polinomio de grado n puede tener menos de n — 1 extremos locales, 
H| como veremos en el ejemplo 8. El principio anterior solo nos dice que un polinomio de 

grado n no puede tener mas de n - 1 extremos locales. 

EJEMPLO 8 s Extremos locales de polinomios 

Grafique cada uno de los siguientes polinomios utilizando un dispositivo de grafi- 

cacion, y determine las coordenadas aproximadas de los extremos locales. 

(a) F(x) = -2x 3 + 3x 2 -5x+2 

(b) G(x) = 7x 4 + 3x 2 - 10x 

SOLUCION 

(a) En el rectangulo de visualizacion [-5, 5] por [-100, 100] obtenemos la grafica 
de F que se muestra en la figura 11(a). En esta vemos que los valores de F(x) 
parecen disminuir de manera continua, por lo que la funcion no tiene ningun 
maximo o mfnimo local. Si seleccionamos otros rectangulos de visualizacion, 
observamos el mismo comportamiento, por lo que la funcion no tiene extremos 
locales. 

(b) En el rectangulo de [-5,5] por [-100,100], la grafica de G tienen la forma que 
se muestra en la figura 11(b); parece tener simplemente un mfnimo local en el 
cuadrante IV. Para confirmar lo anterior, agrandamos la parte de la grafica cer- 
cana a este punto mfnimo. El rectangulo de [0,1] por [-5,0] proporciona la 
grafica de la figura 11(c). Con el cursor, localizamos el punto mfnimo local en 
(0.61, -4.01), correcto a dos decimales. 


100 



(a) F(x) = -2x 3 + 3x 2 - 5x + 2 

FIGURA 11 



-100 

(b) G{x) = lx 4 + 3x 2 - lOx 



-5 

(c) G{x) = lx 4 + 3x 2 — Wx 
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|jg FAMILIAS DE POUNOMIOS 

Una calculadora grafica nos permite obtener facilmente la grafica de varias funciones 
en la misma pantalla de visualization. Con ello podemos ver como afecta a la forma de 
la grafica cambiar un valor en la definition de la funcion. En el siguiente ejemplo apli- 
caremos este principio a una familia de polinomlos de tercer grado. 

EJEMPLO 9 ■ Familia de poiinomios 

Trace la familia de poiinomios P(x) =x 3 - cx 2 para c = 0,1,2 y 3. ^.De que manera 
afecta a la grafica el cambio en el valor de c? 

SOLUCION Los poiinomios 

P 0 (x) = x 3 P,(x) =x 3 -x 2 

P 2 (x) =x 3 -2x 2 P 3 (x) =x } -3x 2 

se muestran graficados en la figura 12. Vemos que incrementar el valor de c hace que 
la grafica muestre un “valle” cada vez mas profundo a la derecha del eje y, creando 
un maximo local en el origen y un mfnimo local en un punto en el cuadrante IV. Este 
mxnimo local se mueve mas hacia abajo y mas lejos a la derecha conforme crece c. 
Para ver por que ocurre lo anterior, factorice P(x) = x 2 (x - c). El polinomio P tiene 
ceros en 0 y en c, y mientras mas grande se haga c, mas alejado hacia la derecha 
estara el mfnimo entre 0 y c. 




1-8 ■ Obtenga la grafica de la funcion transformando la de una 
funcion apropiada de la forma y = x". Muestre todas las intersec- 
ciones x y en y de cada grafica. 

15. y= ±(x + 2)\x-3) 2 

16. y =x? + x 2 -x - 1 

00 

! 

II 

T" 

2. y = (x~ 2) 3 

17. y = x 3 + 3X 2 - 4x - 12 

3. y = -x 4 + 16 

4. y = -2(x- l) 3 

18. y = Zx 3 -x 2 - 18x + 9 

5. y = —(x — l) 4 + 1 

6 . y = 3X 5 - 9 

19. y=x 3 -x 2 -6x 

7. y = 4{x - 2) 5 - 4 

8 . y = 3x 4 - 21 

20. y = (x 2 -2x-3) 2 

9-26 a Trace la grafica de la funcion, y describa su compor- 
tamiento final. 

21. y = g (2x A + 3x 3 -16x 

22. y = x 4 -3 x 2 -4 

9. y = (x - 3)(x + 1) 


23. y = x 4 - 2 jP -8x+ 16 

10 . y = (x- l)(x+l)(x-2) 


24. y=x 4 - 2 x 3 + 8x-16 

11 . y = x(x - 2)(x + 1) 

12. y= \x(x-5? 

25. y = x 5 -9x 3 

1 

viS 

i 

* 

ii 

rn 

r- 

14. y= \(x+l) 3 (x-3) 

26. y = x 6 -2x 1 +l 
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27-30 b Diga a cual de las graficas I a IV corresponde cada una 
de las funciones polinomiales. Explique su election. 

27. P(x) = x(x? - 4) 28. Q(x) = -x?(x? - 4) 

29. R(x) = -x 5 + 5X 3 - 4x 30. S(x) = \x 6 - 2x 4 






jjjg 31-36 a Use un dispositivo de graficacion para graficar el polino- 
mio, y describa su comportamiento final. 

31. y = 3X 3 - x 2 + 5x + 1 

32. y = - 1 x 3 + l x 2 + I2x 

33. y = x 4 -7x 2 + 5x + 5 34. y = (l-x) 5 

35. y = x“-9x 9 36. y = 2x 2 -x 12 


37-44 a Grafique el polinomio en el rectangulo de visualization 
dado. Determine las intersecciones x (si es que hay alguna) y en y, 
y las coordenadas de sus extremos locales. Exprese cada respuesta 
correcta hasta dos decimales. 

37. y = —x 2 + 8x, [-4, 12] por [-50, 30] 

38. y = x 3 - 3X 2 , [-2, 5] por [-10, 10] 

39. y = x 3 -12x+9, [-5, 5] por [-30, 30] 

40. y = lx 3 - 3X 2 - 12x - 32, [-5, 5] por [-60, 30] 

41. y = x 4 + 4X 3 , [-5,5] por [-30, 30] 




42. y = x 4 - 18X 2 + 32, [-5,5] por [-lOOl 100] 

43. y = 3x 5 -5x 3 + 3, [-3, 3] por [-5,10] 

44. y = x 5 -5x 2 + 6, [-3, 3] por [-5,10] 

H 45-54 * Determine los extremos locales del polinomio, correctos 
a dos decimales. 

45. y = -2X 2 + 3x + 5 46. y = x 3 + 12x 

47. y = x 3 — x 2 - x 48. y = 6X 3 + 3x + 1 

49. y = x 4 - 5X 2 + 4 

50. y = 1.2X 5 + 3.75x 4 - lx’ - 15X 2 + 18x 

51. y = (x - 2) 5 + 32 52. y = (x 2 -2) 3 

53. y = x 8 - 3x 4 + x 54. y = |x 7 - 17X 2 + 7 


-60 s Grafique la familia de polinomios en un mismo rectan¬ 
gulo de visualization utilizando los valores dados para c. Explique 
la forma en que cambia la grafica al modificar c. 

55. P(x) = cx 3 ; c= 1,2,5, 5 

56. P(x) = (x - c) 3 ; c = -1,0,1,2 

57. P(x) = x 4 + c; c=-l,0,1,2, 

58. P(x) = x 3 + cx\ c = 2,0, -2, -4 

59. P(x) = x 4 - cx; c = 0, 1, 8 , 27 

60. P(x)=x r ; c= 1,3,5,7 

61. (a) Sobre los mismos ejes coordenados trace las graficas (tan 

exacto como sea posible) de las funciones 

y = x 3 -2x 2 -x + 2 y y = -x 2 + 5x + 2 

(b) Basandose en el inciso (a), ^en cuantos puntos parecen 
intersectarse las dos graficas? 

(c) Determine las coordenadas de los puntos de intersection. 

62. En las figures se muestran trazadas partes de las graficas de 
y = x 2 , y = x 3 , y = x 4 , y = x 5 y y = x 6 . Determine que funcion 
corresponde a cada grafica. 
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63. Recuerde que una funcion es impar si fi-x) = -fix) o par si 
fi-x) = fix) para todo x real. 

(a) Demuestre que si/y g son impares, tambien lo es/+ g. 

(b) Demuestre que si/y g son pares, entonces tambien lo 
es f+g. 

(c) Demuestre que si/es impar y g es par, y ninguna tiene el 
valor constante 0, entonces/+ g no es ni par ni impar. 

(d) Demuestre que un polinomio P(x) que solo contiene 
potencias impares de x es una funcion impar. 

(e) Demuestre que un polinomio P(x) que solo contiene 
potencias pares de x es una funcion par. 

(f) Demuestre que si un polinomio P(x) contiene potencias 
pares e impares de x, entonces no es una funcion par ni 
impar. 

(g) Exprese la funcion 

P(x) = x 5 + 6x 3 - x 2 - 2x + 5 
como la suma de una funcion impar y una par. 

64. Una caja'de carton tiene una base cuadrada y cada una de las 
cuatro aristas de la base tiene una longitud de x pulgadas, 
como se muestra en la figura. La longitud total de las 12 aris¬ 
tas de la caja es de 144 pulgadas. 

(a) Exprese el volumen V de la caja como una funcion de x. 

(b) Trace la grafica de la funcion V. 

(c) Dado que tanto x como V representan cantidades positivas 
(longitud y volumen, respectivamente), ^cual es el 
dominio de V? 



g® 65. Un analista de mercados que trabaja para un pequeno fabri- 
cante de aparatos domesticos determina que si la empresa 
produce y vende x licuadoras anualmente, la utilidad total (en 
dolares) es 

P(x) = 8x + 0 3X 2 - 0.0013x 3 - 372 
Obtenga la grafica de la funcion P en un rectangulo de vi- 


sualizacion apropiado y use esta para responder las preguntas 
siguientes. 

(a) Cuando se fabrican solo algunas licuadoras, la empresa 
pierde dinero (la utilidad es negativa). [Por ejemplo, 
POO) = -263.3, por lo que la empresa pierde $263.30 si 
produce y vende solo 10 licuadoras.] 6 Cuantas licuadoras 
debera producir para no tener perdidas ni utilidades? 

(b) ^Aumenta la utilidad de manera indefinida conforme se 
producen y venden mas licuadoras? De no ser asf, ^cual 
es la utilidad mas elevada posible que puede ganar la 
empresa? 

|H 66. Se observa que la poblacion de conejos en una pequena isla 
esta dada por la funcion 

P(t) = 120f - 0.4t 4 + 1,000 

donde t es el tiempo (en meses) desde que se iniciaron las 
observaciones. 

(a) ^Cuando se alcanza la maxima poblacion, y cual es esta? 

(b) ^Cuando desaparece la poblacion de conejos de la isla? 



|U 67. (a) Grafique la funcion P(x) =(x- l)(x - 3)(x - 4) y de¬ 
termine los extrejnos locales, exactos al decimal mas 
cercano. 

(b) Grafique la funcion 

Q{x) = (x- l)(x - 3)(x - 4) + 5 

y use sus respuestas del inciso (a) para determinar todos 
los extremos locales, exactos al decimal mas proximo. 

(c) Si a < b < c, explique por que la funcion 

P(x) = {x- a)(x - b){x - c) 

debe tener dos extremos locales. 

(d) Si a < b < c y d es cualquier numero real, explique por 
que la funcion Q(x) = (x- a)(x - b)(x -c) + d debe tener 
dos extremos locales. 
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68. (a) qCuantas intersecciones eniy cuantos extremos locales 
tiene el polinomio P(x) = x 3 - 4x? 

(b) ^Cuantas intersecciones enxy cuantos extremos locales 
tiene el polinomio Q(x ) = x 3 + Ax'] 

(c) Si a > 0, cuantas intersecciones enry cuantos extremos 
locales tiene cada uno de los polinomios P(x) = x 3 - ax y 
Q(x) = x? + ax? Explique su respuesta. 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


69. Grafica de potencias aitas Grafique las funciones y = x 2 , 
y = x 3 , y - x 4 y y = x 5 , para -1 1, en los mismos ejes 

coordenados. ^Cual piensa que seria la apariencia de la gra¬ 
fica de y = x 100 en este mismo intervalo? i Y que piensa 
respecto a y = x 101 ? Elabore una tabla de valores para confir- 
mar sus respuestas. 



71. Nuntero posible de extremos locales ^Es posible que un 
polinomio de tercer grado tenga exactamente un extremo lo¬ 
cal? £Un polinomio de cuarto grado puede tener exactamente 
dos extremos locales? ^Cuantos extremos locales pueden 
tener polinomios de tercer, cuarto, quinto y sexto grado? 
(Piense en el comportamiento final de estos.) Plantee un 
ejemplo de un polinomio con seis extremos locales. 


70. Numero maximo de extremos locales ^Cual es el grado 
mas pequeno posible que puede tener el polinomio cuya gra¬ 
fica se muestra? Explique su respuesta. 


72. iSituacion imposible? ^Es posible que un polinomio tenga 
dos maximos locales y ningun imnimo local? Explique su 
respuesta. 


CEROS REALES DE LOS POLINOMIOS _ 

Hasta aquf hemos estado estudiando graficamente las funciones polinomiales; en esta 
seccion las empezamos a estudiar algebraicamente. La mayor parte de nuestra tarea se 
centrara en determinar las soluciones de las ecuaciones polinomiales, pero primero ve- 
remos la division de polinomios. 

| DIVISION DE POLINOMIOS 

La division larga de polinomios es muy parecida al proceso de la division larga con 
numeros. Por ejemplo, para dividir 6X 2 - 26x +12 (el dividendo) entre x - 4 (el divisor), 
lo hacemos como sigue. 



| divisor |—» 


cociente 


6x - 2 

X - 4)62^ - 26x + 12 < — j dividendo| 
6X 2 - 24x 

-2x + 12 
—2x + 8 

4 '—| residuo | 


Multiplique el divisor por fix 
Resle y ‘"baje” 12 
Multiplique el divisor por -2 
Reste 
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Evaristo Galois (1811-1832) es uno 
de Iqs pocos matematicos cuyo nom- 
bre, en su honor, sc ha usado para re- 
ferirse a una teorfa entera. A pesar de 
que fallecio antes de cumplir los 21 
anos, dejo totalmente resuelto el pro- 
blema central de la teorfa de ecuacio- 
nes al describir un criterio que revela 
que cualquier ecuacion dada puede ser 
resuelta. mediante operaciones alge- 
braicas. Aunque Galois fue uno delos 
matematicos mas grandes de su tiem- 
po nadie lo sabfa, excepto el mismo. 
Repetidamente envid su trabajo a los 
eminentes matematicos Cauchy y 
Poisson, quienes o bien perdieron sus 
cartas o no comprendieron sus ideas. 
Galois escribia con un estilo laconico 
e inclufa pocos detalles, lo que proba- 
blemente fue un factor en su fracaso al 
intentar pasar el exarnen de admisidn 
en la Ecole Polytechnique de Pan's. 
Por otro lado, era polfticamente un 
radical y paso varios meses en prision 
debido a sus actividades revoluciona- 
rias. Su breve vida llego a un tragico 
desenlace cuando fue muerto en un 
duelo ocasionado por una aventura 
amorosa. La noche previa al duelo, 
ante el temor de perder la vida, Galois 
escribio lo esencial de sus ideas y se 
las confio a su amigo Auguste Che¬ 
valier. Concluyo escribiendo “...ha- 
bra, espero, personas que encontraran 
provechoso descifrar todo este enre- 
do.” Esto es exactamente lo que el ma- 
tematico Camille Jordan hizo 14 anos 
despues. 


El proceso termina cuando el ultimo renglon es de menor grado que el divisor. Enton- 
ces el ultimo renglon contiene el residuo, y el superior el cociente. El resultado de la 
division se puede interpretar de cualquiera de las siguientes dos formas. 


6x 2 - 26x + 12 4 

---= 6x — 2 H- 


o 6??-26x+\2 = {x-4){6x-2) + 4 

Resumimos lo que ocurre en este o en cualquier otro problema de division larga con 
el siguiente teorema. 



Si P(x) y D(x) son polinomios, con D(x) * 0, entonces existen polinomios unicos 
Q(x) y R(x) tales que 


P(x) = D(x) ■ Q(x) + R(x) 

i 

donde R(x) es 0 o de un grado inferior que el de D(x). Los polinomios P(x) y 
D(x) se conocen como el dividendo y el divisor, respectivamente, Q(x) es el 
i cociente y R(x) es el residuo. 


EJEMPLO 1 a Division larga de polinomios 

Sean P{x) = Sx 4 + 6x 2 - 3x + 1 y D(x) = 2x 2 -x + 2. Determine polinomios Q(x') y 
R(x) tales que P(x) = D(x) ■ Q(x) + R(x). 

SOLUCION Utilizamos la division larga despues de incluir primero el termino Ox 3 
en el dividendo, para aseguramos que las columnas se alinearan correctamente en el 
proceso. 


4X 2 + 2x 

2X 2 - x + 2)Sx 4 + Ox 3 + 6X 2 - 3x + 1 
8x 4 — 4X 3 + Sx 2 

4x* - 2X 2 - 3x 
4x* - 2X 1 + 4x 

—lx + 1 

El proceso queda terminado en este punto porque -lx + 1 es un grado menor que el 
divisor lx 2 - x + 2. De la tabla de la division larga, vemos que Q(x) = 4X 2 + 2xy 
R(x) = -lx + 1, por lo que 




8x 4 + 6x 2 -3x + 1 = (2X 2 - x + 2)(4x 2 + 2x) + {-lx + 1) 
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La division sintetica es un metodo rapido de dividir polinomios, y puede utilizarse 
cuando el divisor es de la forma x - c. En esta forma de dividir solo escribimos las 
partes esenciales de la tabla de la division larga. Compare estas en el siguiente caso en 
que dividimos 2X 3 - 7x 2 + 5 entre x — 3: 


2X 2 — x — 3 
x 1111)2 x 3 - lx 1 + Ox + 5 

2X 3 - (>£ 

-x 2 + Ox 
-x 2 + 3x 

— 3x + 5 
-3x + 9 



En la division sintetica solo escribimos las partes esenciales de la tabla de la division 
larga. Abreviamos 2X 3 — lx 1 + 5 escribiendo unicamente los coeficientes 2 -7 0 5, y en 
lugar de x - 3 simplemente escribimos 3. (Escribir 3 y no -3 nos permite sumar en lugar 
de restar en el proceso de division, sin embargo esto cambia el signo de todos los 
numeros que se encuentran en los recuadros amarillos.) 

A continuation se muestra la forma en que se obtiene en la practica la tabla de la 
division larga. Empiece escribiendo el divisor y el dividendo: 



Baje el 2, multiplique 3 ■ 2 = 6 y escriba el resultado en el renglon de en medio. A con- 
tinuacion sume: 



Repita este proceso de multiplicar y despues sumar hasta que la tabla este completa. 
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Aqin b n _ x - a n y cada numero del renglon inferior se obtiene sumando los 
numeros que estan por encima de el. El residuo es r y el cociente es 

b n-i* n ~ ] + b n _ 2 x n ~ 2 + --+b l x + b 0 


TEOREMAS DEL RESIDUO Y DEL FACTOR 

Si el divisor en el algoritmo de la division es de la forma x — c para algun numero real c, 
entonces el residuo debe ser una constante (puesto que el grado del residuo es inferior 
al del divisor). Si llamamos a esta constante r, entonces 

P(x) = (x-c)- Q(x) + r 

Haciendo x = c en esta ecuacion, obtenemos P(c) = (c - c) • Q(x) + r = 0 + r = r. Esto 
prueba el teorema siguiente. 


TEOREMA DEL RESIDUO 



Si el polinomio P(x) se divide por x-c, entonces el residuo es P(c). 


EJEMPLQ 2 a Uso del teorema del residuo para determinar el valor 
de un polinomio 

Sea P(x) = 3X 5 + 5x 4 - 4x 3 + 7x + 3. 

(a) Determine el cociente y el residuo cuando P(x) se divide entre x + 2. 

(b) Utilice le teorema del residuo para determinar P(~. 2). 

SOLUCION 

(a) Puesto que x + 2 = x - (-2), la tabla de la division sintetica para este problema 
toma la forma siguiente. 


-2 


3 5-4 0 7 3 

-6 2 4-82 


3 -1 


2 4-1 5 
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El cociente es 3x 4 - x 3 - lx 2 + 4x - 1 y el residuo es 5. Por lo que 

3X 5 + 5x 4 - 4X 3 + lx + 3 = (x + 2)(3x 4 - x 3 - 2x 2 + 4x - 1) + 5 
3X 5 + 5x 4 — 4X 3 + 7x + 3 


x + 2 


= 3x 4 — x 3 — 2x 2 + 4x — 1 + 


x + 2 


(b) Segun el teorema del residuo, P(— 2) es el residuo cuando P(x) se divide entre 
x - (-2) = x + 2. Del inciso (a) el residuo es 5, por lo que P(-2) — 5. 


Si el polinomio P(x) se factoriza como P(x) = (x - c) - <2(x), entonces 
P(c) = (c-c) ■ Q(c) = 0 • Q(c) = 0 
A la inversa, si P(c) - 0 entonces por el teorema del residuo 

P(x) = (x - c) ■ Q(x) + 0 = (x - c) ■ Q(x) 

por lo que x-cesun factor de P(x). Por tanto, hemos probado el teorema siguiente. 


| TEOREMA DEL FACTOR 


P(c) = 0 si y solo si x c es un factor de P(x). 



| 1 0 -7 

6 

1 1 -6 

1 1 -6 

0 

x 2 + x - 6 



x - i )x J + Ox 2 - 7x + 6 


x 2 - lx 
1 

X — X 

-6x + 6 
~6x + 6 
0 


EJEMPLO 3 s Factorizacion de un polinomio usando el teorema de! factor 

Sea que P(x) = x 3 - 7x + 6. Demuestre que P( 1) = 0, y utilice este hecho para facto- 
rizar completamente P(x). 

SOLUCION Sustituyendo, vemos que P(l) =1 3 - 71+6 = 0. Segun el teorema de 
la factorizacion, esto significa que x - 1 es un factor de P{x). Utilizando division sin- 
tetica o la division larga (vease el margen), vemos que 

P(x) - (x - lXx 2 + x - 6) 

= (x — l)(x — 2)(x + 3) Factorice la cuadratica x 2 + x - 6 SI 

Recuerde que si P(c ) = 0, entonces el numero c es un cero del polinomio P. Tambien 
expresamos lo anterior diciendo que c es una raiz de la ecuacion polinomial P(x) = 0. 
Asf, los ceros del polinomio del ejemplo 3 son 1,2 y -3. Con esta terminologia el teore¬ 
ma del factor nos dice que x - c es un factor de P(x) si y solo si c es un cero de P(x). 

EJEMPLO 4 a Determinacion de un polinomio con ceros especificados 
Obtenga un polinomio F(x) de grado 4 que tenga como ceros -3,0, 1 y 5. 

SOLUCION Segun el teorema del factor, x - (-3), x-0,x - 1 yx-5 deben ser fac- 
tores del polinomio deseado, por lo que hacemos 

F{x) = (x + 3)(x - 0)(x - l)(x - 5) = x 4 - 3X 3 - Ox 2 + 15x 
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Puesto que Ffxjdebe ser de grado 4, cualquier otra solution del problema debe ser un 
multiplo constante del polinomio que hemos elegido, ya que la multiplication por 
cualquier polinomio diferente a una constante incrementarfa el grado. m 


_J CEROS RACIONALES DE LOS POLINOMIOS 

El teorema del factor nos dice que la determination de los ceros de un polinomio, es 
realmente lo mismo que factorizarlo en factores lineales. Estudiaremos ahora un meto- 
do para determinar todos los ceros rationales de un polinomio. 

Para comprender el siguiente teorema, consideremos el polinomio 

P(x) = (x — 2)(x — 3)(x + 4) Forma factorizada 

= X? — X? — I4x + 24 Forma expandida 

A partir de la forma factorizada vemos que los ceros de P son 2,3 y -4. A1 expandir el 
polinomio, se obtiene la constante 24 al multiplicar (-2) x (—3) x 4. Esto quiere decir 
que los ceros del polinomio son factores del termino constante. El siguiente teorema 
generaliza esta observation. 


Si el polinomio P(x) = a n x n + a n __ x x n 1 + • • • + a x x + a 0 tiene coeficientes ente- 
ros, entonces todo cero racional de P es de la forma 


| P 

q 

i donde p es un factor del coeficiente constante a 0 

| y q es un factor del coeficiente principal a n . 


i 


" Demostracion Si p/q es un cero racional simplificado completamente del 
polinomio P, entonces tenemos 



a nP n + «n-i P" l q + - - + ajxf 1 + a 0 q" = 0 Multiplique por if 

P( a nP n 1 + a n-\P n ~ 2 q + • • • + a iq n -') = -a 0 q" Reste a v cf‘ y factorice 

el lado izquierdo 

Ahora p es un factor del lado izquierdo, de forma que tambien lo debe ser del lado 
derecho. Puesto que plq esta simplificado completamente, p y q no tienen ningun fac¬ 
tor en comun y p debe ser un factor de a 0 . Una demostracion similar muestra que q es 
un factor de a n . ~ 


Si a n — 1 en el teorema de los ceros racionales entonces q debe ser 1 o -1, por lo que 
en este caso cualquier cero racional plq es de hecho un factor entero de a 0 . Asi, si el ter¬ 
mino de potencia mas alta en un polinomio es simplemenle x’\ todos sus ceros ratio¬ 
nales son enteros , no fracetones. 
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EJEMPLO 5 ■ Uso dei teorema de los ceros rationales para factorizar 
un polinomio 

Factorice el polinomio P(x) = lx 3 + x 2 - 13x + 6. 

SOLUCION Segun el teorema de los ceros racionales, si plq es un cero de Fix) en- 
tonces p divide a 6 y q divide a 2, por lo que plq es de la forma 

factor de 6 
factor de 2 

Los factores de 6 son ±1, ±2, ±3, ±6, y los de 2 son ±1, ±2. Entonces, los valores 
posibles de plq son 



Simplificando las fracciones y eliminando duplicados, obtenemos la lista siguiente de 
valores posibles de plq. 


±1, ±2, ±3, ±6, ±5, ±| 

Ahora verificamos para ver cuales de estos posibles ceros lo son realmente, sustitu- 
yendo uno por uno en el polinomio P hasta que determinemos uno que haga 
P(x) - 0. Tenemos 

P(l) = 2(1) 3 + (l) 2 - 13(1) + 6 = -4 1 no es un cero de P 

P(2) = 2(2) 3 + (2) 2 - 13(2) + 6 = 0 2(IU» cero de P 

Puesto que x = 2 es un cero de P, se concluye que x -2 es un factor de P(x). Utili- 
zando la division sintetica (como se muestra al margen), obtenemos la factorization 
siguiente: 


P{x) = 2x 3 + x 2 - 13x + 6 

= (x - 2)(2x ? + 5x - 3) Vease el margen 

-(x- 2)(2x - l)(x + 3) Factorice It 2 + 5x - 3 B 

El recuadro siguiente explica como utilizar el teorema de los ceros racionales con la 
division sintetica para factorizar un polinomio. 


: :T£PJWSMAC!QM Ob LOi C:\ri06 CONALbS U-v pOLv-iOlvii;.; j 

j 

■' Liste todos los ceros posibles utilizando el teorema de los ceros racionales. \ 

. Utilice la division sintetica para evaluar el polinomio en cada uno de los can- j 

didatos a ceros racionales determinados en el paso 1. Cuando el residuo sea 0, j 

anote el cociente obtenido. i 

! 

3 Repita los pasos 1 y 2 para el cociente. Detengase cuando llegue a un cocien- j 
te que sea cuadratico o que se pueda factorizar con facilidad, y utilice la formula | 

| cuadratica o factorice para determinar los ceros restantes. 
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EJEMPLO 6 ■ Uso del teorema de los ceros rationales 
y de la formula cuadratica 

Determine las soluciones de la ecuacion x 4 - 5.x 3 - 5.x 2 + 23x + 10 + 0. 


1 | 1 -5 

-5 23 

10 

SOLUCION Supongamos que P(x) =x 4 - 5x 3 - 5X 2 + 23x. El coeficiente principal de 

P es 1, por lo que todos los ceros racionales son enteros: son divisores del termino 
constante 10. Entonces, los candidates posibles son 

1 

-4 -9 

14 

1 -4 

-9 14 

24 

±1, ±2, ±5, ±10 

2 | 1 -5 

-5 23 

10 

Usando la division sintetica (vease el margen) obtenemos que 1 y 2 no son ceros, 
pero 5 lo es y P se factoriza como 

2 

-6 -22 

2 

1 -3 

-11 1 

12 

x 4 -5x 3 -5x 2 + 23x + 10 = (±-5 )(x 3 -5±-2) 

5 | 1 -5 

-5 23 

10 

Ahora intentamos factorizar el cociente x 3 - 5x - 2. Sus posibles ceros son los divi¬ 
sores de -2, es decir, 

5 

1 

0 -25 

-10 

±1, -2 

l ;o 

i 

\ 

-5 -2 

0 

Como ya hemos visto que 1 y 2 no son ceros del polinomio original P, no es necesa- 
rio probarlos otra vez. A1 verificar los candidates restantes -1 y -2, observamos que 
-2 es un cero y que P se factoriza en la forma 

-2 | L 

0 -5 

-2 



-2 4 

2 

* 4 -5x 3 -5x 2 + 23x+ 10 = (x-5)(x 3 -5x-2) 

1 

-2 -1 

0 

= (x~ 5)(x + 2)(x 2 - 2x - 1) 


Ahora utilizamos la formula cuadratica para obtener los dos ceros restantes de P: 


2 

Las soluciones a la ecuacion son 5, -2,1 + V2 y 1 - V2 . e 


H| REGLA DE LOS SIGNOS DE DESCARTES 

Y COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA LAS RAICES 


En algunos casos, la regia siguiente —descubierta por el filosofo y matematico frances 
Rene Descartes alrededor de 1637— es util para la elimination de candidates de largas 
listas de posibles rafces racionales. Para describir esta regia, necesitamos el concepto 
de variation del signo. Si P(x) es un polinomio con coeficientes reales, escrito en la 
forma de potencias descendentes de x (y omitiendo potencias con coeficiente 0), 
entonces una variation en el signo ocurre siempre que coeficientes adyacentes tengan 
signos opuestos. Por ejemplo. 


P(x) = 5x 7 - 3x* - x 4 + 2a 2 + x - 3 


tiene tres variaciones en el signo. 




SECCION 6.2 CEROS REALES DE LOS POLINOMIOS 


337 



Sean que P(x) un polinomio con coeficientes reales. 


1. El numero de ceros reales positivos de P(x) es igual al numero de variacio- 
nes en el signo en P(x) o es menor que este en un numero entero par. 

2. El numero de ceros reales negativos de P(x) es igual al numero de variacio- 
nes en el signo en P(—x) o es menor que este en un numero entero par. 


EJEMPLO 7 a Uso de la regia de Descartes 

Utilice la regia de los signos de Descartes para determinar el numero posible de ceros 
reales positivos y negativos del polinomio 

P(x) — 3x 6 + 4X 5 + 3x i — x —3 

SOLUCION El polinomio tiene una variacion en el signo y por lo tanto posee un cero 
positivo. Ahora 


P(-x) = 3(-jc) 6 + 4(-x) 5 + 3(—x) 3 - (-x) - 3 


= 3x 6 - 4X 5 — 3x* + x - 3 


Por lo tanto, P(-x) tiene tres variaciones en el signo. Entonces P(x) posee una o tres 
rafces negativas, la cual hace un total de dos o cuatro rafces reales; las restantes son 
numeros imaginarios, mismos que estudiaremos en la seccion 33. ® 

Decimos que a es una cota inferior y b es una cota superior para las rafces de una 
ecuacion polinomial si toda rafz real c de la ecuacion satisface a =£ c =£ b. El teorema 
siguiente nos permite determinar estas cotas para cualquier ecuacion polinomial. 



Sea P(x) un polinomio con coeficientes reales. 


1. Si dividimos P(x) entre x-b (siendo b> 0) utilizando la division sintetica, y 
el renglon que contiene el cociente y el residuo no tiene ningun valor negati- 
vo, entonces b es una cota superior para las rafces reales de P(x) = 0. 

2. Si dividimos P(x) entre x — a (siendo a < 0) utilizando la division sintetica, y 
el renglon que contiene el cociente y el residuo tiene valores que son 
altemadamente no positivos y no negativos, entonces a es una cota inferior 
para las rafces reales de P(x) = 0. 


En los ejercicios 90 y 91 se sugiere una demostracion de este teorema. La frase 
“altemadamente no positivos y no negativos” simplemente significa que se alteman 
los signos de los numeros, considerando el cero como positivo o negativo segun se re- 
quiera. 
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EJEMPLO 8 s Cotas superior e inferior para ios ceros de un poiinomio 

Demuestre que las raices reales de la ecuacion x 4 - Sx 2 + 2x - 5 - 0 se encuentran 
entre -3 y 2. 

SOLUCION Dividimos el poiinomio entre x - 2 y x + 3 mediante la division 
sintetica. 


2 


1 


0 -3 


2 4 


2 -5 


2 8 



0 


-3 


-3 2 -5 


9 -18 48 


Todos Ios valores 
son positivos 


1 -3 


6 -16 


43 


- Los valores alternan 
su signo 


Segun el teorema de las cotas superior e inferior, -3 es una cota inferior y 2 es una su¬ 
perior para las raices. Puesto que ni -3 ni 2 son raices (los residuos no son iguales a 0 
en la tabla de division), todas las raices reales se encuentran entre esos numeros. B 


EJEMPLO 9 B Factorizacion de un poiinomio de quinto grado 
Factorice completamente el poiinomio 

P(x) = 2x 5 + 5x 4 - 8x ! - Mx 2 + 6x + 9 

SOLUCION Los ceros racionales posibles de P(x) son ± \ , ±1, ± \, ±3, ± | y ±9. 
Primero revisamos los candidates positivos, empezando por el mas pequeno. 


-8 -14 


-8 


-14 


33 

' 4 


1 -15 


6 -5 -f 


63 

8 


2 no es 
un cero 


-1 -15 


-9 


— P(l) = o 


Asl, 1 es un cero y P(x) — (x — l)(2x 4 + lx? — x 2 - 15x — 9). Continuamos factorizando 
el cociente. 


7 -1 


-15 


7 -1 


-15 


15 


21 


2 10 14 6 0 /'(-J) — 0, y todos 

los valores son no 
negativos 

Vemos que \ es a la vez un cero y una cota superior para los ceros de P(x), por lo 
que no necesitamos revisar mas valores en busca de ceros positivos, ya que los candi¬ 
dates restantes son mayores que \. 


2 9 8 —7 —16 «-1 no es 

un cero 


P(x) = {x- l)(x - I X2X 3 + lOx 2 + 14x + 6) 
= (x - l)(2x - 3)(x? + 5 x 2 + 7x + 3) 


Se factorizan 2 del ultimo factor, y se 
multi plica dentro del segundo factor 
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De acuerdo con la regia de los signos de Descartes, x 3 + 5.x 2 + 7x + 3 no tiene un cero 
positivo por lo que los unicos ceros racionales posibles son —1 y -3. 

- l 1 1 5 7 3 

-1 -4 -3 

1 4 3 0 *-P(-l} = 0 

Por lo tanto P(x) — (x- l)(2x - 3)(x + lXx 2 + 4x + 3) 

= (x-l)(2x-3)(x + l) 2 (x + 3) 

Esto significa que los ceros de P son 1, \, -1, y -3. s 

ES, USO DEL ALGEBRA Y DE DISPOSITIVOS DE GRAFICACION 
^ para RESOLVER ECUACIONES POUNOMIALES 

En la seccion 1.9 utilizamos dispositivos de graficacion para resolver ecuaciones grafi- 
camente. Ahora podemos utilizar las tecnicas algebraicas que hemos aprendido para es- 
coger un rectangulo de visualizacion apropiado al resolver ecuaciones polinomiales. 

EJEMPLO 10 B Resolucion de una ecuacion de cuarto grado 

Determine todas las soluciones reales de la ecuacion siguiente, correctas hasta el deci¬ 
mal mas cercano. 

3x 4 + 4X 3 - 7X 2 - 2x - 3 = 0 


SOLUCION Primero usaremos el teorema de las cotas superior e inferior para obte- 
ner dos numeros entre los cuales deben encontrarse todas las soluciones. Esto nos 
permitira escoger un rectangulo de visualizacion que contenga con seguridad todas 
las intersecciones en x de la funcion polinomial. Utilizamos la division sintetica y 
procedemos por ensayo y error. 

Para obtener una cota superior, probamos los numeros enteros 1,2,3,... como 
candidates posibles. Vemos que 2 es una cota superior para las rafces. 



1 

3 

4 

-7 

-2 -3 

2 

3 4 

-7 -2 

-3 




3 

7 

0 -2 


6 

20 26 

48 



3 

7 

0 

-2 -5 


3 10 

13 24 

45 <— Todos son 
positivos 


Ahora buscamos una cota inferior, probando con los numeros — 1, - 
candidates posibles. 

2 y -3 como 

3 4-7-2 -3 

-2 

3 

4 

-7 

-2 -3 

- 3 L 

3 4 

-7 -2 

-3 

-3 -1 8 -6 



-6 

4 

6 -8 


-9 

15 -24 

78 


Utilizamos el teorema de las cotas supe¬ 
rior e inferior para determinar donde 
pueden encontrarse las rafces. 


3 1-8 6-9 


3-2-3 4 -11 


3 -5 8 -26 75 


Los valores 
alteman 
su signo 



340 


CAPl'TULO 6 POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES 



-20 


FIGURA 1 

y = 3x 4 + 4X 3 - 7X 2 - 2x - 3 


Entonces -3 es una cota inferior para las rafces, por lo que el rectangulo de 
visualization [-3, 2] por [-20,20] contiene todas las intersecciones en x de y = 

3x + 4x 3 - 7.Y 2 - 2x - 3. La grafica de la figura 1 tiene dos intersecciones en x, uno 
entre -3 y -2 y el otro entre 1 y 2. A1 amplificar observamos que las soluciones de 
la ecuacion, expresadas al decimal mas cercano, son -2.3 y 1.3. B 


EJEMPLO 11 s Determination del tamano de un deposito de combustible 

Un deposito de combustible esta formado por una seccion central cilmdrica de 4 pies 
de largo y dos secciones semiesfericas en los extremos, como se muestra en la figura 
2. Si el deposito tiene un volumen de 100 pies 3 , ^cual es el radio r mostrado en la 
figura, correcto al centesimo de pie mas proximo? 


FIGURA 2 



Volumen de un cilindro: V = -urh 


Volumen de una esfera: V = f nr 3 



FIGURA 3 

y = j toc 3 + 4TOC 2 y y = 100 


SO LU Cl ON Utilizando la formula del volumen que se encuentra en el interior de la 
primera de forros de este libro, vemos que el volumen de la seccion cilmdrica del 
deposito es 


tx ■ r 2 ■ 4 

Las dos partes semiesfericas juntas forman una esfera cuyo volumen es 


Dado que el volumen total del deposito es de 100 pies 3 , obtenemos la ecuacion 
siguiente: 

fw 3 + 4-nr 2 = 100 

Una solucion negativa para r no tendrfa sentido en esta situacion ffsica, y por substi- 
tucion podemos verificar que r — 3 nos conduce a un deposito que tiene mas de 226 
pies de volumen, un valor mayor que los 100 pies 3 . Entonces sabemos que el radio 
correcto es algun valor entre 0 y 3 pies, y por lo tanto usamos un rectangulo de vi- 
sualizacion de [0, 3] por [50,150] para graficar la funcion y = | ttx > + 4-rot 2 ’, como 
se muestra en la figura 3. Puesto que deseamos que el valor de esta funcion sea igual 
a 100, tambien graficamos la recta horizontal y = 100 en el mismo rectangulo. El 
radio correcto sera la coordenada en x del punto de interseccion de la curva con la 
recta. Usando el cursor y amplificando, vemos que en el punto de interseccion 
**2.15, correcto a dos decimales. Por lo tanto, el deposito tiene un radio de apro- 
ximadamente 2.15 pies. u 

Observe que tambien podrfamos haber resuelto la ecuacion del ejemplo 11 escribien- 
dola primero en la forma 


3 -nr 3 + 4-nr 2 — 100 = 0 

y despues determinamos la interseccion en x de la funcion y = f rot 3 + 4rot 2 - 100. 
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6.2 


EJERCICIOS 


1-12 @ Determine el cociente y el residuo 

3a 3 - 12a 2 - 9x + 1 


1 . 


x 3 + 2a 2 + 2a + 1 
x + 2 


3. 


a 3 - 8a + 2 
a: + 3 

jc 5 + 3 a: 3 — 6 

AC — 1 


2 . 


4. 


AC — 5 

AC 4 — AC 3 + AC 2 — AC + 2 


a: — 2 


ac 3 - 9a: 2 + 21 x ~ 27 
AC — 3 


ac 3 + 6ac + 3 

7. -r- 

a 2 — 2a + 2 


3a 4 - 5a 3 - 20a - 5 
A 2 + A + 3 


6a 3 + 2a 2 + 22a 

'2a 2 + 5 

I 


10 . 


9a 2 - a + S 
3a 2 - 7a 


11 . 


2x 4- 3 jt — 2x 4- 1 
_ 2 


6a 4 + 10a 3 + 5a 2 + a + 1 

12 . --- - 

A + | 

13-19 h Use division sintetica y el teorema del residuo para 
evaluar P(c). 

13. P(x) = 4a 2 + 12a + 5, c = -1 

14. P( x) = 2a 2 + 9a+1, c = | 

15. / > (a)=a 5 + 3a 2 -7a + 6, c = 2 

16. P(x) = 2a 3 - 21a 2 + 9a - 200, c=ll 

17. P(x) = 5a 4 + 30a 2 - 40a 2 + 36a +14. c = -7 

18. P(a) = 6a 5 + 10a 3 + a + 1, c = -2 

19. P(x) = 3a 3 + 4a 2 - 2a + 1 , c = | 

20. Supongaque 

P(x) = 6a 7 - 40a s + 16a 5 - 200a 4 

- 60a 3 - 69a 2 + 13a - 139 


Calcule P(l) mediante (a) division sintetica, y (b) sustituyendo 
a = 7 en el polinomio y evaluando directamente. 

21-24 a Liste todos los ceros rationales posibles aplicando el 
teorema de los ceros rationales (pero sin verificar que valores son 
realmente ceros). 

21. P{x) = a 3 - 2a 2 - 5a + 3 

22. 2(a) = a 3 -4a 2 + 6a + 20 


23. R( x) = 2a 4 - 3a 3 - a + 6 

24. S(x) = 6a 4 - a 3 - a 2 - 12 

25-44 a Determine todas las rafces racionales de la ecuacion, y 
despues use la formula cuadratica para obtener las rafces irracio- 
nales, si hubiera alguna. 

25. a 3 - 3a 2 - 4a + 12 = 0 

26. a 3 -a 2 -8a+ 12 = 0 

27. a 3 - 4a 2 + a + 6 = 0 

28. a 3 + 3a 2 - 4 = 0 

29. a 3 - 7a 2 + 14a -8 = 0 

30. a 3 - 4a 2 - 7a + 10 = 0 

31. a 3 + 3a 2 + 6a + 4 = 0 

32. a 3 - 2a 2 - 2a - 3 = 0 

33. a 4 - 5a 2 + 4 = 0 

34. a 4 - 2a 3 - 3a 2 + 8a - 4 = 0 

35. a 4 + 6a 3 + 7a 2 - 6a - 8 = 0 

36. a 4 -a 3 -23a 2 -3a+ 90 = 0 

37. 4a 4 - 25a 2 + 36 = 0 

38. a 4 - a 3 - 5a 2 + 3a + 6 = 0 

39. 4a 3 - 7a + 3 = 0 

40. 2a 3 - 3a 2 - 2a + 3 = 0 

41. 4a 3 -4a 2 -a- 1 =0 

42. 8a 3 + 10a 2 -a-3 =0 

43. a 5 - 4a 4 - 3a 3 + 22a 2 — 4a - 24 = 0 

44. 3a 5 - 14a 4 - 14a 5 + 36a 2 + 43a + 10 = 0 

45-46 ■ Demuestre que el polinomio no tiene ningun cero 
racional. 

45. a 3 -a-2 

46. 2a 4 - a 3 + a + 2 

47-50 ■ Determine un polinomio del grado especificado que 
tenga los ceros dados. 

47. Grado 3; ceros -1,1,3 

48. Grado 4; ceros -2,0, 2,4 
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49. Grado 4; ceros -1,1, 3,5 

50. Grado 5; ceros -2, -1 ,0, 1 ,2 

51-56 a Utilice la regia de los signos de Descartes para determi- 
nar cuantos ceros reales positivos y negativos puede tener el poli- 
nomio. Despues obtenga el numero total posible de ceros reales. 

51. x 3 -x 1 -x — 3 

52. 2* 3 -x 2 + 4x-7 

53. x 4 + x 3 + x 2 + x + 12 

54. X s + 4X 3 - x 2 + 6x 

55. 4x 7 - 3X 5 + 5x 4 + x 3 -3x 2 + 2x-5 

56. x 8 -x 5 +x 4 -x 3 +x 2 -x + 1 

57-60 ® Demuestre que los valores dados para ay b son cotas 
inferior y superior, respectivamente, para las rafces reales de la 
ecuacion. 

57. lx 3 + 5X 2 + x - 2 = 0; a = -3,b=l 

58. x 4 = 2x 3 -9x 2 + 2x + 8 = 0; a=-3,b = 5 

59. 8X 3 + lOx 2 - 39x + 9 = 0; a--3,b = 2 

60. 3x 4 - 17X 3 + 24X 2 - 9x + 1 = 0; a = 0,b = 6 

61-64 a Determine los enteros que sean cotas superior e inferior 
para las rafces reales de la ecuacion. 

61. x 3 - 3X 2 + 4 = 0 

62. 2x 3 -3x 2 -8x + 12 = 0 

63. x 4 - 2X 3 + x 2 - 9x + 2 = 0 

64. x 5 -x 4 + 1=0 

65-70 ■ Determine todas las rafces racionales de la ecuacion, y 
despues obtenga las rafces irracionales, si es que hay alguna. 
Siempre que sea apropiado, utilice el teorema de los ceros racio¬ 
nales, el teorema de las cotas superior e inferior, la regia de los 
signos de Descartes, la formula cuadratica o bien otras tecnicas de 
factorization. 

65. 2x 4 + 3x 3 -4x 2 -3x + 2 = 0 

66. 2x 4 + 15X 3 + 31X 2 + 20x + 4 = 0 

67. 4x 4 - 21X 2 + 5 = 0 

68. 6x 4 - 7X 3 - 8X 2 + 5x = 0 

69. x 5 - 7x 4 + 9X 3 + 23X 2 - 50x + 24 = 0 

70. 8X 5 - 14x 4 -22x > + 57X 2 - 35x + 6 = 0 


pp 71-74 a Todas las soluciones reales de la ecuacion dada son 
racionales. Liste todas las rafces racionales posibles utilizando el 
teorema de los ceros racionales, y despues grafique el polinomio 
en el rectangulo de visualization dado para determinar cuales va¬ 
lores son realmente las soluciones de la ecuacion. (Todas las solu¬ 
ciones pueden verse en el rectangulo dado.) 

71. x 3 - 3X 2 - 4x + 12 = 0; [-4,4] por [-15,15] 

72. x 4 - 5X 2 + 4 = 0; [-4,4] por [-30, 30] 

73. 2x 4 - 5X 3 — 14X 2 + 5x + 12 = 0; 

[-2, 5] por [-40,40] 

H 74. 3X 3 + 8X 2 + 5x + 2 = 0; [-3, 3] por [-10,10] 

75-82 @ Use un dispositivo de graficacion para determinar todas 
las soluciones reales de la ecuacion, correctas a dos decimales. 

75. x 3 -5x 2 -4 = 0 

76. x 4 - x - 4 = 0 

77. 3X 3 + x 2 + x- 2 = 0 

78. 2x 3 -8x 2 + 9x-9 = 0 

79. 10x 4 -9x 3 -11x 2 + 5x-3 = 0 

80. 3x 4 + 8X 3 + 2X 2 + 5x + 2 = 0 

81. 4.00x 4 + 4.00X 3 - 10.96X 2 - 5.88x + 9.09 = 0 

82. x 5 + 2.00x 4 + 0.96X 3 + 5-OOx 2 + lO.OOx + 4.80 = 0 

|||j 83. Un silo de granos esta formado por una section principal 
cilfndrica y un techo semiesferico. Si el volumen total del 
silo (incluyendo la parte dentro de la section del techo) es de 
15,000 pies 3 y la parte cilfndrica tiene 30 pies de altura, ^cual 
es el radio del silo, correcto a la decima de pie mas cercana? 
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fgg 84. Un predio rectangular tiene un area de 5,000 pies 2 . Una diago- 
nal entre esquinas opuestas mide 10 pies mas que un lado del 
predio. ^Cuales son las dimensiones del predio, correctas al 
pie mas cercano? 



ca. ^Cual debe ser este radio (correcto a dos decimales) si el 
volumen total debe ser 50077/3 m 3 ? 



| 85. Empezo a nevar el Domingo. La cantidad de nieve sobre el 
piso en cierto lugar al tiempo t esta dada por la funcion 


h(t) = 11.60/ 


12.4/ 2 + 6.20/ 3 

- 1.58/ 4 + 0.20/ 5 - 


0.0 It 6 


SS 88. Una caja rectangular con un volumen de 2 V2 pies 3 tiene 
una base cuadrada. La diagonal de la caja (entre un par de 
esquinas opuestas) tiene 1 pie mas que cada lado de la base, 

(a) Si la base tiene lados de x pies de longitud, demuestre que 

x 6 - 2x? — x 4 + 8 = 0 


donde / se mide en dfas a partir del inicio de la nevada y h{t) 
es la profundidad de la nieve en pulgadas. Trace una grafica 
de esta funcion y use esta para contestar las preguntas si- 
guientes. 

(a) /.Que ocurrio despues de mediodfa del martes? 

(b) (.Habia en algun momenta mas de 5 pulgadas de nieve 
sobre el piso? De ser asi, ^que dfa(s)? 

(c) /.Que dfa y a que hora (la hora mas proxima) desaparecio 
totalmente la nieve? 

Hg 86. Debe construirse una caja abierta con un volumen de 1,500 
cm 3 a partir de un pedazo de carton de 20 cm por 40 cm, 
cortando cuadrados de lado x en cada esquina y doblando los 
costados. Demuestre que esta se puede hacer de dos formas 
distintas, y en cada caso determine las dimensiones exactas de 
la caja. 


(b) Demuestre que hay dos cajas distintas que satisfacen las 
condiciones dadas. Determine las dimensiones en cada 
caso, correctas a la centesima de pie mas cercana. 




US 87. Un cohete esta formado de un cilindro recto circular de 20 m 

HI 

de altura coronado por un cono cuya altura y diametro son 
iguales y cuyo radio es el mismo que el de la seccion cilmdri- 


IEB 89. Una caja con base cuadrada tiene una longitud que sumada al 
perimetro de su base da 108 pulgadas. ^Cual es la longitud de 
la caja si su volumen es de 2,200 pulgadas 3 ? 
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90. Sean que P(x) un polinomio con coeficientes reales y b >0. 
Use el algoritmo de la division para escribir 

P(x) = ( x -b)- Q{x) + r 

Suponga que r^Oy que todos los coeficientes en Q(x) son 
no negativos. Sea z > b. 

(a) Demuestre que P(z) > 0 

(b) Pruebe la primera parte del teorema de las cotas superior 
e inferior. 

91. Utilice la primera parte del teorema de las cotas superior e 
inferior para probar la segunda parte [Sugerencia: muestre 
que si P(x) satisface la segunda parte del teorema, entonces 
P(-x) satisface la primera parte.] 

92. Demuestre que la ecuacion 

x s -x 4 -x 3 -5x 2 ~ 12x-6 = 0 

tiene exactamente una raiz racional, y despues pruebe que 
debe tener dos o cuatro raices irracionales. 


DESCUBR1MIENTO • ANALISIS 

i 

93. ^Division imposible? Suponga que en un examen se le pide 
que resuelva los dos siguientes problemas: 

Determine el residuo cuando 6jt 1000 - IT* 562 + 12x + 26 se 
divide entre x + 1. 

iEs x - 1 un factor de x 561 - 3x m + x 9 + 2? 


Obviamente resulta imposible resolver estos problemas 
usando division larga o sintetica, dado el elevado grado de 
los polinomios. Utilice uno o mas de los teoremas de 
esta seccion, para resolver estos problemas sin hacer la 
division. 

94. iCuantos ceros reales puede tener un polinomio? Propor- 
cione ejemplos de polinomios que tengan las siguientes 
propiedades, o bien explique por que no es posible encontrar 
uno de ese tipo. 

(a) Un polinomio de grado 3 que no dene ceros reales 

(b) Un polinomio de grado 4 que no tiene ceros reales 

(c) Un polinomio de grado 3 que tiene tres ceros reales, con 
solo uno de ellos racional 

(d) Un polinomio de grado 4 que tiene cuatro ceros reales, y 
ninguno de ellos racional 

i,Que es Io que debe ser verdadero respecto al grado de un 
polinomio con coeficientes enteros, si no tiene ceros reales? 

95. Forma anidada de un polinomio Expanda Q para probar 
que los polinomios P y Q son el mismo. 

P(x) = 3x 4 - 5X 3 + x 2 - 3x + 5 
Q(x) = (((3x - 5)x + 1 )x -3)x + 5 

Intente evaluar mentalmente P(2) y Q( 2), utilizando las 
formas dadas. ^Cual es mas sencillo? Ahora escriba el poli¬ 
nomio R(x) =x 5 - 2x 4 + 3.x 3 - 2X 2 + 3x + 4 en forma “ani¬ 
dada”, como el polinomio Q. Utilice la forma anidada para 
determinar mentalmente R( 3). 


NUMEROS COMPLEJOS 


En la seccion 1.5 vimos que si el discriminante de una ecuacion cuadratica es negati- 
vo, entonces la ecuacion no tiene solucion real. Por ejemplo, la ecuacion 

^ + 4 = 0 

no tiene solucion real. Si intentamos resolverla obtenemos x 2 = -4, por lo que 

x = ±\/—~4 

Pero esto es imposible, ya que el cuadrado de cualquier numero real es positivo. [Por 
ejemplo (—2) 2 = 4 es un numero positivo.] Entonces, los numeros negativos no tienen 
raices cuadradas reales. 

A fin de que sea posible resolver todas las ecuaciones cuadraticas, los matematicos 
inventaron un sistema expandido de numeros conocido como el sistema de numeros 
complejos. Primero definieron el nuevo numero 



i = V^l 
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Leonhard Euler (1707-1783) nacio 
en Basilea, Suiza, hijo de un pastor. A 
los 13 anos su padre lo envio a la Uni- 
versidad de Basilea a estudiar teo- 
logla, pero pronto decidio dedicarse a 
las ciencias. Ademas de teologfa 
estudio matematicas, medicina, astro- 
norm'a, fisica y lenguas orientales. Se 
dice que Euler podia calcular con el 
rnisirio esfuerzo que “la gente respira 
o las aguilas- vuelan”. Cien afios antes 
que Euler, Fermat habfa conjeturado 
que 2 2 ' 1 + 1 es un niimero primo para 
toda n. Los primeros cinco de estos 
numeros son 5, 17, 257, 65537 y 
4;294,967(297. Es ftol demostrar que 
los primeros cuatro son primos. Se 
pensaba que el quinto era primo hasta 
que Euler, con su fenomenal capaci- 
dad de calculo, demostro que se trata- 
badel producto 641 x 6,700,417 y por 
tanto no es primo. Euler publico mas 
que ningun otro matematico en la his- 
toria, y su coleccion de obras ocupan 
75 grandes volumenes. A pesar de que 
se quedo ciego durante los ultimos 17 
anos de su vida, continuo su trabajo y 
sus publicaciones. En sus escritos 
popularizo el uso de los simbolos it, e, 
asi como i, mismos que encontrara en 
este texto. Una de las contribuciones 
mas importantes de Euler es el desar- 
rollo de los numeros complejos. 


Esto significa que, i 2 = -1. Por lo tanto un numero complejo es de la forma a + bi , donde 
ay b son numeros reales. 


gppjpggg p| *- 1 - ■ . '. 


Un numero complejo es una expresion de la forma 


donde ay b son numeros reales e i 2 = -1. La parte real de este numero com¬ 
plejo es a y la parte imaginaria es b. Dos numeros complejos son iguales si y 
solo si sus partes reales son iguales y sus partes imaginarias son iguales. 


Note que tanto la parte real como la imaginaria de un numero complejo son numeros 
reales. 

EJEMPLO 1 a Numeros complejos 

Los siguientes son ejemplos de numeros complejos. 

3 + 4i Parte real 3, parte imaginaria 4 

2 — §i Parte real \ , parte imaginaria 

6i Parte real 0, parte imaginaria 6 

—1 Parte real -7, parte imaginaria 0 ® 

Un numero como 6 i, que tiene parte real 0, se conoce como un numero imaginario 
puro. Un numero real como -7 se puede considerar como un numero complejo con 
parte imaginaria 0. 

En el sistema de numeros complejos toda ecuacion cuadratica tiene solucion. Los 
numeros 2 i y -2 i son soluciones de x 2 = -4 porque 

(2i) 2 = 2 z f 2 = 4(-l) = —4 y (~2i) 2 = (-2ft 2 = 4(-l) = -4 

Aunque utilizamos el termino imaginario en este contexto, los numeros imaginarios 
no deben ser considerados menos “reales” (en el sentido comun de la palabra) que los 
negativos o los irracionales. Todos los numeros (excepto posiblemente los enteros po¬ 
sitives) son creaciones de la mente humana —por ejemplo — 1, V2 e i. Estudiamos los 
numeros complejos porque ellos completan, de una manera util y elegante, el estudio 
de las soluciones de las ecuaciones polinomiales. (Vease a Cardano, pagina 256.) De 
hecho los numeros imaginarios son utiles no solo en algebra y en matematicas, sino 
tambien en otras ciencias. Para solo dar un ejemplo, en electricidad la reactancia de un 
circuito es una cantidad cuya medida es un numero imaginario. 
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_j OPERACIONES ARITMETICAS CON NUMEROS COMPLEJOS 

Los numeros complejos se suman, restan, multiplican y dividen de la misma manera en 
que se hace con un numero de la forma a + b\Tc . La unica diferencia que hemos de 
tener presente es que i 2 = -1. Asf, los siguientes calculos son validos. 


{a + bi)(c + di) — ac + (ad + bc)i + bdi 2 


Multiplique y agrupe terminos semejantes 


-ac + (ad + bc)i + bd(— 1) r = ~1 


= (ac - bd) + (ad + bc)i 


Combine partes reaies e imaginarias 


Por lo tanto definimos la suma, la diferencia y el producto de numeros complejos como 
sigue. 


ADICfQN, SliSTRACCION Y MUl 


Definicion 

Adiciori 

(a + bi) + (c + di) — (a + c) + (b + d)i 

i 

Sustraccion 

(a + bi) - (c + di) = (a — c) + (b - d)i 

Multiplicacion 

(a + bi) • (c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i 


Descripcion 


Para sumar numeros complejos, sume las partes reales y 
las imaginarias. 


Para restar numeros complejos, reste las partes reales y 
las imaginarias. 


Multiplique numeros complejos como binomios, usando 
i 2 = -1. 


cJEiViPLC 2 s Adicion, sustraccion y multiplicacion de numeros complejos 
Exprese cada uno de los siguientes numeros en la forma a + bi. 

(a) (3 + 5i) + (4 - 2zj (b) (3 + 5i ) - (4 - 2i) 

(c) (3 + 50(4 - 20 (d) P 

SOLUCiON 

(a) Segun la definicion, sumamos la partes reales y las imaginarias. 

(3 + 50 + (4 - 20 = (3 + 4) + (5 - 2 )i = 7 + 3/ 

(b) (3 + 50 - (4 - 20 = (3 - 4) + [5 - (-2)]/ = -1 + li 

(c) (3 + 50(4 - 20 - (3 • 4 - 5(-2)J + [3(-2) + 5 • 4]i =22+ 14 i 

(d) 0 3 = = (i 2 ) 10 i 3 = (-1) 10 / 2 / = (l)(-l)j = -i 
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Complejos conjugados 


Numero 

Conjugado 

3 + 2/ 

3-2 / 

1-f 

1 + i 

4 i 

-4 i 

5 

5 


La division de numeros complejos es muy similar a la racionalizacidn del denomi- 
nador de una expresion radical que vimos en la seccion 1.4. Para el niimcro - --- a + hi 
definimos su complejo conjugado como z = a — bi. Note que z • z =(a + hi)(a - bi) 
- a 2 + b 2 . Asf, el producto de un numero complejo y su conjugado es siempre un 
numero real no negativo. Utilizamos esta propiedad para dividir numeros complejos. 


a + bi 

Para simplificar el cociente -—, multiplique el numerador y el denomi- 

c + di 

nador por el complejo conjugado del denominador: 


a + bi 
c + di 


a + bi\l c — di 


i c + di, 


dii 


(ac + bd) + (be — ad)i 
c 2 + d 2 


En lugar de memorizar esta formula, es mejor recordar el primer paso y despues multi- 
plicar y el numerador y el denominador de forma normal. 


EJEMPLO 3 ■ Division de numeros complejos 
Exprese cada uno de los numeros en la forma a + bi. 


(a) 


3 + 5 i 
1-2 i 


(b) 


7 + 3 i 
4 i 


SOLUCIQN Multiplicamos el numerador y el denominador por el complejo conjuga¬ 
do del denominador, para transformar el denominador en un numero real. 

(a) El complejo conjugado de 1 - 2 i es 1 — 2i = 1 + 2 i. 


3 + 5 i _ 1 3 + 5 i \1 1 + 2A _ -7 + 11/ _ 7 1.1. 

1-2* ~ \l-2i7\l + 2i/ 5 “ 5 + 5 4 


(b) El complejo conjugado de 4 i es -4 i. Por lo tanto 

7 + 3 i _ ( ? + 3i V -4 i \ _ 12 - 28 i _ 3 _ 7 . 
4 i 4 i )\-4i) ~ 16 ~ 4 4 1 


Asf como todo numero real positivo r tiene dos rafees cuadradas (Vr y - Vr), todo 
numero negativo tambien tiene dos rafees cuadradas y ambas son numeros imaginarios 
puros ya que si r > 0 es real, entonces 

(i Vr ) z = i 2 r - —r y (-i Vr ) 2 = (-1 fi 2 r = -r 

A i Vr le Uamamos la raiz cuadrada principal de -r, y utilizamos el sfmbolo V — r 
para denotar esta. La otra rafz cuadrada sera entonces - V — r — -i Vr . Note que las 
dps son complejos conjugados uno respecto del otro. 
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Si — r <0, entonces las raices cuadradas de —r son 


i Vr y — i Vr 
La rafz cuadrada principal de —r es i Vr. 


Generalmente escribimos i \fb en vez de \fb i para evitar confusion con \f~bi. 
EJEMPLO 4 ^ Rakes cuadradas de numeros negatiyos 

(a) V^l = / VT = / (b) V — 16 - i Vl6 = 4 i (c) V^3 = i V 3 ■ 

Debe tenerse especial cuidado al efectuar calculos que involucren las raices cuadra¬ 
das de numeros negativos. Aunque Va • Vb = W cuando ay b son positivos, esto 
no es cierto cuando ambos son negativos. Por ejemplo, 

V"-2 •V^3 = /V^-jV3 = t 2 V6= -V6 
pero V( - 2)( - 3) = V6 

por lo que V~^2 ■ V^3 XV( - 2)( - 3) 

Al multiplicar radicales de numeros negativos, expreselos primero en la forma i Vr 
(siendo r > 0) a fin de evitar posibles errores de este tipo. 

EJEMPLO 5 B Uso de las rakes cuadradas de numeros negativos 
Evalue (Vl2 — V — 3 )(3 + V — 4 ) y exprese esto en la forma a + bi. 

SOLUCION 

(Vl2 - )(3 + V^4 ) = (Vl2 - / V3 )(3 + i V4 ) 

= (2V3 - i V3 )(3 + 2 i) 

= (6V3 + 2V3 ) + i(2 ■ 2\V - 3V3 ) 

= 8 V3 + iV3 m 


Eje j 

SSj 

imaginario 


bi - 


1 a + bi 

0 

c 

1 Eje 


real 


GRAFICACION DE NUMEROS COMPLEJOS 

Para graficar numeros reales o conjuntos de numeros reales, hemos utilizado la recta 
numerica que solo tiene una dimension. Sin embargo, los numeros complejos tienen 
dos componentes: la parte real y la imaginaria. Esto sugiere que seran necesarios dos 
ejes para graficar numeros complejos: uno para la parte real y otro para la imaginaria; 
los llamamos el eje real y el eje imaginario, respectivamente. El piano determinado por 
estos dos ejes se conoce como piano complejo. Para graficar el numero complejo a + bi, 
trazamos en este piano el par ordenado de numeros como se indica en la figura 1. 


FIGURA 1 


SECCION 6.3 NUMEROS COMPLEJOS 
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FIGURA2 


EJEIVIPLO 6 a Graficacion de numeros compiejos 

Grafique los numeros compiejos = 2 + 3 i, z 2 = 3 - 2 i, y z, + z 2 . 

SOLUCION Tenemos que z x + z 2 = (2 + 3i) + (3 — 2/) = 5 + i. La grafica se muestra 
en la figura 2. H 

EJEiViPLO 7 B Graficacion de conjuntos de numeros compiejos 
Grafique cada uno de los siguientes conjuntos de numeros compiejos. 

(a) S - {a + bi I a 3= 0} (b) T = {a + bi I a < 1, b 3= 0} 

SOLUCION 

(a) S es el conjunto de numeros compiejos cuya parte real es no negativa. La grafica 
se muestra en la figura 3(a). 

(b) T es el conjunto de numeros compiejos para los cuales la parte real es menor que 
1 y la parte imaginaria es no negativa. La grafica se muestra en la figura 3(b). 



FIGURA 3 


(a) 


(b) 





FIGURA 4 


Recuerde de la seccion 1.1 que el valor absoluto de un numero real puede pensarse 
como su distancia al origen sobre la recta numerica.) Definimos el valor absoluto en el 
caso de numeros compiejos de una manera similar. De la figura 4 podemos ver, usando 
el te orema de Pitagoras, que la distancia entre a + bi y el origen en el piano complejo 
es V? + b 2 . Esto nos lleva a la siguiente definicion. 



EJEIVIPLO 8 B Calculo del modulo 

Determine el modulo de los numeros compiejos 3 + 4/ y 8 - 5 i. 



El plural de modulo (modulus en latin) es SOLUCION 
moduios (moduli). 
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EJESV1PLO 9 ■ Vaior absolute de numeros complejos 

Grafique cada uno de los siguientes conjuntos de numeros complejos. 

(a) C= {z|l *1=1} (b) jO = fe11 z I =£ 1} 

SOLUCION 

(a) C es el conjunto de numeros complejos cuya distancia al origen es 1. Entonces, C 
es la circunferencia de radio 1 con centra en el origen. 

(b) D es el conjunto de numeros complejos cuya distancia desde el origen es menor 
o igual a 1. Entonces, D es el disco formado por todos los numeros complejos 
que estan sobre y dentro de la circunferencia C del inciso (a). 

Las graficas de C y de D se muestran en la figura 5. 


FIGURA 5 




631 EJERCICIOS 



1-6 a Determine la parte real y la imaginaria del numero 
complejo. 


1. 3 - 52 

2 + 4i 

2. -- 

3 

19. 

3. 6i 

4. \ 

21. 

5. V2 + 

2 + 4 i 

6. , - 

V- 16 

23. 

7-40 is Evalue la expresion y escriba el resultado en la forma 
a + bi. 

25. 

7. (4 + 30 + (5 - 20 

8. (7 - 60 + (-3 + 70 

27. 

9. (7- 10 + (5 + 10 

10. (-4 + 0 — (2 - 50 

29. 

11. (-12 + 80 - (7 + 40 

12. 6i - (4 - 0 


13. 4(-l + 20 

14. 2i(\ -0 

31. 

15. (7 - 0(4 + 20 

16. (5 - 30(1 + 0 

33. 


17. (3 - 4i)(5 - 120 
1 
i 

2-3 i 


1 -2 i 
26 + 39/ 
2-3 i 

m 


1 -2 i 

; 3 


;100 


V -25 


18 . (| + 120(1 +240 


20 . 


22 . 


24. 


1 + i 
5 - i 
3 + 4t 
25 


4 — 3i 
26. (2 - 30 -1 
28. ( 20 4 
30. i mi 


32. 


-9 

4 


12 


34. V| V - 27 
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35. 

37. 


38. 


39. 


(3 - V^5 (1 

2 + V^8 

1 + y /~—2 

(Vi- V^4 

V — 36 



+ V^T) 



36. 


1-V^I 

i + 


40. 


V^7V-49 

V28 


55-62 tt Grafique el conjunto dado en el piano complejo. 

55. {z = a + bi I a =S 0, b 3= 0} 

56. {z = a + bi I a > 1, b > 1} 

57. {z | I z I = 3} 58. (z 11 z I 3= 1} 

59. {z | I z I < 2} 60. {z | 2 =S I z I =s 5} 

61. {z = a + bi I a + b < 2} 

62. {z = a + bi I a & b} 


41-48 m Grafique el numero complejo y determine su modulo. 

42. -3 


41. 3 i 
43. 5 + 2 i 
45. Vi + i 


47. 


3 + 4 i 


44. 7-3 i 

46. - 1- i 

3 


48. 


V2 + 1 V 2 


49-50 b Grafique los numeros complejos z, 2z, -z y | z en el 
mismo piano complejo. 


63-70 a Pruebe cada enunciado. Suponga que z = a + bi y 
w = c + di. 


63. z + w = z + iv 64. zw = z ■ tv 

65. (z) 2 = z 2 66. T = z 

67. z + z es un numero real 

68. z = z si y solo si z es real 


Z z 2(a 2 — b 2 ) 

69. r + - + —- - 

z z a 2 + b 2 


z z 4abi 

70. z - - = - 

z z a 2 + b 2 


49. z = 1 + i 50. z = 2 - 3 i 

51-52 @ Grafique el numero complejo z y su conjugado z en el 
mismo piano complejo. 

51. z = 8 + 2i 52. z = -5 + 6i 

53-54 m Grafique z,, z 2 y z, + z 2 en el mismo piano complejo. 

53. z t = 2 - i, z 2 = 2 + i 

54. Zj = -1 + i, z 2 = 2 - 3 i 


RAICES COMPLEJAS Y EL TEOREMA FUNDAMENTAL 

del Algebra 


Ya hemos visto que la ecuacion cuadratica ax 2 + bx + c = 0, con a* 0, tiene las so- 
luciones 

— b ± VV - 4ac 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


71. Rakes compiejas conjugadas Suponga que la ecuacion 
ax 2 + bx + c = 0 tiene coeficientes reales y rafces compiejas. 
^Por que las rafces deben ser compiejas conjugadas una 
respecto de la otra? (Piense en como determinaria las rafces.) 


72. Potencias de i Calcule las primeras 12 potencias de i, esto 
es, i, i z ,i 3 ,, i 12 . ^Advierte algun patron? Explique como 
calcularfa cualquier potencia de i, utilizando el patron descu- 
bierto. Utilice este procedimiento para calcular f 4446 . 


Si b 2 - 4ac < 0, entonces la ecuacion no tiene solucion real. Sin embargo en el sistema 
de numeros complejos, esta ecuacion siempre tendra soluciones porque en este conjun¬ 
to los numeros negativos tienen rafz cuadrada. 
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Girolamo Cardano (1501-1576) es 
sin lugar a dudas uno de los personajes 
mas singulares en la historia de las 
matematicas. En su epoca fue el medi¬ 
co con mayor renombre en Europa y a 
pesar de ello sufrio toda su vida nu- 
merosas enfermedades, incluyendo 
ltacturas, hemorroides y el terror irra- 
cional a encontrarse con perros rabio- 
sos. Sus adorados hijos lo hicieron 
sufrir -su consentido fmalmente fue 
decapitado por haber asesinado a su 
esposa. Cardano fue un jugador com- 
pulsivo pero aprovecho este vicio para 
escribir el Book on Games of Chance, 
el primer estudio de las probabilidades 
desde un punto de vista matematico 
correcto. 

Su obra matematica de mayor 
importancia fue el Ars magna, en el 
cual detallo la solucion de las ecua- 
ciones polinomiales generates de ter- 
cer y cuarto grado. En el momento de 
su publication los matemdticos se 
sentfan incdmodos incluso con los nu- 
meros negativos, pero las formulas de 
Cardano abrieron camino a la acep- 
tacidn no solo de los ndmeros nega¬ 
tivos, sino tambien de los numeros 
imagmarios, ya que se presentan de 
manera natural en la resolucidn de las 
ccuaciones polinomiales. Porejemplo, 
una de sus formulas da la solucion 

x ="^2 + V-121 

: - V - 2 + V - 121 

para la ecuacion cubica 

jc 3 - 15jt -4 = 0 

Este valor para x de hecho resulta sef 
el entero 4, aunque para determinarlo 
C’ardano tuvo que utilizar el numero 
imaginario V — 121 = 1 If. 


EJEMPLO 1 a Uso de !a formula cuadratica para determinar ralces complejas 
Resuelva cada una de las ecuaciones siguientes. 

(a) x 2 + 9 = 0 (b) jc 2 + 4jc + 5 = 0 

SOLUCION 

(a) x 2 + 9 - 0 significa x 2 = -9, por lo que x-± V— 9 = ±i V9 = ±3i. Las 
soluciones son 3 i y -3 i. 

(b) Segun la formula cuadratica 

- 4 ± V4 2 - 4 ■ 5 

x =- 

2 

_ -4±\^4 
2 


y las soluciones son -2 + i y -2 - i. m 


EJEMPLO 2 s Factorizacion y uso de la formula cuadratica para determinar 
raices complejas 

Determine todas las rafces de la ecuacion x 6 - 64 = 0. 

SOLUCION 
x 6 - 64 = (x 5 ) 2 - 8 2 

= (x 3 — 8)(x 3 + 8) Formula de la diferencia 

de cuadrados 

= (x — 2)(x 2 + 2x + 4)(x + 2)(x 2 — 2x + 4) Formulas de la diferencia 

y suma de cubos 

Esta expresion sera igual a 0 cuando cualquier factor sea 0, por lo que determinamos 
las soluciones como sigue. 


x - 2 = 0 
x 2 + 2x + 4 = 0 


x + 2 = 0 
x 2 — 2x + 4 = 0 


significa 

significa 

significa 

significa 


x = 2 


■ 2 ± V2 2 — 4^4 


2 ± V — 12 


= - 1 ± iV3 


x = -2 


x = 


2±V(~ 2) 2 — 4-4 
2 

2 ± V- 12 ^ , a/ - 

-—-= 1 ± i V3 
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Las raices de la ecuacion son 

2, -2, -1+/V3, -l-iV3, 1 + /V3, y 1-/V3 ■ 

81 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA 

Es un hecho notable el que la simple adicion del numero V — 1 y sus multiplos reales 
al sistema de los numeros reales sea suficiente para proporcionar un sistema de nume- 
ros en el cual toda ecuacion polinomial tiene una raiz. Aunque no probaremos este hecho 
(una demostracion requiere conocimientos matematicos que estan fuera del alcance 
de este libro), es la base para gran parte de nuestro trabajo en la resolution de ecua- 
ciones polinomiales. Este teorema fue demostrado por el matematico aleman CP. 
Gauss en 1799. 


TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA 


Todo polinomio , 

P(x) = a n x" + a n _ x x n ~ l + ■ ■■+a i x + a 0 (n 3* l,a B *0) 
con coeficientes complejos tiene por lo menos un cero complejo. 


Dado que cualquier numero real es tambien un numero complejo, el teorema se apli- 
ca de igual forma a polinomios con coeficientes reales. 

Puesto que todo cero de un polinomio corresponde a un factor lineal (segun el teo¬ 
rema del factor), el teorema fundamental del algebra asegura que podemos factorizar 
cualquier polinomio P(x) de grado n como 

P(x) = (x- c,) • Q x {x) 

donde Q x (x) es de grado R-lyc, es un cero de P(x). Al aplicar ahora el teorema funda¬ 
mental del algebra al cociente Q x (x) obtenemos la factorizacion 

P(x) = (x- c,) • (x - c 2 ) ■ Q 2 (x) 

donde Q 2 (x) es de grado n - 2 y c 2 es un cero de Q x (x). Continuando este proceso 
durante n pasos, llegaremos a un cociente final Q n (x) de grado 0, que es por lo tanto una 
constante diferente de cero que llamaremos a. Esto prueba el siguiente corolario del 
teorema fundamental del algebra. 


TEOREMA DE FACTORIZACION COMPLETA 


Si P(x) es un polinomio de grado n> 0, entonces existen numeros complejos a, 
c x ,c 2 ,...,c n (con a * 0) tales que 

P(x) = a(x- c x )(x — c 2 ) • • • (x-c n ) 


El numero a es claramente el coeficiente de x n , y los numeros c,, c 2 ,..., c n son los 
ceros de P(x) (segun el teorema del factor). Estos ceros no necesitan ser todos distin- 
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tos: si el factor x-c aparece k veces en la factorizacion completa de P(x), entonces de- 
cimos que c es un cero de multiplicidad k. 

De esto se deduce que P(x) no puede tener un cero distinto a c,, c 2 ,..., c n , dado que si 

Pic) = a(c - Cj)(c - c 2 ) • • ■ (c - c n ) = 0 


entonces por lo menos uno de los factores c — c i debe ser cero, por lo que c = c ; para 
alguna Hemos probado el teorema siguiente. 


TEOREMA DE LOS CEROS 


Todo polinomio de grado n 5= 1 tiene exactamente n ceros, siempre y cuando 
un cero de multiplicidad k sea contado k veces. 


En el ejemplo 2, el polinomio x 6 - 64 es de grado 6 y tiene exactamente seis ceros. 

EJEMPLO 3 H Factorizacion de un polinomio con ceros complejos. 

Determine la factorizacion completa y los cinco ceros del polinomio 

P(x) = 3X 5 + 24x’ + 48jc 

SOLUCION Los terminos de P tienen como factor comun a 3x, por lo que obtenemos 
la factorizacion siguiente 


P(x) = 3x(x 4 + Sx 2 + 16) 

= 3x(x 2 + 4) 2 

Para factorizar x 2 + 4 note que 2 i y —2t son ceros de este polinomio. Entonces, x 2 + 

4 = {x- 2i)(x + 2i) y por lo tanto 

P(x) = 3x[(x - 2i)(x + 2 i)] 2 

= 3x(x — 2 i)(x - 2 i)(x + 2 i)(x + 2 i) 

A1 hacer cada factor igual a cero, vemos que los ceros de P son 0,2 i y - 2 i. Sin em¬ 
bargo, 2 i y — 2 i se cuentan cada uno dos veces puesto que el factor de P que corres- 
ponde a ellos se presenta dos veces en la factorizacion. Cada uno de estos es un cero 
de multiplicidad 2 (o un cero doble), por lo que el numero total de ceros, contando la 
multiplicidad, es de cinco. ^ 

EJEMPLO 4 ® Determination de polinomios con ceros especificados 
Obtenga un polinomio que satisfaga la descripcion dada. 

(a) Un polinomio P(x) de grado 4 con ceros i, -i, 2 y - 2, y con P( 3) = 25 

(b) Un polinomio Q(x) de grado 4 con ceros - 2 y 0, donde —2 es un cero de multi¬ 
plicidad tres. 
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 
es considerado corao el matemStico 


mas importante de los tiempos moder- 
nos, y sus contemporaneos lo llama- 
ban el “Principe de las Matematicas”. 
Gauss nacio en una familia pobre; su 
padre sc ganaba la vida como albanil. 
; Siendoaiin pequeno cncontrd un error 
de calculo en las cucntas de su padre. 
Este fue el primero de muchos inci- 
dentes que evidencian su precocidad 
matematica. A los 19 afios Gauss 
demos! ro que se podia construir el 
poligono regular de 17 lados utilizan- 
do solo una regia y un coinpas. Esto 
rcsulto notable porque, desdc tiempos 
de Euclides, sc pensaba que los unicos 
poligonos regulares que asi se podian 
construir eran el triangulo y el pentd- 
gono. En vista de este descubrimicnto 
Gauss deeidio seguir una carrera en 
matematicas y no en idiomas, que era 
su otra pasidn. En su disertacion doc¬ 
toral, escrita a los 22 afios, Gauss 
probo el teorema fundamental del 
filgebra: un polinomio de grado n con 
coeficientes complejos tiene n raices. 
Sus demas logros abarcan todas las 
areas de las matematicas, asi como de 
la fi'sica y astronomia. 


SOLUCION 

(a) El polinomio requerido tiene la forma 

P(x) = a(x - i)(x - (-0)( x - 2)(x - (-2)) 

= ai* 2 + lXx 2 - 4) Diferencia de cuadrados 
= a(x 4 - 3JC 2 - 4) Multiplique 

Sabemos que P( 3) = a( 3 4 - 3 • 3 2 - 4) = 50a = 25, por lo que a = \ . Por lo tanto 

P{x) = \x 4 -\x 2 -2 

(b) Requerimos 

Q(x) = a(x - (-2)) 3 (x - 0) 

— a(x + 2) 3 x 

= + 6X 2 + 12x + 8)x Formula 4 de producto (seccion 1.3) 

- a(x 4 + 6X 3 + 12X 2 + 8x) 

Puesto que no se nos da informacion respecto a Q excepto sus ceros y su multi- 
plicidad, elegimos cualquier numero para a. Si usamos a = 1, obtenemos 

Q(x) = x 4 = 6x 3 + 12X 2 + 8x ■ 


EJEMPLO 5 a Determination de todos los ceros de un polinomio 

Obtenga los cuatro ceros de P(x) = 3x 4 - 2x 3 - x 2 - 12x - 4. 

SOLUCION Utilizando el teorema de los ceros racionales de la seccion 6.2, obte¬ 
nemos la siguiente lista de posibles ceros racionales: ±1, ±2, ±4, ± |, ± |, ± |. Veri- 
ficando estos mediante division sintetica, determinamos que 2 y -j son ceros y 
obtenemos la factorizacion siguiente. 


P(x) = 3x 4 - 2x 3 - x 2 - 12x - 4 
= (x-2)(3x 3 + 4x 2 + 7x+2) 

= (x - 2)(x + |)(3x 2 + 3x + 6) 

= (x - 2)(x + j )(3)(x z + x + 2) 

= (x — 2)(3x + 1 )(x 2 + x + 2) 

Los ceros del factor cuadratico son: 

-1 ± Vl-8 1 V7 

x = ----= —— ±i—— 


Factories x - 2 
Factories x + j 
Faetorice 3 
Multiplique 


Formula cuadratica 


por lo que los ceros de P(x) son 


1 . V7 

- 1 ~ l - . 

2 2 


. V7 


" 2 1 2 


2 , 


1 

3’ 


y 


m 
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Como quizas ya observo a partir de los ejemplos dados hasta ahora, las rafces com- 
plejas de las ecuaciones polinomiales con coeficientes reales vienen en pares. Siempre 
que a + bi es una rafz, tambien lo es su complejo conjugado a - bi. Este siempre es el 
caso, como lo indica el teorema siguiente. 


TEOREMA DE LAS RAICES CONJUGADAS 


Si el polinomio P(x) de grado n > 0 tiene coeficientes reales, y si el numero 
complejo z es una rafz de la ecuacion P(x) = 0, entonces su complejo conjugado 
z es tambien una rafz. 


■ Demostracion Supongamos que 

P(x) = a n x tt + a^, jc " -1 + • • • + ayX + 

donde cada coeficiente es real. Suponga que P(z) = 0. Debemos probar que P(z) — 0. 
Utilizamos los hechos de que el complejo conjugado de una suma de dos numeros 
complejos es la suma de los conjugados, y el conjugado de un producto es el produc- 
to de los conjugados (veanse los ejercicios 63 y 64 de la seccion 6.3). 

p (z) = a n (z) n + a n _y(z) n ~ l + ■■■ + ayz + a 0 

= a n Z + Cl n _ 1 Z n + • • • + a-yZ + Uq Porque los coeficientes son reales 

= a n z n + a n _yz n ~ x + • • • + a x z + a 0 
= a„z n + a n -\Z n ~ l + • • - + a x z + a 0 


= P(z ) = 0 = 0 


Esta deduccion muestra que el conjugado z tambien es un cero de P(x), y asf hemos 
demostrado el teorema. □ 

EJEMPLO 6 ■ Polinomio con un cero complejo especificado 

Obtenga un polinomio P(x) de grado 3 que tenga coeficientes enteros y ceros \ y 3 - i. 

SOLUCION Dado que 3 - i es un cero, entonces segun el teorema de las rafces con- 
jugadas tambien lo es 3 + i. Esto quiere decir que P(x) tiene la forma 

P(x) = a(x- i)[x - (3 - i)][x - (3 + 03 

= Cl(x — | )[(x — 3) + i][(jc — 3) — i] Reagrupe 

= a(x — j )[(x — 3) 2 — i 2 ] Formula dc la difcrencia de cuadrados 

= a(x — ^ Xjc 2 — 6x + 10) Expanda 

= d(x? — ^ X 2 + 13z — 5) Expanda 

Para hacer todos los coeficientes enteros, planteamos que a = 2 y obtenemos 

P(x) = 2x* - Ux 2 + 26x - 10 
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Cualquier otro polinomio que satisfaga los requerimientos dados, debe ser un multi- 
plo entero de este. a 

EJEMPLO 7 s Uso de la regia de Descartes para contar ceros reales e imaginarios 

Sin factorizar, determine cuantos ceros reales positivos, reales negativos e imagina- 
rios puede tener el polinomio siguiente 

P(x) = x 4 + 6x 3 -12x 2 -14x-24 

SOLUCION Puesto que existe un cambio de signo, de acuerdo con la regia de los 
signos de Descartes P tiene un cero real positivo. Tambien P(-x) = x 4 - 6x 3 - 12* 2 
+ 14x - 24 tiene tres cambios de signo, por lo que existen uno o tres ceros reales 
negativos. Asf, P tiene un total de cuatro o dos ceros reales. En vista de que P es de 
grado 4 tiene en total cuatro ceros, lo que nos da las siguientes posibilidades. 


Ceros reales positivos 

Ceros reales negativos 

Ceros imaginarios 

1 

3 

0 

1 

1 

2 



EJERCICIOS 


1-22 a Determine todas las soluciones de la ecuacion 


1. x 2 + 16 = 0 

2. 

4x 2 + 25=0 

3. x 2 + 2x + 2 = 0 

4. 

x 2 — x + 1 =0 

5. x 2 + 4x + 8 = 0 

6. 

2x z + 2x+ 1 =0 

7. 3X 2 - 5x + 4 = 0 

8. 

lx 2 - 3x + 2 = 0 

9. x 2 - 8x + 17 = 0 

10. 

3x 2 -4x + 2 = 0 

3 



11. t + 3 + - = 0 

12. 

e 3 + e 2 + e=o 

t 



13. x 4 - 1=0 

14. 

x 3 - 64 = 0 

15. x 3 + 8 = 0 

16. 

x 4 + 4 = 0 

17. x 4 - 16 = 0 

18. 

O 

II 

00 

1 

19. x 6 -729 = 0 

20. 

x 4 + 2X 2 + 1 = 0 

21. x 4 + lOx 2 + 25 = 0 

22. 

x 6 + 7X 3 - 8 = 0 


23-28 a Obtenga un polinomio con coeficientes enteros que 
satisfaga las condiciones dadas. 

23. P(x) tiene grado 3, y ceros 2 e i. 

24. Q(x) tiene grado 3, y ceros - 3 y 1 + i. 


25. R(x) tiene grado 4, y ceros 1 - 2/ y 1 con multiplicidad 2. 

26. S(x) tiene grado 4, y ceros 2 i y 3 i. 

27. 7'(x) tiene grado 4, ceros i y 1 + i, y un coeficiente 
constante 12. 

28. U(x) tiene grado 5, ceros \ 1 y -i, y coeficiente principal 4; 

el cero -1 tiene multiplicidad 2. 

29-36 a Determine todas las soluciones de la ecuacion. 

29. x 3 + 2x 2 + 4x + 8 = 0 

30. x 3 - Tx 2 + 17x -15=0 

31. x 3 -2x 2 + 2x-l=0 

32. x 3 + 7x 2 + 18x+ 18 = 0 

33. x 3 - 3X 2 + 3x - 2 = 0 

34. 2x 3 -8x 2 + 9x-9=0 

35. x 4 + x 3 + 7X 2 + 9x - 18 = 0 

36. x 5 + x 3 + 8X 2 + 8 = 0 [Sugerencia: factorice mediante 
agrupacion.] 

37-44 a Determine la factorizacion completa del polinomio. 

37. P(x) = x 3 + 27 38. P(x) = x 4 - 625 
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39. P(x) = x 6 + 7X 3 - 8 40. P(x) = x s + 3x , + 2x 

41. P(x) =x 3 -x-6 

42. P(x) = 2x s + 7a 2 + 12x + 9 

43. P(x)=x 4 -x 3 + 7x 2 -9x-18 

44. P( x) = x 4 -2x 3 -2x 2 -2x-3 


51. (a) Demuestre que 2i y 1 - i son soluciones de la ecuacion 
x 2 - (1 + i)x + (2 + 2i) = 0 

pero que sus complejos conjugados -2f y 1 + i no lo son. 
(b) Explique por que el resultado del inciso (a) no viola el 
teorema de las rafces conjugadas. 


45-48 a Utilice la regia de los signos de Descartes para determi- 
nar cuantos ceros reales positivos, reales negativos e imaginarios 
puede tener un polinomio. 

45. P(x) = 3x 4 + 2x s + x 2 + 5 

46. Q(x) = 2x 4 - 4x i + x 2 - 5x + 12 

47. R(x) - 6X 5 -x 4 - 5x-2 

48. S(x) = x 6 + x 4 - 3x > - x 2 + 10 

49. Segun el teorema de los ceros, toda ecuacion polinomial de 
grado n tiene exactamente n soluciones (incluyendo posible- 
mente algunas repetidas). Algunas de estas pueden ser reales 
y otras imaginarias. Utilice una calculadora grafica para deter- 
minar cuantas soluciones reales y cuantas imaginarias tiene 
cada una de las ecuaciones siguientes. 

(a) x* — 2x? - llx 2 + 12x = 0 

(b) x 4 -2x 3 -llx 2 + 12x-5=0 

(c) x 4 - 2X 3 - llx 2 + 12x + 40 = 0 

50-52 a Hasta ahora hemos trabajado solamente con polinomios 
que tienen coeficientes reales. Estos ejercicios incluyen polino¬ 
mios con coeficientes reales e imaginarios. 

50. Determine todas las soluciones de la ecuacion. 

(a) 2x + 4i = 1 (b) x 2 -ix = 0 

(c) x 2 + 2£x —1=0 (d) ix 2 - 2x + i = 0 


52. (a) Determine el polinomio con coeficientes reales del grado 
mas pequeno posible para el cual i y 1 + i sean ceros, y en 
el cual el coeficiente principal sea 1. 

(b) Obtenga el polinomio con coeficientes complejos del 
grado mas pequeno posible para el cual i y 1 + i sean 
ceros, y en el cual el coeficiente principal sea 1. 



DESCUBRIMiENTO • ANALISIS 


53. Polinomios de grado impar El teorema de las rafces 
conjugadas dice que los ceros complejos de un polinomio 
con coeficientes reales se presentan en pares conjugados. 
Explique como este hecho prueba que un polinomio con 
coeficientes reales y grado impar tiene por lo menos un 
cero real. 


54. Raices de la unidad Existen dos rafces cuadradas de 1, es 
decir, 1 y -1. Estas son las soluciones de x 2 = 1. Las rafces 
cuartas de 1 son las soluciones de la ecuacion x 4 = 1, o 
x 4 - 1 = 0. ^.Cuantas rafces cuartas de 1 existen? Deter- 
mfnelas. Las rafces cubicas de 1 son las soluciones x 3 = 1, 
ox 3 - 1 =0. ^Cuantas rafces ciibicas de 1 existen? Deter- 
mfnelas. ^De que manera determinaria las rafces sextas de 
1 ? ^.Cuantas existen? Haga una conjetura sobre el numero 
de rafces de orden n de 1. 



donde P y Q son polinomios; suponemos que estos no tienen ningun factor en comun. 
Las funciones racionales no estan definidas para aquellos valores de x en los cuales el 
denominador Q(x) es cero. La grafica de una funcion racional queda determinada de 
manera importante por su forma en las cercanfas de estos valores de x. Empezamos 
graficando una funcion racional muy simple. 
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Para numeros reales positivos 


1 

NUMERO GRANDE 


= Numero pequeno 


- - -= NUMERO GRANDE 

Numero pequeno 


EJEMPLO 1 ■ Funcion racionai simple 

/ \ 1 

Trace la grafica de la funcion racional r(x) = —. 

SOLUCION La funcion r no esta defmida para x = 0. Las tablas que siguen muestran 
que cuando x es cercano a cero, el valor de I r(x) I es grande, y mientras mas cerca 
este x de cero mas grande se hara I r(x) I. 



Describimos este comportamiento diciendo que “r(x) se acerca a infinite* negativo 
cuando x tiende a cero por la izquierda” y “r(x) se acerca a infinite) cuando x tiende a 
cero por la derecha”. En sfmbolos escribimos 

r(x) —> — oo cuando x —■* 0 _ y r(x) —» o° cuando x —■* 0 + 

Decimos que x - 0 es una asmtota vertical de la funcion r. 

Las siguientes dos tablas muestran el comportamiento de la funcion r conforme 
I x I se hace grande. 




Estas tablas muestran que cuando I x I se hace grande, el valor de r(x) se acerca cada 
vez mas a cero. Describimos esta situacion en sfmbolos escribiendo 

r(x) -» 0 cuando x -* - °° y r(x) -* 0 cuando x -* oo 

Decimos que la recta y = 0 es una asmtota horizontal de la funcion r. Utilizando la 
informacion dada por estas tablas y graficando algunos puntos adicionales, obtenemos 
la grafica de la figura 1. * 

EJEMPLO 2 ■ Grafica de una funcion racional 

x 1 

Trace la grafica de la funcion racional s(x) = ———. 

SOLUCION 1 La funcion no esta defmida para x — 2, por lo que primero determina- 
mos la grafica de la funcion para valores de x cercanos a 2. 
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1 




x -» 2 


X 

y 

1 

0 

1.5 

-1 

1.9 

-9 

1.95 

-19 

1.99 

-99 

1.999 

-999 


x^2 + 


X 

y 

3 

2 

2.5 

3 

2.1 

11 

2.05 

21 

2.01 

101 

2.001 

1,001 


Vemos en la primera tabla que cuando x tiende a 2 por la izquierda, los valores de y 
decrecen sin limite. En sfmbolos 


y -*■ _ 00 cuando x —* 2 “y se acerca a infinito negativo cuando 

x tiende a 2 por la izquierda” 


La segunda tabla muestra que cuando x tiende a 2 por la derecha, los valores de y 
crecen sin lfmite. En sfmbolos 


j -» oo cuando x —» 2 + “y se acerca a infinito cuando x tiende 

a 2 por la derecha” 


Por lo tanto la grafica de y = r(x) tiene cerca de x = 2 la forma que se muestra en la 
figura 2. 

Ahora examinaremos el comportamiento de la funcion cuando x se hace mas 
grande en valor absolute (tanto para x negativa como positiva). 

X -* - 00 x -> oo 


X 

y 

-10 

0.8750 

-100 

0.9898 

-1,000 

0.9990 

-10,000 

0.9999 


X 

y 

10 

1.0833 

100 

1.0098 

1,000 

1.0010 

10,000 

1.0001 


Cuando I x I se hace mas grande, los valores de y se acercan a 1. Esto significa que 
la grafica de y = r(x) se acercara a la recta horizontal y = 1 cuando x aumente o dis- 
minuya sin lfmite. Expresamos lo anterior diciendo que “y tiende a 1 cuando x tiende a 
infinito o a infinito negativo” y escribimos 


y —» 1 cuando x —* oo y y —» l cuando x —* — °° 

Esto significa que podemos completar la grafica de y = r(x) como se muestra en la 
figura 3. 


SOLUCiON 2 Utilizando division larga, vemos que 


1 


FIGURA 3 


s(jt) = 1 + 


x — 2 
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Esto significa que la grafica de s es simplemente la de la funcion r del ejemplo 1 des- 
plazada hacia arriba 1 unidad y 2 unidades hacia la derecha. Asf, obtenemos la grafica 
de la figura 3 a partir de la grafica de la figura 1, simplemente desplazandola horizon- 
talmente y despues verticalmente. ss 

En el ejemplo 2 presentamos la notacion descrita en el recuadro siguiente. 


NOTACION DE FLECHAS i| 

Simbolo 

Significado 

x —> a~ 

x tiende a a por la izquierda 

x^a + 

x tiende a a por la derecha 

X —* — 0C 

x pasa a infinito negativo; esto es, x decrece sin lfmite 

X 30 

x pasa a infinito; esto es, x crece sin limite 


La recta x = 2 se llama as'mtota vertical de la grafica de la figura 3, y la recta y = 1 
es una as'mtota horizontal. Hablando de manera informal, una asfntota de una funcion es 
una recta a la que la grafica de una funcion se acerca cada vez mas conforme se recorre 
la recta en cualquier direction. Formalmente establecemos las definiciones siguientes. 



En el ejemplo siguiente mostramos un procedimiento general para determinar las 
asmtotas horizontales y verticales y graficar funciones racionales. 


EJEMPLO 3 ■ Grafica de una funcion racional 


Trace la grafica de la funcion racional r(x) = 


lx 2 + lx — 4 
x 2 + x — 2 


SOLUCION Factorizamos el numerador y el denominador, obtenemos las intersec- 
ciones y asmtotas y esbozamos la grafica. 


Factorice: 


K*) = 


( 2x - 1)(jc + 4) 
(x — l)(x + 2) 


Una fraccion es 0 si y solo si su numera¬ 
dor es 0. 


Intersecciones en jc: Estas son los ceros del numerador, a: = \ y x = -4. 
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Interseccion en y: Para determinar esta, sustituimos x = 0 en la forma original de la 
funcion: 


r(0) = 


2(0 ) 2 + 7(0) = 4 
( 0) 2 + ( 0 ) — 2 



La interseccion en y es 2. 

Asintota horizontal: Esta (en caso de que exista) es el valor al que se acerca y 
cuando x -> ±<x>. Para determinar este valor dividimos tanto el numerador como el 
denominador entre la potencia mas elevada de x que se encuentra en el denominador 
(en este caso, x 2 ). 

, „ lx 2 + lx - 4 x 2 

”-’■(*)= ^2 + ^-2 'T 

X 2 


„ 7 4 

2 + X X 2 
„ 1 2 
1 + x~7 


i 

X 

4/x 2 

1 1° 
100 

1,000 

10,000 

0.04 

0.0004 

0.000004 

0.00000004 


1 

tiende a 0 


Cualquier expresion de la forma c/x n se acerca a 0 cuando x -* ±oo (si n > 0). La tabla 
al margen ilustra lo anterior para el termino 4/x 2 . Asi, cuando x —» ±oo ; tenemos 

„ 7 4 

2 H- y 

x x 2 2 + 0 — 0 

* , 1 2 1 + 0-0 

1 + w 

Por tanto, la asintota horizontal es y = 2. 

Asmtotas verticales: Estas se presentan donde el denominador es 0, esto es, donde 
la funcion no esta definida. Asf, de la forma factorizada las asmtotas verticales son 
x = 1 y x = -2. 


Comportamiento cerca de las asmtotas verticales: Es necesario que sepamos si 
y — »oooy—»-ooal lado de cada asintota vertical. Para determinar el signo de y para 
valores de x cercanos a las asmtotas verticales, utilizamos valores de prueba. Por 
ejemplo, conforme x —» 1 _ , usamos un valor de prueba cercano y a la izquierda de 1 
(digamos, x = 0.9) para verificar si y es positiva o negativa a la izquierda de x = 1: 


(2(0.9) - 1)((0.9) + 4) 
y ~ 7(0.9 - 1)((0.9) + 2) cu 7° sl g noes 


( + )( + ) 

(-)(-) 


(negativo) 


Asi, y —> oo conforme x -* 1 . Por otra parte, conforme x —> 1 + , utilizamos un valor 
de prueba cercano y a la derecha de 1 (digamos x- 1.1), para obtener 


_ (2(1.1) - 1)((1-1) + 4) 

J ((1.1) - 1)((1.1) + 2) 


( + )( + ) 
( + )( + ) 


cuyo signo es 


(positivo) 
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Por lo tanto y —» oo cuando x —» 1 + . Los demas valores de la tabla siguiente se calcu- 
lan de manera similar 


Cuando x - > 

-2~ 

—2 + 

I' 

1 + 

, (2x - 1)(* + 4) 

el signo de y es asi y = , es 

(jc — l)(jt + 2) 

(-)( + ) 
(-)(-) 

(-)( + ) 
(-)( + ) 

( + )( + ) 
(-)( + ) 

( + )( + ) 

( + )( + ) 

asi v 

— X 

CC 

— CC 

CC 


Valores adicionales: Grafica: 


X 

y 

-6 

0.93 

-3 

-1.75 

-1 

4.50 

1.5 

6.29 

2 

4.50 

3 

3.50 



A continuation se da un resumen del procedimiento a seguir al graficar funciones 
racionales. 


DIBUJO DE GRAFICAS DE FUNCIONES RACIONALES 

1. FACTORIZACION. Factorice el numerador y el denominador. 

2. INTERSECCIONES. Obtenga las intersecciones en x determinando los ceros 
del numerador, y la intersection en y a partir del valor de la funcion enx = 0. 

j 3. ASINTOTAS VERTICALES. Obtenga las asmtotas verticales determinando 
! los ceros del denominador, y entonces vea si y —^»oooy-»-°°a cada lado de 

! toda asmtota vertical. 

i 

| 4. ASINTOTA HORIZONTAL. Determine la asmtota horizontal (si hubiera 

i alguna) dividiendo tanto el numerador como el denominador entre la potencia 
| mas elevada de x se encuentre en el denominador, y despues haciendo que 
| x —* ±°o. 

5. TRACE LA GRAFICA. Grafique la informacion obtenida en los cuatro 
primeros pasos. Despues trace tantos puntos adicionales como sea necesario 
I para obtener el resto de la grafica de la funcion. 
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Tres formas de una 
funcion racional 

Para determinar la intersection en y de 
una funcion racional, utilizamos In forma 
original de la funcion. 


Note que al llevar a cabo el analisis utilizamos tres formas de la ecuacion que define 
a la funcion racional. En el ejemplo 3 la forma original 


r(x) = 


2x 2 +lx-4 
x 2 + x — 2 


facilmente nos dio la interseccion en y, r(0) = (—4)/(—2) = 2. La forma factorizada 


Para determinar la intersecciones en x y 
las asintotas verticales, utilizamos la for¬ 
ma factorizada de la funcion. 


r(x) = 


(2x - l)(jt + 4) 
(x — 1 )(jc + 2) 


nos dio las intersecciones en x \ y -4 y las asmtotas verticales x = 1 y x = -2. Final- 
mente la forma de fraccion compuesta 


Para determinar la asfntota horizontal, 
utilizamos una forma de fraccion com¬ 
puesta de la funcion. 


r(*) = 



nos da que la asfntota horizontal es y = | = 2 . 

Podemos determinar si una funcion racional r(x) = P(x)/Q(x) tiene una asfntota hori¬ 
zontal considerando los grados del numerador y del denominador. Si los grados de P y 
de Q son iguales (digamos ambos «), entonces dividiendo el numerador y el denomi¬ 
nador entre yd vemos que la asfntota horizontal es 


_ coeficiente principal de P 
' coeficiente principal de Q 

como vimos en el ejemplo 3. El recuadro siguiente resume el procedimiento para deter¬ 
minar las asmtotas. 


ASINTOTAS DE LAS FUNCIONES RACIONALES 


Sea 


r(x) 


a n x n + a n -\* n 1 + 


+ apt + a 0 


b m x m + 1 + • • • + b^x + b 0 


una funcion racional. 


1. Las asmtotas verticales son las rectas x = a, donde a es un cero del deno¬ 
minador. 

2. (a) Si n < m, entonces r tiene asfntota horizontal y = 0. 

(b) Si n = m, entonces r tiene asfntota horizontal y = —. 

b m 

(c) Si n > m, entonces r no tiene asfntota horizontal. 
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EJEMPLO 4 @ Grafica de una funcion racional. 

x 

Trace la grafica de la funcion racional r(jc) = —j 


SOLUCiON 

Factorice: 


x — 2 

(x - 1)(* + 1) 


Interseccion en jc: 2, a partir de x - 2 = 0 

0-2 

Interseccion en y: 2, porque r(0) = —- = 2 


Asfntota horizontal: y = 0, puesto que el grado del numerador < al grado del 
denominador 


Asmtotas verticales: x = 1 y* = -l,a partir de los ceros del denominador 
Comportamiento cerca de las asintotas verticales: 


Cuando x —» 

r 

r 

-i + 

-1- 

, . ' j r x — 2 

(-) 

(-) 

(-) 

(-) 

ei signo ae y es asi y — , .. . _ N es 

(jc-1)(jc + 1) 

( + )( + ) 

(-)( + ) 

(-)( + ) 

(-)(-) 

asi y -* 

~ 00 

00 

00 

— 00 


Valores adicionales: 


Grafica: 


x 

J’ 

-2 

-1.33 

-0.5 

3.33 

0.5 

2 

1.5 

-0.4 

3 

0.125 

4 

0.133 

5 

0.125 



FIGURA 5 


m 


De la grafica de la figura 5, vemos que contrariamente a un error de conception 
comun , la grafica puede intersectar una asintota horizontal. 


EJEMPLO 5 ■ Graficacion de una funcion racional 


Trace la grafica de la funcion racional r{x) = 


Jt 2 ~ 3x - 4 
2X 2 + 4x 
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SOLUCION 

„ . . (x + l)(x - 4) 

2x(x + 2) 

Intersecciones en x: -1 y 4, a partir dex+l=0yx-4 = 0 

Intersection en y: Ninguna, porque r(0) no esta defmido 

Asintota horizontal: y = \ , porque el grado del numerador es igual al del de- 
nominador y 

coeficiente principal del numerador 1 

coeficiente principal del denominador 2 

Asintotas verticales: x = 0 y x = -2, a partir de los ceros del denominador 
Comportamiento cerca de las asintotas verticales: 


Conforme x —> 

-2~ 

-2 + 

o- 

0 + 

... , (x + l)(x - 4) 

el signo de y es asi y =--- es 

2x(x + 2) 

(-)(-) 

(-)(-) 

(-)(-) 
(-)( + ) 

( + )(-) 
(-)( + ) 

( + )(-) 

( + )( + ) 

asi y -» 

CC 

— 00 

00 

— CO 


Valores adicionales: Grafica: 


X 

y 

-3 

2.33 

-2.5 

3.90 

-0.5 

1.50 

1 

-1.00 

3 

-0.13 

5 

0.09 



jgg ASINTOTAS INCLINADAS 

Si r(x) = P(x)/Q(x) es una funcion racional en la cual el grado del numerador es uno 
mas que el del denominador, podemos utilizar el algoritmo de la division para expresar 
la funcion en la forma 


r(x) = ax + b + 


R(x) 

GW 


donde el grado de R es menor que el de Q y a ^ 0. Esto significa que cuando x —* ±°o, 
R(x)/Q(x) -»■ 0 por lo que para valores grandes de I x I la grafica de y = r(x) se acerca a 
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la grafica de la recta y— ax + b. En esta situation decimos que y — ax + b es la as into- 
ta inclinada o la asmtota oblicua. 

EJEMPLO 6 ■ Una funcion racional con una asintota inclinada 

— 4x — 5 

Trace la grafica de la funcion racional r(jt) =--—. 

SOLUCION Puesto que el grado del numerador es uno mas que el del denominador, 
la funcion tiene una asmtota inclinada. Dividiendo x 2 - 4x - 5 entre x-3 obtenemos 

r(x)=x-l-^ 

por lo que la asmtota inclinada es la recta y = x — 1. La recta x = 3 es una asmtota ver¬ 
tical, y resulta facil ver que r(x) —» - oo cuando x —» 3 + y r(x) —» oo cuando x -* 3~. 
Factorizando el numerador original para r da 


X - 1 

x - 3)x 2 - 4x — 5 
JT - 3x 
-x-5 
-x + 3 
-8 


r ( x ) ~ 


(x + 1)0 - 5) 
x 3 


por lo que las intersecciones en x son -1 y 5, y la interseccion en y es § . Trazando las 
asfntotas, las intersecciones y los puntos adicionales que se listan en la tabla podemos 
completar la grafica como se muestra en la figura 7. 


X 

y 

-2 

-1.4 

1 

4 

2 

9 

4 

-5 

6 

2.33 



ggi USO DE DISPOSITIVOS DE GRAFICACION 
PARA GRAFICAR FUNCIONES RACIONALES 

Hasta ahora hemos considerado unicamente asfntotas horizontales e inclinadas como 
comportamientos finales de funciones racionales. En el siguiente ejemplo graficamos 
una funcion que se comporta como una parabola para valores grandes de I x I. 




368 


CAPfTULO 6 POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES 


x 2 _ 

x - 2)x 3 - 2X 2 + Ox = 3 


x 3 - 2x 2 


3 


EJEMPLO 7 a Comportamiento final de una funcion racional 
Grafique la funcion 


/(•*) = 


x 3 - lx 2 + 3 
x — 2 


en rectangulos de visualizacion apropiados a fin de mostrar la asmtota vertical y 
determinar su comportamiento final. 


SOLUCION Primero graficamos la funcion en un rectangulo de visualizacion an- 
gosto para observar la asmtota vertical. La funcion no esta defmida cuando x = 2, 
por lo que elegimos el rectangulo de [-4,4] por [-20,20] y obtenemos la grafica de 
la figura 8(a). La funcion tiene la interseccion x en -1, la asmtota vertical x = 2 y un 
punto minimo local con coordenadas aproximadas (2.74,11.56). Para determinar el 
comportamiento final, intentamos un rectangulo mas grande, en este caso [-30,30] 
por [-200,200]. En la grafica de la figura 8(b) la asmtota vertical ha desaparecido 
practicamente, y la grafica se parece a una parabola. Para ver por que es asf, dividi- 
mos el numerador entre el denominador de/y escribimos el resultado en la forma 
cociente-residuo: 




A*) = 


FIGURA 8 

x 3 - 2x 2 + 3 
x — 2 


20 



FIGURA 9 

jc 3 -2x 2 + 3 


y y = x 2 




-20 -200 


(a) 


(b) 


Cuando I x I es grande, 3/(x - 2) es pequeno; esto es 3/(x - 2) -* 0 cuando x —> ±oo. 
Esto significa que para I x I grande, la grafica de/estara cerca de la correspondiente a 
y = x 1 . Por lo tanto, el comportamiento final de la funcion/es parecido al de la 
parabola y = x 2 . 

En la figura 9 las graficas dcy = (X s -lx 2 + 3)/(x - 2) y y = x 2 se muestran en el 
rectangulo de [-8, 8] por [-5,20]; observamos que ambas estan muy cerca por todos 
lados excepto en la cercama de la asmtota vertical. B 


Las funciones racionales ocurren con frecuencia en las aplicaciones cientfficas del 
algebra. En el siguiente ejemplo analizamos la grafica de una funcion correspondiente 
a la teorfa de la electricidad. 
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EJEMPLO S s Resistencia electrica 

Cuando dos resistores de resistencias /?, y R 2 estan conectados en paralelo, su resis¬ 
tencia combinada R esta dada por 


R _ ^1^2 

Suponga que un resistor fijo de 8 ohms esta conectado en paralelo con un resistor 
variable, como se muestra en la figura 10. Si la resistencia del resistor variable es x, 
entonces la resistencia combinada R es una funcion de x. Grafique R y de una inter- 
pretacion ffsica de la grafica. 



FIGURA 10 


8 ohms 

-A/WV 




SOLUCION Sustituyendo R l = 8 y R 2 = x en la formula obtenemos la funcion 


*(*) = 


8x 

8 + x 


Dado que la resistencia no puede ser negativa, esta funcion tiene un significado ffsico 
solo cuando x > 0. La grafica de la funcion se muestra en la figura 11(a) usando el 
rectangulo de visualization [0,20] por [0,10]. La funcion no tiene asfntota vertical 
cuando x queda restringida a valores positivos y la resistencia combinada R aumenta 
conforme la resistencia variable x aumenta. Si ensanchamos el rectangulo a [0,100] 
por [0, 10], obtenemos la grafica de la figura 11(b). Para * grandes, la resistencia 
combinada R se nivela, acercandose mas y mas a la asfntota horizontal R = 8. No 
importando lo grande que pueda llegar a ser x, la resistencia combinada nunca es 
mayor de 8 ohms. 
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IS EJERCICIOS 



1-4 a Determine las intersecciones en x y en y de la funcion dada. 
x - 6 2 


i. y = 


3- y = 


a: + 1 


a 2 — 2* — 15 


2- y = 

4- y = 


At — 2 
X 2 + 10 

2a: 


5-6 b A partir de la grafica, determine las intersecciones en x y 
en y, asi como las asintotas verticales y horizontal. 


6 . 




7-16 h Determine todas las asintotas (incluyendo las verticales, 
horizontal e inclinada). 


7- y = 


9- y = 


x + 3 


jc 2 — At — 6 
6 


8. y = 

10. y - 


3a: + 3 
a: — 3 

2a: — 4 
x 2 + 2a: + 1 


11 . y = - 

a: 2 + 2 


13. y = 


x 2 + 2 
jc — 1 


12 . = ^-1)^-2 ) 
(a: - 3)(x - 4) 


x 3 + 3 a: 2 

14 - y = -5—7- 

JC — 4 


2a: 3 - x 2 - 8 a: + 4 6x' 

!5. y = --——- 16. y = — 


x + 3 


AT — 3 


17-38 h Determine las intersecciones y las asintotas, y despues 
trace la grafica de la funcion racional. 


25. y = 

27. y = 

29. y = 

31. y = 

33. y = 

35. y = 

37. y = 



18 



-3) 2 



4x + 8 



+ 

1 

1) 

(* 

-l)(x + 

2) 

(x 

+ l)(x - 

3) 

x 2 

— 2a: + 1 


X 2 

+ 2x + 1 


2x 2 

1 + lOx - 

12 


x 2 + x — 6 

x 2 x 6 
x 2 + 3x 

3x 2 + 6 
x 2 - 2x - 3 


26. y = 

28. y = 

30. y = 


x — 2 

(* + l) 2 

x — 9 

(x + 3)(x - 1) 

2x(x + 4) 

(x - l)(x - 2) 

4x 2 


32. y = — 

x 2 — 2x — 3 


34. y 


2jc 2 4- 2jc — 4 
jc 2 + x 


jc 2 + 3jc 


38. y 


5x 2 + 5 
x 2 + 4x + 4 


39-46 ■ Determine la asintota inclinada, las asintotas verticales y 
trace la grafica de la funcion. 


39. y = 


x — 2 


40. y = 


x 2 + 2x 
x - 1 


x 2 — 2x — 8 3x — x' 

41. y =- 42. y = 


43. y = 


x 2 + 5x + 4 
x — 3 


2x -2 
x 3 + 4 

44= 2x 2 + x — 1 


45. y = 


x 3 + x 2 
x 2 -4 


46. y = 


2x 3 + 2x 
x 2 - 1 


4 

18. y = 

9 

47. /(*) = 

x — 2 

x + 3 

_ x- i 

20. y = 

x + 9 

48. Xx) = 

x — 2 

x 3 

1 

i 

22. y = 

2x + 6 

49. X*) = 

x + 2 

- 6x + 3 

2x - 4 

24. y = 

JC 

50. ftx) = 

X 

2x — 4 


jgS 47-50 ■ Grafique la funcion racional/ y determine todas las 
asintotas verticales. Despues, grafique fy g en un rectangulo de 
visualizacion suficientemente grande para mostrar que tienen 
el mismo comportamiento final. 

2X 2 + 6x + 6 

, g(x) = 2x 


x + 3 

- x 3 + 6X 2 - 5 
x 2 — 2x 

x 3 - 2X 2 + 16 
x — 2 

4 


(x-1) 2 


g(x) = -X + 4 
g(x) = x 2 

g(x) = 1 - x 2 
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jjg 51-54 a Grafique la funcion racional y determine todas las asin- 
mtas verticales, intersecciones en x y en y, todos los extremos lo¬ 
cales, correctos a el decimal mas proximo. Despues use la division 
larga para obtener un polinomio que tenga el mismo comporta- 
miento final que la funcion racional, y grafique ambas en un rec- 
tangulo de visualizacion suficientemente grande para verificar que 
los comportamientos finales del polinomio y de la funcion 
racional son iguales. 


51. y 


2x? — 5x 
2x + 3 


52. y = 


x 4 - 3x 3 + x 2 - 3x + 3 
jc 2 — 3x 


53. y 



54. y 



55. En este capftulo hemos adoptado la regia convencional de que 
en las funciones racionales, el numerador y el denominador no 
tienen un factor comun. En este ejercicio consideramos la gra- 
fica de una funcion racional que no satisface esta regia. 
Demuestre que la grafica de 


r(x) = 


3X 2 - 3x - 6 
x~ 2 


es la recta y = 3x + 3 con el punto (2,9) eliminado. [Sugeren- 
cia: Factorice. ^Cual es el dominio de r?] 


56-59 ■ Grafique la funcion racional, utilizando el metodo del 
ejercicio 55. 


56. y = 


x 2 + x - 20 
x + 5 


57. y = 


2X 2 — jc — 1 

x 1 


58. y 


x l ~3x + 2 
x 2 — 4x + 4 


59. y 


2x 2 -5x-3 
x 1 — 2x — 3 


Suponga que la camara tiene un lente de 55 nun (F = 55). 

(a) Exprese y como una funcion de x y grafique la funcion. 

(b) iQue le ocurre a la distancia de enfoque y conforme el 
objeto se aleja del lente? 

(c) ^Que le ocurre a la distancia de enfoque y conforme el 
objeto se acerca al lente? 

61. La poblacion de conejos de la granja del seiior Jenkins se 
comporta de acuerdo con la formula 

3,000/ 
t + 1 

donde t 5= 0 es el tiempo (en meses) desde el principio 
del ano. 

(a) Trace la grafica de la poblacion de conejos. 

(b) iQue pasa finalmente con la poblacion de conejos? 



62. Despues de inyectar cierto medicamento en un paciente, se 
supervisa la concentracion c de la droga en la sangre. En el 
momenta 7 5= 0 (en minutes desde el momenta de la inyec- 
cion), la concentracion (en mg/1) esta dada por 


BS 60. Para que una camara con un lente de longitud focal fija F 

enfoque sobre un objeto que esta a una distancia jc del lente, 
la peltcula debe estar colocada a una distancia y por detras del 
lente, donde F, x y y se relacionan de la forma siguiente 




c(i) = 


30/ 

t 2 + 2 


(a) Trace la grafica de la concentracion de la medicina. 

(b) ^Que ocurre finalmente con la concentracion de la me¬ 
dicina en la sangre? 

®63. A un paciente se le administra una medicina y se monitorea la 
concentracion de la tnisma en la corriente sangumea. En el 
momenta t 3= 0 (en horas desde la administracion de la droga), 
la concentracion (en mg/1) esta dada por 


c(r) = 


5 1 

{■ + 1 


Grafique la funcion c utilizando un dispositivo graficador. 

(a) ^Cual es la concentracion de medicina mas elevada alcan- 
zada en la corriente sangumea del paciente? 

(b) iQue le ocurre a la concentracion de la medicina despues 
de un largo periodo? 
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(c) /Cuanto tiempo pasa para que la concentration sea raenor 
de 03 mg/1? 

jg| 64. Suponga que se dispara un cohete hacia anriba desde la super- 
ficie de la tierra con una velocidad initial v (medida en m/s). 
Entonces la altura maxima h (en metros) alcanzada por el 
cohete esta dada por la funcion 


h(v) = 


Rj 

2gR~f 


donde R = 6.4 x 10 6 m es el radio de la tierra y g = 9.8 m/s 2 
es la aceleracion debida a la gravedad. Utilice un dispositivo 
de graficacion para obtener la grafica de la funcion h (note 
que tanto h como v deben ser positivas, por lo que el rectan- 
gulo de visualization no necesita contener valores negativos). 
/Que es lo que representa fi'sicamente la asmtota vertical? 


observador que si el tren estuviera en reposo, porque las 
crestas de las ondas sonoras se han comprimido acercandose. 
Este fenomeno se conoce como efecto Doppler. La frecuencia 
observada P es una funcion de la rapidez v del tren y esta 
dada por 


E(v) = 



donde P 0 es la frecuencia real del silbato en la fuente y 
Sq = 332 m/s es la rapidez del sonido en el aire. Suponga 
que un tren tiene un silbato de frecuencia P 0 = 440 Hz. 
Grafique la funcion y = P(v) utilizando un dispositivo de 
graficacion. /Como se interpreta ffsicamente la asmtota ver¬ 
tical de esta funcion? 




DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


66. Planteamiento de una funcion rational a partir de sus 
asintotas. Proporcione un ejemplo de una funcion racional 
que tenga una asmtota vertical x = 3. Ahora de un ejemplo de 
una que tenga una asmtota vertical x = 3 y asmtota horizontal 
y = 2. Ahora de un ejemplo de una funcion racional con asrn- 
totas verticales x = 1 y x = —1, asmtota horizontal y = 0 e 
intersection en x igual a 4. 


67. Una funcion racional sin asintotas. Explique como puede 
saber (sin hacer la grafica) que la funcion 


r(x) = 


x 6 + 10 
x 4 + 8x> + 15 


|H 65. Conforme un tren se mueve hacia el observador (vease la 
figura), la frecuencia de su silbato suena mas agudo para el 


no tiene intersection en x, ni asintotas horizontal, verticales o 
inclinada. /Cual es su comportamiento terminal?. 
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REPASO 


REVISI6N DE CONCEPTOS 


1. (a) Describa la ecuacion que define un polinomio P de grado n. 

(b) iQue quiere decir que c es un cero de PI 

2. Trace graficas mostrando los comportamientos finales posibles 
de los polinomios de grado impar y par. 

3. iQue pasos seguirfa para graficar un polinomio a mano? 

4 . (a) ^Que quiere decir un punto maximo local o un punto 

nirnimo local de un polinomio? 

(b) ^Cuantos extremos locales puede tener un polinomio de 
grado n? 

5. Enuncie el algoritmo de la division e identifique dividendo, 
divisor, cociente y residuo. 

6. ^Como funciona la division sintetica? 

7. (a) Escriba el teorema del residuo. 

(b) Escriba el teorema del factor. 

8. (a) Escriba el teorema de los ceros racionales. 

(b) iQue pasos seguirfa para determinar los ceros racionales 
de un polinomio? 

9. Escriba la regia de los signos de Descartes. 

10. (a) iQu6 significa decir que a es una cota inferior y b es una 
cota superior para los ceros de un polinomio? 

(b) Escriba el teorema de las cotas superior e inferior. 


11 . (a) ^Que es un numero complejo? 

(b) ^Cuales son las partes real e imaginaria de un numero 
complejo? 

(c) ^Cual es el complejo conjugado de un numero complejo? 

(d) ^Cual es el modulo de un numero complejo? 

(e) ^Como suma, resta, multiplica y divide numeros com- 
plejos? 

12. (a) Escriba el teorema fundamental del algebra. 

(b) Escriba el teorema de la factorization completa 

(c) iQue significa decir que c es un cero de multiplicidad k 
de un polinomio P? 

(d) Escriba el teorema de los ceros. 

(e) Escriba el teorema de la rafces conjugadas. 

13. (a) ^Que es una funcion rational? 

(b) ^Que significa decir que x = a es una asfntota vertical 
de y =f[x)? 

(c) /.Como localiza una asfntota vertical? 

(d) £Que significa decir que y = b es la asfntota horizontal 
de y =j{x)l 

(e) ^Como localiza la asfntota horizontal? 

(f) f,Que pasos seguirfa para trazar la grafica de una funcion 
rational a mano? 

(g) tBajo que circunstancias una funcion rational tiene asfn¬ 
tota inclinada? Si existe, ^como la determina? 


EJERCICIOS 


1-6 a Grafique el polinomio. Muestre claramente todas las inter- 


secciones en x y en y. 


00 

+ 

r? 

1 

II 

2. y = 32 - 2x 4 

UJ 

II 

1 

V 

II 

1 

K> 

1 

8 s 


5. y = x 3 - 5X 2 - 4x + 20 

6. y = x 4 -9x 2 


de todos los extremos locales, correctamente a el decimal mas 
proximo. Describa el comportamiento terminal de la funcion. 

7. y = 2x 3 +x 2 - 18*-9 

8. y = x 4 - 8X 2 + 16 

9. y = x 5 6 + x 2 - 5 10. y = 3.x 5 + x 4 - Ax 

11-18 e Determine el cociente y el residuo. 


7-10 ® Utilice un dispositivo de graficacion para graficar el poli¬ 
nomio. Determine las intersecciones en x y en y y las coordenadas 


x 3 — x 2 + x — 11 

11 . 


x 4 + 30x + 12 

12 . 


x — 3 


2x + 6 
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x 3 — x 2 — Ux + 6 
x 2 + 2x-5 

x s - 3x 4 + 3x 3 + 20x - 6 
x 2 + 2x — 6 

x 4 - 25X 2 + 4x + 15 
x + 5 

2X 3 — jc 2 — 5 


x 4 + x 3 — 2X 2 — 3x — 1 


15x-7 

18 . - 

5x + 12 

19-20 * Determine el valor indicado del polinomio utilizando el 
teorema del residuo. 

19. P(x) = 2x? - 9X 2 - 7x + 13; determine P{ 5) 

i 

20. Q(x) = x 4 + 4a 3 + lx 1 + lO.r + 15; determine Q(- 3) 

21. Demuestre que \ es un cero del polinomio 

2x 4 + * 3 -5x 2 + 10*-4 

22. Utilice el teorema del factor para demostrar que x + 4 es un 
factor del polinomio 

x 5 + 4x 4 - T* 3 - 23JC 2 + 12* + 12 

23. ^Cual es el residuo cuando el polinomio 
x 500 + 6X 201 - x 2 - 2x + 4 se divide por x - 1? 

24. <^Cual es el residuo cuando x 101 - x 4 + 2 se divide entre 
*+ 1? 

25-26 * Liste todas las rafces racionales posibles (sin verificar 
que lo sean), y despues determine el numero posible de rafces 
reales positivas y negativas utilizando la regia de los signos de 
Descartes. 

25. x 5 - 6X 3 - x 2 + 2x + 18 = 0 

26. 6x 4 + 3X 3 + x 2 + 3x + 4 = 0 


27-36 ■ Evalue la expresion y escriba el resultado en la 
forma a + bi. 


27. (3 - 5f) - (6 + 40 
29. (2 + 70(6 - 0 


28. (-2 + 30 + ( 2 - 0 
30. 3(5 - 2r) j 



2-3 i 

2 + i 

31. 


32. - 


2 + 3 i 

4 — 3i 

33. 

i 45 

34. (3 -i) 3 


35. (1 - V^3 )(2 + V^4 ) 36. V^5 ■ V - 20 

37. Obtenga un polinomio de grado 3 con un coeficiente constante 
12 y con ceros —|, 2 y 3. 

38. Obtenga un polinomio de grado 4 con coeficientes enteros y 
ceros 3 i y 4, siendo 4 un cero doble. 

39. ^Existe un polinomio de grado 4 con coeficientes enteros que 
tenga ceros i, 2 i, 3 i y 4i7; de ser asf encuentrelo. De lo contra- 
rio explique por que. 

40. Pruebe que la ecuacion 3x 4 + 5X 2 + 2 = 0 no tiene rafces 
reales. 

41-50 s Determine todas las rafces racionales, irracionales e ima- 
ginarias (y diga cuales son sus multiplicidades). Utilice la regia de 
los signos de Descartes, el teorema de las cotas superior e inferior, 
la formula cuadratica y otras tecnicas de factorizacion para ayu- 
darse siempre que sea posible. 

41. x 3 - 3X 2 - 13x + 15 = 0 

42. 2x 3 + 5x 2 -6x-9 = 0 

43. x 4 + 6X 3 + 17* 2 + 28x + 20 = 0 

44. x 4 + 7X 3 + 9X 2 - 17x - 20 = 0 

45. x 5 — 3x 4 — x 3 + llx 2 - 12x + 4 = 0 

46. x 4 = 81 

47. x 6 = 64 

48. 18x 3 + 3x 2 -4x-1 =0 

49. 6x 4 - 18X 3 + 6X 2 - 30x + 36 = 0 

50. x 4 + 15* 2 + 54 = 0 

gS 51-54 ■ Utilice un dispositivo de graficacion para determinar 
todas las soluciones reales de la ecuacion. 

51. 2X 2 = 5x + 3 

52. x 3 +x 2 - 14x - 24 = 0 

53. x 4 -3x 3 -3x 2 -9x-2 = 0 

54. x 5 = x + 3 

55-60 * Grafique la funcion racional. Muestre claramente todas 
las intersecciones en x y en y y todas las asfntotas. 


55. y = 


3x — 12 


(x + 2) 2 
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57. y 

59. y 


x — 2 

x 2 - 2x - 8 

x 2 — 9 
2x 2 + 1 


58. y 


2x 2 - 6x - 7 
x — 4 


60. y 


X 1 + 27 
jc + 4 


63. y = 


x 3 + 8 


64. y = 


x 2 — x — 2 "" jc+1 

65. (a) Demuestre que -1 es una rafz de la ecuacion 
2jc 4 + 5.x 3 + x + 4 = 0 


I® 61-64 ■ Utilice un dispositivo de graficacion para analizar la 
grafica de la funcion racional. Obtenga todas las intersecciones en 
x y en y, las asmtotas verticales, horizontal e inclinada y las coor- 
denadas de los extremos locales. Si la funcion no tiene asmtota 
horizontal o inclinada, obtenga un polinomio que tenga el mismo 
comportamiento final que la funcion racional. 


61. y = 


x — 3 
2x + 6 


62. y 


2x — 7 
x 2 + 9 


(b) Utilice la informacion del inciso (a) para demostrar que 
lx 2 + 3X 2 - 3x + 4 = 0 no tiene una rafz positiva real. 
[Sugerencia: compare los coeficientes de este polinomio 
con su tabla de division sintetica del inciso (a)]. 

66. Determine las coordenadas de todos los puntos de interseccion 
de las graficas de 

y = x 4 + x 2 + 24x y y = 6x* + 20 








EXAMEN 


1. Grafique la funcion P(x) = x 3 - x 2 - 9x + 9, mostrando claramente todas las intersecciones 
enxyenji. 


2. Utilice la division sintetica para determinar el cociente y el residuo cuando x 4 
2x + 5 se divide por x-2. 


3. Supongaque P(x) = 2x 4 - lx 3 + x 2 + lx- 3. 

(a) Liste todos los posibles ceros racionales de P. 

(b) Determine la factorization completa de P. 

(c) iCuales son los ceros de P? 


4. Evalue y escriba su respuesta en la forma a + bi 


5. Determine todas las rafces reales y complejas de la ecuacion x 4 + x > - lx 2 -6x~ 4 = 0 


6. Suponga que 


(a) Explique por que un entero par nopuedeser un posible Un cero de ninguno de estos 

tres polinomios. ...7'9 

(b) : iTiene R algdn cero real? ^Por qu6 si o por qut no? 

(c) ^Cuantos ceros reales tiene Q1 ^Por qut? 

(d) Demuestre que P no tiene un cero racional. 


7. Obtenga un polinomio de cuarto grado con coeficientes enteros que tenga ceros 1+ 2/ 
y l,siendo 1 de multiplicidad 2. 


Suponga que P(x) = 2x 4 - 17a 3 + 53.x 2 - 72* + 36 

(a) Utilice la regia de los signos de Descartes para determinar cuantas rafces reales 
positivas y negativas pudiera tener la ecuacion P(x) = 0. 

(b) Demuestre que 9 es una cota superior para las rafces reales de P(x) = 0 pero por sf 
misma no es una rafz. 


9. Considere las cuatro funciones racionales siguientes: 


- 2 - xr + 4 ' " ' X + 2 v / x 2 — 25 

(a) ^.Cual de estas cuatro funciones. racionales tiene una asfntota horizontal? 

(b) ^Cual de estas funciones tiene asfntota inclinada?. 

(c) i,CUal de estas funciones no tiene asfntotas verticales?. 

(d) Grafique y = u(x), mostrando claramente cualquier asfntota y las intersecciones en 
en y que pudiera tener la funcion. 



10. Escoja un rectangulo de visualizacion apropiado y grafique la ecuacion siguiente. 
Determine todas sus intersecciones en x y sus extremos locales, correctamente a dos 
dccimalcs: 




FUNCIONES 

TRIGONOMETRICAS 



Las funciones trigonometricas son importantes 
en la topograffa, navegacion y astronomfa, 
donde se utilizan para encontrar las distancias a 
las estrellas cercanas como tambien para 
descubrir fenomenos periddicos. 


La trigonometrfa comprende la ciencia de las magnitudes en ondulacion 
continua... 


AUGUSTUS DE MORGAN 










La trigonometrfa es una de las ramas mas versatiles de las matematicas. Desde su inven¬ 
tion en el viejo mundo, ha sido importante tanto en aplicaciones teoricas como practicas. 
En los tiempos modemos se ha aplicado en campos tan diversos como el procesamiento 
de senales en la industria telefonica, la codification de musica en reproductores de discos 
compactos, la determination de las distancias a las estrellas, el diseno de sistemas de na- 
vegacion en el transbordador espacial, la production de rastreos CAT para uso medico y 
muchos otros. Es una herramienta indispensable para los ingenieros electricistas, los fisi- 
cos, los cientificos de la computation y practicamente para todas las ciencias. 

El poder y la versatilidad de la trigonometrfa provienen del hecho de que puede consi¬ 
derate de dos maneras diferentes. Una de ellas define la trigonometrfa como el estudio 
de funciones de numeros reales; la otra, como el estudio de funciones de angulos. Las 
funciones trigonometricas definidas en estas dos formas son identicas: asignan el mis- 
mo valor a un numero real dado (en el segundo caso, el numero real es la medida de un 
angulo). 


i 



CIRCULO UNITARIO 


En esta seccion examinamos algunas propiedades del tirculo de radio 1 centrado en el 
origen, propiedades que tambien se utilizaran en la seccion siguiente para definir las 
funciones trigonometricas. 



FIGURA 1 
Circulo unitario 


CIRCULO UNITARIO 


El cfrculo unitario es un tirculo de radio 1 centrado en el origen del piano xy 
(ve£se la figura 1). Su ecuacidn es 

x 2 + y 2 = 1 


EJEMPLO 1 B Un punto en el circulo unitario 


Demuestre que el punto 



esta en el circulo unitario. 


SOLUCION Necesitamos demostrar que este punto satisface la ecuacion del circulo 
unitario, esto es, x 2 + y 2 = 1. Puesto que 



P esta en el circulo unitario. 


EJEMPLO 2 ■ Localizacion de un punto en el circulo unitario 

El punto P(V3/2, y). esta en el circulo unitario en el cuadrante IV. Determine su coor- 
denada y. 


SOLUCION Puesto que el punto esta en el circulo unitario, tenemos 
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Dado que el punto esta en el cuadrante IV, y su coordenada debe ser negativa, 

y=-\- m 


« PUNTOS TERMINALES EN EL CIRCULO UNITARIO 

Suponga que t es un numero real. Marquemos una distancia t a lo largo del circulo unita- 
rio. Empezando en el punto (1, 0) y moviendonos en direccion opuesta a las maneci- 
llas del reloj si t es positiva, o en direccion de las manecillas si t es negativa (figura 2). 
De esta manera llegamos a un punto P(x,y ) en el circulo unitario. El punto P(x,y ) asi 
obtenido se conoce como el punto terminal determinado por el numero real t. 



(a) Punto terminal P(x,y) determinado (b) Punto terminal P(x,y ) determinado 

FIGURA 2 por r>0 porf<0 

La circunferencia del circulo unitario es C — 2tt(1) = 2tt. Entonces, si un punto 
empieza en (1, 0) y se mueve contra las manecillas del reloj alrededor de todo el 
circulo unitario y vuelve a (1,0), recorre una distancia igual a 277. Para mo verse la 
mitad de la distancia alrededor del circulo, recorre una distancia \ (2 77 ) = rr. Para 
moverse una cuarta parte de la distancia alrededor del circulo, recorre una distan¬ 
cia | (2 tt) - 77/2 ^Donde queda el punto cuando recorre estas distancias alrededor 
del circulo? A partir de la figura 3 vemos, por ejemplo, que cuando se mueve una 
distancia 7r empezando desde (1,0), su punto terminal es (-1, 0). 



FIGURA 3 

Puntos terminates determinados por t = f, 7r,^,y 2tt 
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EJEMPLO 3 s Determination de puntos terminales 

Obtenga el punto terminal en el circulo unitario determinado por cada uno de los si- 
guientes numeros reales t. 

37r 5 t 7 

(a) t = 3ir (b) { ~ (c) t - ~ — 

SOLUCION De la figura 4 obtenemos lo siguiente. 

(a) El punto terminal determinado por 3 tt es (-1,0). 



FIGURA 4 


(b) 


Supongamos que P es el punto terminal determinado por 37r/4 y que Q sea el 
punto termi n al determinado por 7r/4. De la figura 4(b) vemos que el punto P 
tiene las mismas coordenadas que Q excepto por el signo. Puesto que P esta en el 


cuadrante II, su coordenada x es negativa y su coordenada y es positiva. Asi, el 
punto terminal es P( — V2/2, V2/2) . 


(c) 


Supongamos que P es el punto terminal determinado por -5 irl6 y Q el punto 
terminal determinado por 77/6. De la figura 4(c), vemos que el punto P tiene las 
mismas coordenadas que Q excepto por el signo. Dado que P esta en el cua¬ 


drante III, sus coordenadas son ambas negativas. Asi, el punto terminal 
es P{ — V3/2, — 5 ). 


B 


Observe que diferentes valores de t pueden determinar el mismo punto terminal. 

El punto P(x,y) determinado por t = n/4 esta a la misma distancia desde (1,0) que 
desde (0,1) a lo largo del circulo unitario (vease la figura 5) 



Puesto que el circulo unitario es simetrico respecto a la recta y - x, se deduce que P esta en 
la recta y = x. Por lo tanto, P es el punto de interseccion en el primer cuadrante del circulo 
x 2 + y 2 = ly de la recta y-x. Sustituyendo x por y en la ecuacion del circulo obtenemos 
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EL VALOR DE 7r 


El numero 7T es la razon entre la cir- 
cunferencia y el diametro de un circu¬ 
it). Desde la antigiiedad se sabfa que 
esta razon cs la misma para todos los 
cfrculos. El primer esfuerzo sistemati- 
co para determinar una aproximacion 
numerica para tt lo llevo a cabo 
Arquimedes (circa 240 a.C.), quien 
demostro que ^ < tt < al deter¬ 
minar los perimetros de polfgonos 
regulares inscritos y circunscritos a un 
circulo. 



Aproxiniadamente eh el ano 480 d. 
C., el ffsico chino Tsu Ch’urig dio la 
aproximacirin 

“3.141592 ... 

que es conccta hasta seis decimalcs, y se 
cPriseiyd cpmo la cstimacidn mas prcci- 
sa de 7r hasta que el matcmatico neerlan- 
des Adrianus Romanus (1593) utilizd 
polfgonos con mas de mil milloncs de la- 
dos para calcular a ircomxtamenle has- 
m 15 decimalcs. En cl siglo xvu, los ma^ 
teiriaticqs em^ezaipn a utilizar scries in- 
finltas asx como identrdades tngonorae- 
tricas en la busqueda de tt. El ingles Wi- 
lliams Shanks pasd 15 anos (1858-1873) 
usando esos mdtptlps para calcular n 
hasta 707 decimales, pero en 1946 se 
descubno que sus calculos estaban equi- 
vocados a paxtir del decimal numero 
528. Hoy en dxa con la ayudade lascom- 
putadoras ha sido posible determinar 
tt correctamente con miles e incluso 
raijlones de decixnales. En 1991, David 
y Gregory Chudnovsky utilizaron su 
computadora de escritorio especialmente 
disenada para determinar los primeros 
2,160 millones de dfgitos de 7r(el record 
de ese momento). E) record actual es 
propiedad de Jonathan y Peter Borwein 
de Simon Fraser University, y de Yasuma- 
sa Kanada de la Universidad de Tokio, 
quienes en 1995 caleularon el valor de tt 
hasta 4,294,967,286 decimales. 


jc 2 + x 1 = 1 
lx 1 = 1 




Reduzca terminos semejantes 
Divida por dos 

Extraiga rafces cuadrad;is 


Puesto que P esta en el primer cuadrante x = 1 / V2 


v p.n Hp 






V2 V5\ 
2 ’ 2 / 


Para obtener los puntos terminales determinados por t = tt/6 y t = tt/3 se pueden utilizar 
metodos similares (veanse los ejercicios 49 y 50). La tabla 1 y la figura 6 dan los pun¬ 
tos terminales para algunos valores especiales de t. 


Tabla 1 



EL NUMERO DE REFERENCIA 

De los ejemplos anteriores vemos que para determinar un punto terminal en cualquier 
cuadrante solamente necesitamos conocer el punto terminal “correspondiente” en el 
primer cuadrante. Se presenta un procedimiento para determinar dichos puntos termi¬ 
nales utilizando la idea del numero de referenda. 


Supongamos que t es un numero real. El numero de referenda t asociado con t 
es la distancia mas corta, a lo largo del circulo unitario, entre el punto terminal 
determinado por t y el eje x. 


La figura 7 muestra que para obtener el numero de referencia t es util saber en que 
cuadrante se encuentra el punto terminal determinado por t. 
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FIGURA 7 

El numero de referenda t para t. 





EJEMPLO 4 a Determinacion de numeros de refereneia 

Obtenga el numero de referenda determinado por cada uno de los siguientes numeros 
reales t 


(a) t 


Stt 


(b) t = 


7 77 


(c )t= - 


llT 


(d) f = 5.80 


6 v 7 4 v 3 

SOLUCION De la figura 8 obtenemos los numeros de referenda como sigue 

577 


(a) t = 77 

(c) / = 77 


6 

277 


77 

6 

77 

T 



777 77 

T " T 


(b) t = 277 

(d) f = 2 t7 - 5.80 - 0.48 



USD DE LOS NUMEROS DE REFERENDA PARA ENCONTRAR 
PUNTOS TERMINALES 

Para obtener el punto terminal P detenninado por cualquier valor de t, se realizan 
los pasos siguientes: 

1. Obtenga el numero de refereneia t. 

2. Obtenga el punto terminal Q(a,b ) determinado por t. j 

3. El punto terminal determinado por t es P(±a, ±b), donde se seleccionan los 

| signos de acuerdo con el cuadrante en el cual se encuentra este punto terminal. 

| _| 


EJEMPLO 5 s Uso de los numeros de referenda para determinar puntos terminafes 
Obtenga el punto terminal determinado por cada uno de los siguientes valores de t. 
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(a) t = 


5l7 


... Itt 
(b) t = — 

4 


(c) t = 


2tt 

T 


SOLUCION Los numeros de referenda asociados con estos valores de t se determi- 
naron en el ejemplo 4. 

(a) El numero de referenda es 7 = -rr/6, lo que determina el punto terminal (V3/2, ') 
de la tabla 1. Puesto que el punto terminal determinado por t esta en el cuadrante 
D, su coordenada x es negativa y su coordenada y es positiva. Asf, el punto termi¬ 
nal deseado es 



(b) El numero de referencia es t = ir/4, que determina el punto terminal 
(V2/2, V2/2) de la tabla 1. Puesto que el punto terminal esta en el cua¬ 
drante IV, su coordenada x es positiva y su coordenada y es negativa. Asf, el 
punto terminal deseado es 

fr-¥) 

(c) El numero de referencia 1 = tt/ 3 determina el punto terminal (| ,V3/2) de la 
tabla 1. Puesto que el punto terminal determinado por t esta en el cuadrante III, 
sus coordenadas son negativas. Asf, el punto terminal deseado es 




■ 


En vista de que la circunferencia del cfrculo unitario es 2-it, el punto terminal deter- 
minado por t es el mismo que el determinado por t + 2irot- 2 -it. En general, podemos 
sumar o restar 27rcualquier numero de veces sin cambiar el punto terminal determina¬ 
do por t. En el siguiente ejemplo utilizamos esta observacion para determinar puntos 
termmales para t grandes. 


EJEMPLO 6 ■ Determination del punto terminal para t grande 

Obtenga el punto terminal determinado por t = ——. 

6 

SOLUCION Puesto que 


2977 577 


vemos que el punto terminal de t es el mismo que el de 577/6 (esto es, restamos 477). Por 
lo tanto, segun el ejemplo 5(a) el punto terminal es ( - V3/2, \ ). m 
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1-4 a Demuestre que el punto dado esta en el circulo unitario 

i .(hi) 2. e^) 

3. (-l,2V~2/3) 4. 

5-10 * El punto P esta en el circulo unitario. A partir de la infor¬ 
mation dada, determine P(x,y). 

5. La coordenada x de P es | y P esta en el cuadrante I. 


27. Suponga que el punto terminal determinado por t es el punto 
(§, |) en el circulo unitario. Obtenga el punto ter min al deter¬ 
minado por cada uno de los siguientes. 

(a)ir-t (b )-r (c>7r + l (d)2 ir+t 

28. Suponga que el punto terminal determinado por t es el punto 
( 5,2 V2/3) en el circulo unitario. Obtenga el punto terminal 
determinado por cada uno de los siguientes. 

(a)-t (b)4ir+/ (c)ir-r (d)r-7r 


6. La coordenada y de P es — } y P esta en el cuadrante DDL 

7. La coordenada x de P es § y la coordenada y es negativa. 

8. La coordenada x de P es positiva y la coordenada y es 

- V5/5 

9. La coordenada x de P es V 2/3 y P esta en el cuadrante IV. 

i , 

10. La coordenada jc de P es — f y P esta en el cuadrante II. 


11-16 a Senale en el circulo unitario la position aproximada del 
punto terminal del arco cuya longitud es el numero real t dado 
[como siempre, el punto initial del arco es (1,0)]. Determine el 
cuadrante en el cual esta este punto terminal. 


TT 

11 . t = — 
8 


12 . 



11 

13. t - - 

9 


7T 


14. r = 4 


29-32 ■ Determine el numero de referencia para cada valor de 1 . 


5 IT 

29. (a) t = — 

4 

Itt 

(b) t = — 

3 

4-7T 

(0'=-T 

TT 

(d) t = - 
6 

5 TT 

30. (a) t = — 

7 

9tt 

(b> 1 ~ -T 

(c) t = 3S5 

(d) t = -2.9 

11 7T 

31. (a) / =-— 

1 371 

(b )t = — 

6 

7 ir 

<c) ' = T 

Sir 

(d) t = - — 
6 

32. (a) r = 3 
(0 / = -3 

(b) t = 6 
(d) r = -6 
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45-48 a Use la figura para obtener el punto terminal determinado 
por el numero real t, con coordenadas correctas a un decimal. 

45. t = 1 46. t = 2.5 

47. r = —1.1 48.7 = 4.2 


P satisfacen la ecuacion 2 y = Vx 2 + (y — l ) 2 . Simplifique 
esta ecuacion usando el hecho de que x 2 + y 2 = 1 . Resuelva la 
ecuacion simplificada para determinar P(x,y). 




50. Determination del punto terminal para Ahora que ya 
conoce el punto terminal determinado por t = 77 -/ 6 , use la si- 
metrfa para obtener el punto terminal determinado por t = tt/3 
(vease la figura). Explique su razonamiento. 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


49. Determination del punto terminal para ir /6 Suponga que el 
punto terminal determinado por t = 77-/6 es P(x,y) y que los 
puntos Q y R son como se muestra en la figura. ^Por que son 
iguales las distancias PQ y PR1 Use este hecho, ademas de la 
formula de la distancia, para demostrar que las coordenadas de 




MEDICION DE ANGULOS 


Un angulo AOB consta de dos rayos y R 2 con un vertice comun O (vease la figura 1). 
A menudo interpretamos un angulo como la rotacion del rayo R, hacia el R 2 . En este 
caso a R t se lo llama lado inlcial, y a R 2 lado terminal del angulo. Si el sentido de 
rotacion es contrario a las manecillas del reloj, el angulo se considera positivo, y si 
la rotacion es en el sentido de las manecillas se lo considera negativo. 

O lado initial 

/O - 


lado terminal 


R, 




Angulo negativo 
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FIGURA 2 


FIGURA 3 

Medidas en radianes 



Medida de 0= 1 rad 
Medida de 0 = 57.296 


FIGURA 4 


_y MEDIDA DE UN ANGULO 

La medida de un angulo es “cuanto” debe girar R { alrededor del vertice para que coin- 
cida con R 2 . Intuitivamente, se trata de la “abertura” del angulo. Una unidad de me- 
dicion de angulos es el grado. Para que un angulo mida 1 grado debe hacerse girar el 
lado inicial jgg de un giro completo. En el calculo y en otras ramas de las matematicas, 
se utiliza un metodo mas natural de medir los angulos: la medida en radianes. La aber¬ 
tura de un angulo se mide a lo largo del arco de cfrculo unitario con centro en el ver¬ 
tice del angulo. 


Medida 
de den 
radianes 


DEFINICION DE LA MEDICION EN RADIANES 


Si se traza un cfrculo de radio 1 con el vertice del angulo como su centro, en- 
tonces la medida de este angulo en radianes (abreviado rad) es la longitud del 
arco que subtiende dicho angulo (vease la figura 2). 


La circunferencia del cfrculo de radio 1 es 2ir y, por tanto, un giro completo mide 
2 it rad, un angulo liso * mide tt rad y un angulo recto ** ir/2 rad. Un angulo subtendido 
por un arco de longitud 2 en un cfrculo unitario mide, en radianes, 2 (vease la figura 3). 






Dado que un giro completo medido en grados es 360° y medido en radianes es 
2tt rad, obtenemos la siguiente conversion entre estos dos metodos de medicion de 
angulos. 


180° = tt rad 


1 rad 


(?)' 


1. Para convertir grados a radianes, multiplique por 

2. Para convertir radianes a grados, multiplique por 


1° = rad 

180 


180 

180 

IT 


Para tener una idea del tamano de un radian, observe que 


1 rad = 57-296° y 1° = 0.01745 rad 


* El angulo que conesponde a medio giro (N. del R. T.) 

** El angulo que corresponde a un cuarto de giro (N. del R. T.). 
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1 

(a) 


FIGURA 5 

Angulos en position estandar 


_J ANGULOS EN POSICION ESTANDAR 

Un angulo esta en posicion estandar o normal si se traza en el piano xy con su vertice 
en el origen y su lado inicial sobre el eje x positivo. La figura 5 da ejemplos de angu- 
los en posicion estandar. 





Dos angulos en posicion estandar son coterminales si sus lados coinciden. En la fi¬ 
gura 5 los angulos en (a) y en (c) son coterminales. 


EJEMPLO 1 B Angulos coterminales 


Encuentre angulos que sean coterminales con el angulo 9 = 30° en posicion estandar. 
SOLUCION 

Para encontrar angulos positivos coterminales con 9 les sumamos cualquier multiplo 
de 360°. Entonces 

30° + 360° = 390° y 30° + 720° = 750° 

son coterminales con 9- 30°. Para encontrar angulos negativos coterminales con 9 
les restamos cualquier multiplo de 360°. Por lo tanto, 

30° - 360° = -330° y 30° - 720° = -690° 

son coterminales con 9. Vease la figura 6. 


FIGURA 6 



81 LONGITUD DE UN ARCO CIRCULAR 

Un arco cuya medida en radianes es 6 esta subtendido por un arco que es la fraccion 
9/(2tt) de la circunferencia de un circulo. Por lo que, en un cfrculo de radio r, la longi- 
tud s de un arco que subtiende el angulo 9 (vease la figura 7) es 
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FIGURA 7 

i = Or 


s = — x (circunferencia del circulo) 

277 


2ir 


(2t7t) = dr 



En un circulo de radio r, la longitud s de un arco que subtiende un angulo cen¬ 
tral de 8 radianes es 


s- dr 


A1 resolver en funcion de 8, obtenemos la siguiente formula 



r 


que nos permite definir la medicion en radianes usando un circulo de cualquier radio r: 
la medida en radianes de un angulo 8 es s/r, donde s es la longitud del arco del circulo 
de radio r que subtiende a 8 (vease la figura 8). 


FIGURA 8 

La medida en radianes de 8 es el numero 
de “radios” que contiene el arco que sub¬ 
tiende a 0; de ahi el termino radian. 



EJEMPIO 2 a Longitud del arco y medida del angulo 

(a) Encuentre la longitud del arco de un circulo con radio 10 m que subtiende un 
angulo central de 30°. 

(b) Un angulo central 8 en un circulo de radio igual a 4 m esta subtendido por un 
arco de longitud igual a 6 m. Obtenga la medida de 6 en radianes. 


SOLUCION 

(a) 30° = tt/6 rad. Por lo que la longitud del arco es 


E83 La formula s = r6 es verdadera solo 
cuando ffesui medido en radianes. 

(b) Segun la formula 8 - s/r, tenemos 


s — r8— (10) 


7 T 


577 


m 
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FIGURA 9 

A=\r 2 d 


_J AREA DE UN SECTOR CIRCULAR 

El area de un cfrculo de radio r es A = tit 2 . Un sector de este cfrculo con un angulo cen¬ 
tral 9 tiene un area que es la fraction 6/(2tt) del area del circulo (vease la figura 9). Por 
lo que el area de este sector es 

9 

A — — x (area del cfrculo) 

2-it 

9 , 1 . 

= 2 ^ = 1 ^ 


Area de un sector circular 


En un cfrculo de radio r, el area A de un sector con un angulo central de 9 ra- 
dianes es 

A=}t 2 9 


EJEMPLO 3 b Area de un sector 


Determine el area de un sector de cfrculo con angulo central de 60° si el radio del 
cfrculo es de 3 m. 


SOLUCION Para usar la formula del area de un sector de cfrculo, debemos encontrar 
el valor en radianes del angulo central del sector: 60° = 60(ir/180) rad = it/3 rad. 
Entonces, el area del sector es 


«9S La formula A = | r 2 6 es cierta solo 
cuando 6>esta medido en radianes. 




4. -30° 5. 45° 6. -80° 


7-12 b Determine la medida en grados del angulo con la medi- 
cion dada en radianes. 


7. 


Itt 

2 



9. 2 


10. 1.5 




16-19 ■ Se dan las medidas de dos angulos en posicion estandar. 
Determine si los angulos son coterminales. 


16. 

i* 

o 

o 

330° 

17. 70°, 

430° 


57 T 

17ir 



18. 

— 

— 

19. 155°, 

875' 


6 ’ 

6 




20-26 ■ Encuentre un angulo entre 0° y 360° que sea coterminal 
con el angulo dado. 


20. 361° 

13-15 a Se da la medida de un angulo en posicion estandar. En¬ 
cuentre dos angulos positivos y dos negativos que sean cotermi- 22. 1270° 

nales con el angulo dado. 


21. 2223° 
23. -800° 
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28. Obtenga el angulo 6 de la figura. 



29. Encuentre el radio r del circulo de la figura 



30. Determine la longitud de un arco que subtiende un angulo 
central de 45° en un circulo de 10 m de radio. 

31. ^Cual es la longitud de un arco que subtiende un angulo cen¬ 
tral de 2 rad en un circulo de 2 tnillas? 

32. Un angulo central 6 en un circulo de radio 5 m esta subtendi- 
do por un arco de longitud de 6 m. Determine la medida de 6 
en grados y en radianes. 

33. Un arco de 100 m de longitud subtiende un angulo central 6 
en un circulo de 50 m de radio. Determine la medida de 6 en 
grados y en radianes. 

34. Un arco de circulo de longitud de 3 pies subtiende un angulo 
central de 25°. Determine el radio del circulo. 

35. Encuentre el radio del circulo si un arco de 6 m de longitud 
subtiende un angulo central de ir/6 rad. 

36. ^Cuantos giros dara una rueda de automovil de 30 pulgadas de 
diametro al recorrer el vehlculo una distancia de una milla? 


37. Pittsburgh, Pennsylvania, y Miami, Florida, estan aproxima- 
damente sobre el mismo meridiano La latitud de Pittsburgh es 
40.5°N y la de Miami es 25.5°N. Encuentre la distancia entre 
estas dos ciudades. (El radio de la Tierra es de 3,960 millas.) 



38. Memphis, Tennessee, y Nueva Orleans estan aproximadamente 
sobre un mismo meridiano. La latitud de Memphis es 30° N y 
la de Nueva Orleans es 35°N. Determine la distancia entre estas 
dos ciudades. (El radio de la Tierra es de 3,960 millas.) 

39. Determine la distancia que recorre la Tierra en un dla en su 
trayectoria alrededor del Sol. Suponga que un alio tiene 365 
dlas y que la orbita terrestre alrededor del Sol es un circulo 
con radio de 93 millones de millas. La trayectoria de la Tierra 
alrededor del Sol es de hecho una elipse con el Sol en uno de 
sus focos. Sin embargo, esta elipse tiene una excentricidad 
muy reducida, por lo que es casi circular.] 



40. El matematico griego Eratostenes (aprox. 276-195 a.C.) midio 
la circunferencia de la Tierra a partir de lo siguiente. Noto que 
cierto dia que el Sol brillaba directamente hacia el interior de 
un pozo profundo en Siena (ahora Aswan), al mismo tiempo 
en Alejandrfa, 500 millas hacia el norte (sobre el mismo 
meridiano), los rayos del Sol brillaban haciendo un angulo de 
7.2° respecto al cenit. Utilice esta information y la figura para 
determinar el radio y la circunferencia de la Tierra. (Los datos 
usados en este problema tienen mayor precision que los 
disponibles para Eratostenes.) 


500 millas 


■ 1 . 2 ° 


is 


AlejandriaI 


y B B Siena 




Rayos solares 
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41. Determine la longitud de un arco sobre la superficie terrestre 
que subtiende un angulo central de 1 minuto (1 minuto = ^ 
de grado). Esta distancia se conoce como una milla nautica. 
(El radio de laTierra es de 3,960 millas.) 

42. Determine el area del sector mostrado en la figura. 

(a) (b) 




43. Determine el area de un sector con un angulo central de un 
rad en un circulo de radio de 10 m. 

44. Un sector de circulo tiene un angulo central de 60°. Determine 
el area: del sector si el radio del circulo es de 3 millas. 

45. El area de un sector de circulo con angulo central de 2 rad es 
de 16 m 2 . Determine el radio del circulo. 

46. Un sector de circulo de radio 24 millas tiene un area de 288 
millas 2 . Determine el angulo central del sector. 

47. El area de un circulo es de 72 cm 2 . Determine el area de 
un sector de este circulo que subtiende un angulo central de 
ir/6 rad. 

48. Tres clrculos de radios 1, 2 y 3 pies son tangentes extemos 
entre si, como se muestra en la figura. Determine el area del 
sector circular de radio 1 pie que esta cortado por Ios seg- 
mentos de recta que unen el centra de dicho circulo con 
los centres de los otros dos. 




DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


49. Diferentes maneras de medir anguios La costumbre de 
medir anguios utilizando grados, 360° en un circulo, se 
remonta a la epoca de los babilonios, que usaban un sistema 
numerico sexagesimal. Otro sistema de medir los anguios 
divide el circulo en 400 unidades, conocidas como gradas. En 
este sistema un angulo recto tiene 100 gradas, por lo que se 
ajusta a nuestro sistema numerico de base 10. 

Escriba un ensayo breve comparando las ventajas y desven- 
tajas de ambos sistemas, ademas del sistema de radianes para 
la medicion de anguios. ^Cual sistema prefiere? 

50. Relojes y anguios En una hora, el minutero de un reloj re- 
corre un circulo completo, y la manecilla de las horas se habra 
movido del circulo. lA traves de cuantos radianes se ha- 
bran movido el minutero y la manecilla de las horas desde la 
1:00 P.M. hasta las 6:45 P.M. (del mismo dla)? 





TRIGONOMETRIA DE LOS TRiANGULOS RECTANGULOS _ 

En esta seccion veremos ciertas razones entre los lados de los triangulos rectangulos, 
conocidas como razones trigonometricas, y daremos varias aplicaciones. 


RAZONES TRIGONOMETRICAS 

Considere un triangulo rectangulo que tiene 6 como uno de sus anguios agudos. Las 
razones trigonometricas se definen como sigue (vease la figura 1). 
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FIGURA 1 


mil® 


sen 9 = 


cateto opuesto 
hipotenusa 






cateto adyacente 

cos 9 = ——- 

hipotenusa 


cateto opuesto 

tan 9 =- r - 

cateto adyacente 


^ hipotenusa 

esc 9 =-——-— 

cateto opuesto 


hipotenusa 

sec 9 =--- 

cateto adyacente 


cot 9 — 


cateto adyacente 
cateto opuesto 


Los simbolos que utilizamos para estas razones son abreviaturas de sus nombres com¬ 
pletes: seno, coseno, tangente, cosecante, secante, cotangente. Puesto que cualquier 
par de triangulos rectangulos con un angulo 9 son semejantes, estas razones son 
iguales, independientemente del tamano del triangulo; solo dependen del angulo 9 
(vease la figura 2). 



FIGURA 3 


FIGURA 2 



cos 9 = j 


cos 9 = 


50 ~ 5 


EJEMPLO 1 s Determinacion de razones trigonometricas 
Determine las seis razones trigonometricas del angulo 9 de la figura 3. 


SOLUCION 


sen 9 = 


2 

3 


cos 9- 


^5 

3 


tan 9- 


2 

V5 


3 

esc 9 = — 
2 


sec 9 = 


Vs 


vs 

cot0 = — 


m 


TRIANGULOS ESPECIALES 


Ciertos triangulos rectangulos tienen relaciones que se pueden calcular con facilidad 
partiendo del teorema de Pitagoras. Dado que se utilizan con frecuencia, los mencio- 
namos aqui. 

El primer triangulo se obtiene al dibujar una diagonal en un cuadrado del lado 1 
(vease la figura 4). Segun el teorema de Pitagoras esta diagonal tiene una longitud igual 
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Hiparco (aprox. 140 a.C.) esta consi- 
derado como el fundador de la trigo- 
nometria. Elaboro tablas para una fun- 
cion relacionada con la modema 
funcion seno y la evaluo en angulos a 
intervalos de medio grado. Estan con- 
sideradas como las primeras tablas tri¬ 
gonometricas. Hiparco las utilizo prin- 
cipalmente para calcular las orbitas de 
los planetas a tTaves del espacio. 


| 

3 

i 

\ 

\ 

\ 

i 


a V2 . El triangulo resultante tiene angulos de 45°, 45° y 90° (o lo que es lo mismo, 
it/4, tt/4 y tt/2). Para obtener el segundo triangulo, partimos de un triangulo equilatero 
ABC de lado 2 y dibujamos la bisectriz perpendicular DB de la base, figura 5. Segun el 
teorema de Pitagoras la longitud de DB es V3 . En vista de que DB tambien es bisec¬ 
triz del angulo ABC, obtenemos un triangulo de angulos 30°, 60° y 90° (o lo que es lo 
mismo, it/6, tt/3 y tt/2). 



FIGURA 4 


B 



FIGURA 5 


Ahora podemos utilizar los triangulos especiales de las figuras 4 y 5 para calcular 
las relaciones trigonometricas para angulos de 30°, 45° y 60° (o lo que es lo mismo, 
tt/6, tt/4 y tt/3). Estos valores se listan en la tabla 1. 


Tabla 1 Valores de la relation trigonometrica para angulos especiales. 


6 en grados 

8 en radianes 

sen 8 

cos 8 

tan 8 

esc 8 

sec 8 

cot 8 

30° 

t r 

6 

1 

2 

V3 

2 

V3 

3 

2 

2V3 

3 

V3 

45° 

TT 

J 

V2 

2 

V2 

2 

1 

Vi 

V2. 

1 

60° 

TT 

3 

V3 

2 

1 

2 

V3 

2V3 

3 

2 

V3 

3 


Resulta util recordar estas razones trigonometricas especiales, ya que se presentan a 
menudo. Naturalmente es facil recordarlas si lo hacemos a partir de los triangulos de 
los cuales se obtienen. 

Para determinar los valores de las razones trigonometricas para otros angulos, 
utilizamos una calculadora. Los metodos matematicos (conocidos como metodos 
numericos ) utilizados en la determinacion de las razones trigonometricas estan direc- 
tamente programados en las calculadoras cientfficas. Por ejemplo, cuando se oprime 
la tecla IsinI , la calculadora obtiene una aproximacion al valor del seno del angulo 
dado. Las calculadoras dan los valores de seno, coseno y tangente; las demas rela¬ 
ciones se pueden calcular con facilidad a partir de estas utilizando las relaciones 
reciprocas siguientes: 


1 

1 

1 

CSC t - 

sec t — 

cot t - 

sen t 

cos t 

tan t 
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Aristarco de Samos (310-230 a.C.) 
fue un famoso cienti'fico, rmisico, 
astronomo y geometra griego. En su 
libro Sobre los tamanos y las distan¬ 
ces del Sol y de la Luna , estimo la 
distancia al Sol observando que cuan- 
do la Luna esta exactamente en medio 
creciente es el vertice del angulo recto 
que forma con el Sol y la Tierra. Su 
inetodo es similar al que se describe 
en el ejercicio 49 de esta seccion. 
Aristarco fue el primero en sugerir la 
teorfa de que la Tierra y los planetas 
giran alrededor del Sol, una idea que 
no tuvo plena aceptacion hasta la 
epoca de Copemico, 1,800 afios 
despues. Por esta razon, a menudo se 
lo conoce como “el Copemico de la 
antigiiedad”. 


Usted debera verificar que estas relaciones se obtienen de manera inmediata a partir de 
las defmiciones de las razones trigonometricas. 

Convendremos en que el escribir sen t signified el seno del angulo cuya medida en 
radianes es t. Por ejemplo, sen 1 indica el seno del angulo cuya medida en radianes es 1. 
Cuando utilice la calculadora para encontrar su valor aproximado, ponga su calculado- 
ra en modo radianes; encontrara que 

sen 1 =0.841471 

Si desea encontrar el seno del angulo cuya medida es 1°, ponga su calculadora en el 
modo de grados; usted vera que 


sen 1° = 0.0174524 

EJEMPLO 2 H Uso de calculadora para determinar razones trigonometricas 

Con nuestra calculadora en el modo de grados y con los resultados correctos a cinco 
decimales, encontramos 

sen 17° « 0.29237 sec 88° = —~ 28.65371 

cos 88 


Con la calculadora en modo de radianes y con los resultados correctos a cinco deci¬ 
males encontramos 

1 

cos 1.2 = 0.36236 cot 1.54 = -—- « 0.03081 

tan 1.54 




APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA 
DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS 

Un triangulo tiene seis partes: tres angulos y tres lados. Resolverlo significa determinar 
sus partes de la informacion conocida sobre el triangulo, esto es, encontrar la longitud 
de los tres lados y la medida de los tres angulos. 

La habilidad de resolver triangulos rectangulos utilizando relaciones trigonometri¬ 
cas es fundamental para muchos problemas de navegacion, topograffa, astronomia y 
la medicion de distancias. Las aplicaciones que consideramos en esta seccion siem- 
pre involucran triangulos rectangulos, pero como veremos en las siguientes seccio- 
nes, la trigonometrfa tambien es util en la resolution de triangulos que no son rec¬ 
tangulos. 

Para analizar los siguientes ejemplos, necesitamos cierta terminologia: si un obser- 
vador esta viendo un objeto, entonces la recta del ojo del observador hacia el objeto se 
conoce como linea de vision (vease la figura 6). Si el objeto que se esta observando es¬ 
ta por encima de la horizontal, entonces el angulo entre la linea de vision y la horizon¬ 
tal se conoce como angulo de elevacion. Si el objeto esta por debajo de la horizontal, 
entonces el angulo entre la linea de vision y la horizontal se conoce como angulo de 
depresion. En muchos de los ejemplos y ejercicios de este capitulo, se daran angulos 
de depresion y de elevacion para un observador hipotetico ubicado al nivel del piso. Si 
la linea de vision se refiere a un objeto fisico, como un piano inclinado o la ladera de 
una colina, utilizamos el termino angulo de inclinacion. 
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Tales de Mileto (circa 625-547 a.C.) 
es el legendario fundador de la geo- 
metria griega. Se dice que calculo la 
altura de una columna griega al com- 
parar la longitud de la sombra de su 
baston con la de la columna. Usando 
las propiedades de los triangulos se- 
mejantes, argumento que la razon de 
la altura h de la columna y la altura h ' 
de su baston era igual a la razon de la 
longitud s de la sombra de la columna 
y la longitud s' de la sombra del 
baston: 

h s 

h' s' 

En vista de que tres de estas canti- 
dades son conocidas. Tales pudo cal- 
cular la altura de la columna. 

Segun la leyenda. Tales usd un me- 
todo similar para determinar la altura 
de la Gran Piriimide de Egipto, una 
hazana que impresiono al rey de Egip¬ 
to. Plutarco escribid que “aunque 61 (el 
rey de Egipto) lo admiraba (a Tales) 
debido a otras cosas, particularmente 
le agradaba la forma mediante la cual 
midio la altura de la piramide sin nin- 
gtin esfuerzo o instrumento”. El prin- 
cipio utilizado por Tales, es decir, el 
hecho de que las razones de lados 
correspondientes de triangulos seme- 
jantes son iguales, forma los funda- 
mentos de la trigonometna. 



El ejemplo que sigue da una aplicacion importante de la trigonometna al problema 
de la medicion: medimos la altura de un arbol alto ;sin necesidad de subir a el! Aunque 
el ejemplo es simple, el resultado es fundamental para el metodo de aplicar las razones 
trigonometricas a ese tipo de problemas. 


EJEMPLO 3 B Determinacion de ia altura de un arbol 


Un pino gigante proyecta una sombra de 532 pies de largo. Determine la altura del 
arbol si el angulo de elevacion del Sol es de 25.7°. 


SOLUCION Suponga que la altura del arbol es h. De la figura 7 vemos que 


h 

532 


= tan 25.7° 


Definicion de tangente 


h — 532 tan 25.7° Multiplique por 532 


~ 532(0.48127) — 256 Utilice una calcuiadora 


Por lo tanto, la altura del arbol es de aproximadamente 256 pies. 


FIGURA 7 



EJEMPLO 4 a Un problema que involucra triangulos rectangulos 

Desde un punto sobre el suelo a 500 pies de la base de un edificio, se observa que el 
angulo de elevacion hasta la parte superior del edificio es de 24° y que el angulo de 
elevacion hasta la parte superior del asta de la bandera del edificio es de 27°. 
Determine la altura del edificio y la longitud del asta de la bandera. 

SOLUCION La figura 8 ilustra la situacion. La altura del edificio se encuentra de la 
misma manera que se hizo para la altura del arbol del ejemplo 3. 

h 

^22 = 24° Definicion de tangente 

h = 500 tan 24° Multiplique por 500 

= 500(0.4452) * 223 Utilice una calcuiadora 

La altura del edificio es de aproximadamente 223 pies. Para determinar la altura del 
asta de la bandera, primero calculemos la altura desde el suelo hasta la parte superior 
del asta de la bandera 
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Las etiquetas de tecias Isin " 1 [ o inv | j sin 
significan “seno inverso”. 


k 

500 


= tan 27° 


k = 500 tan 27° = 500(0.5095) = 255 


FIGURA 8 

Para determinar la longitud del asta de la bandera restamos h de k. Por lo que la lon- 
gitud del asta bandera es de, aproximadamente, 255 - 223 = 32 pies. ss 

En algunos problemas es necesario que determinemos un angulo en un triangulo rec- 
tangulo cuyos lados se conocen. Para ello utilizamos la tabla 1 (pagina 394) “a la inver- 
sa”; esto es, encontramos el angulo que tenga la razon trigonometrica especificada. Por 
ejemplo, si sen 6 = \ , ^cual es el angulo 0? De la tabla 1 sabemos que 9 — 30°. Para 
determinar un angulo cuyo seno no aparezca en la tabla utilizamos las tecias Isin 1 lo 
inv | [sin | o Iarcsin [ de una calculadora. Por ejemplo, si sen 9 = 0.8, aplicamos la tecla 
Isin 1 1 para obtener 9= 53.13°, es decir, 0.927 rad. La calculado ra tam bie n da lo s angu- 
los cuyo coseno o tangente son conocidos utilizando las tecias bos -1 o itan~ 1 . 



EJEMPLO 5 a Resolucion de un angulo en un triangulo rectangulo 

Una escalera de 40 pies de largo esta apoyada contra un edificio. Si la base de la 
escalera esta a 6 pies de la base del edificio, ^cual es el angulo formado entre la es¬ 
calera y el edificio? 

SOLUCiON Primero dibujamos un diagrama como el de la figura 9. Si 9 es el angulo 
entre la escalera y el edificio, entonces 

sen 9- ^ = 0.15 


Por lo que 9 es el angulo cuyo seno es 0.15. Para determinar el angulo 9 utilizamos 
una calculadora y la tecla 1sin~*I . Con nuestra calculadora en el modo de grados 
obtenemos 


0 = 8 . 6 ' 
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•13-14 s Exprese a x y a y en funcion de las razones trigonome- 
tricas de 6. 

13. 14. 




15-20 is Dibuje un triangulo que tiene un angulo agudo 6 y 
encuentre las otras 5 razones trigonometricas de 6 . 

15. sen 6 = 1 16. cos 0 = f 

17. cot 6=1 18. tan 6 = V^i 

19. sec 6=1 20. esc 6 = \§ 

21-26 b Evalue la expresion. 

21. sen-1- cos — 22. sen 30° esc 30° 

6 6 

23. sen 30° cos 60° + sen 60° cos 30° 

24. (sen 60°) 2 + (cos 60°) 2 



_li 

32. Utilizando un transportador, dibuje un triangulo rectangulo 
que tenga el angulo agudo de 40°. Mida los lados cuidadosa- 
mente y utilice sus resultados para estimar las seis razones 
trigonometricas de 40°. 

33. El angulo de elevation a la parte superior del Empire State de 
Nueva York, desde una distancia de una milla de la base 

del edificio, se ha determinado que es de 11° sobre el nivel del 
piso. Utilizando esta information determine la altura del 
Empire State. 

34. Un aeroplano que esta volando a una altura de 35,000 

pies tiene a la vista el Arco Gateway, en St. Louis Missouri. 
El piloto desearfa estimar a que distancia esta del Arco 
de Gateway. Encuentra que el angulo de depresion 
respecto a un punto sobre la Tierra debajo del arco es 
de 22°. 

(a) ^Cual es la distancia entre el aeroplano y el arco? 

(b) ^Cual es la distancia entre un punto sobre la Tierra direc- 
tamente por debajo del aeroplano y el arco? 


25. (cos 30°) 2 - (sen 30°) 2 

( TT TT TT TT 

sen — cos-sen — cos — 

3 4 4 3, 


27-30 s Resuelva el triangulo rectangulo. 


35. Un rayo laser debe ser dirigido hacia el centre de la Luna 
pero el rayo se desvia 0.5 grados de su tTayectoria. 

(a) ^Cuanto se ha desviado de su objetivo cuando llegue 
a la Luna? (La distancia de la Tierra a la Luna es de 
240,000 millas.) 

(b) El radio de la Luna es de aproximadamente 1,000 millas. 
^Impactara el rayo sobre la Luna? 



31. Utilice una regia para medir cuidadosamente los lados del 
triangulo y despues utilice sus medidas para estimar las seis 
razones trigonometricas de 6. 


36. Desde la parte superior de un faro de 200 pies de altura, 

el angulo de depresion hasta una barco sobre el oceano es de 
23°. (,A que distancia esta el barco de la base del faro? 

37. Una escalera de 20 pies esta apoyada contra un edificio, de tal 
manera que el angulo entre el piso y la escalera es de 72°. iQue 
altura alcanza la escalera sobre el edificio? 

38. Una escalera de 20 pies esta apoyada contra un edificio. Si la 
base de la escalera esta a 6 pies de la base del edificio, ^cual 
es el angulo de elevation de la escalera? ^Que altura alcanza 
la escalera sobre el edificio? 

39. Un arbol de 96 pies proyecta una sombra de 120 pies de largo. 
^Cual es el angulo de elevation del Sol? 

40. Un cable gufa de 600 pies esta sujeto a la parte superior de 
una torre de comunicaciones. Si el cable forma un angulo 
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de 65° con la Tierra ^Cual es la altura de la torre de comu- 
nicaciones? 

41. Un hombre esta tendido sobre la playa haciendo volar una 
cometa. Sujeta el extremo de la cuerda de la cometa al nivel 
del piso y estima que el angulo de elevation de la cometa es 
de 50°. Si la longitud de la cuerda es de 450 pies, i& que 
altura esta volando la cometa sobre el nivel del piso? 

42. Se debe medir la altura de un acantilado a partir de un punto 
del lado opuesto del no. Determine la altura del acantilado 
partiendo de la information que se da en la figura. 


46. Un globo de aire caliente flota por encima de una carretera 
recta. Para calcular su altura sobre el nivel del piso, los 
aeronautas miden simultaneamente el angulo de depresion 
a 2 postes consecutivos de marcaje de kilometres sobre la 
carretera del mismo lado del globo. Los angulos de de¬ 
presion encontrados son 20° y 22°. i A que altura esta el 
globo? 

47. Para estimar la altura de una montana sobre una llanura, se 
encuentra que el angulo de elevation a la cima de la montana 
es de 32°. Mil pies mas cerca de la montana sobre la llanura 
se determina que el angulo de elevation es de 35°. Estime la 
altura de la montana. 


48. (a) Demuestre que la altura h de la montana de la figura esta 
dada por 


tan fi tan a d 

h-d ---=- 

tan p — tan a cot a — cot fj 


(b) Utilice la formula del inciso (a) para determinar la altura h 
de la montana si a ~ 25°, p ~ 29° y d ~ 800 pies. 



43. Un deposito de agua esta a 325 pies de un edificio (vease 
la figura). Desde una ventana del edificio se observa 
que el angulo de elevation hasta la parte superior del de¬ 
posito es de 39° y el angulo de depresion a la parte inferior 
es de 25°. ^Cual es la altura del deposito? iA que altura esta 
la ventana? 




44. Un aeroplano vuela a una altura de 5,150 pies directamente 
por encima de una carretera recta. Dos automovilistas estan 
manejando automoviles sobre la carretera en lados opuestos 
del aeroplano. Si el angulo de depresion de un automovil es 
de 35° y de 52° el del otro, ^a que distancia estan los auto- 
moviles entre si? 

45. Si ambos automoviles del ejercicio 44 estan a un solo lado 
del aeroplano y si el angulo de depresion a uno de ellos 

es de 38° y al otro de 52°, £a que distancia estan entre si los 
automoviles? 


50. Para determinar la distancia al Sol como en el ejercicio 49, 
fue necesario saber la distancia a la Luna. Existe una forma 
de estimar dicha distancia. Cuando la Luna esta en el cenit 
en un punto A de la Tierra, se la ve en el horizonte desde el 
punto B (vease la figura). Los puntos Ay B estan separados 
6,155 millas y el radio de la Tierra es de 3,960 millas. 


49. Cuando la Luna esta exactamente en medio creciente, la 
Tierra, la Luna y el Sol forman un triangulo rectangulo 
(vease la figura). En ese momento el angulo formado por el 
Sol, la Tierra y la Luna se mide y es de 89.85°. Si la distan¬ 
cia de la Tierra a la Luna es de 240,000 millas, estime la 
distancia de la Tierra al Sol. 
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(a) Determine el angulo 6en grados. 

(b) Estime la distancia del punto A a la Luna 



51. En el ejercicio 40 de la seccion 7.2 se dio un metodo para deter- 
minar el radio de la Tierra. A continuation damos un metodo 
mas modemo para ello: de un satelite que esta 600 millas por 
encima de la Tierra se observa que el angulo formado por la 
vertical y la linea de vision al horizonte es de 60.276°. Utilice 
esta information para determinar el radio de la Tierra. 



52. Para determinar la distancia a estrellas cercanas, se utiliza el 
metodo del paralaje. La idea es determinar un triangulo con 
la estrella en uno de los vertices y con una base lo mas grande 
posible. Para lo anterior se observa la estrella en dos momen- 
tos diferentes exactamente a 6 meses el uno del otro, y se re- 
gistra su cambio de position aparente. De estas dos observa- 
ciones se puede calcular SE 2 (se seleccionan los tiempos 
de tal manera que Z.£j SE 2 sea lo mas grande posible, lo que 
garantiza que AE l OS sea de 90°). El angulo E { SO se conoce 
como el paralaje de la estrella. Alfa Centauri, la estrella 
mas cercana a la Tierra, tiene un paralaje de 0.000211°. 

Estime la distancia a esta estrella. (Tome la distancia de la 
Tierra al Sol como de 9.3 x 10 7 millas.) 



53-56 ■ Determine x correcta a 1 decimal. 


53. 



54. 



55. 



56. 



57. Exprese las longitudes a, b, c, y d de la figura en fermii-os de 
razones trigonometricas de 6. 



W\ DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

58. Triangulos semejantes Si dos triangulos son semej antes, 
ique propiedades comparten? Explique la forma en que esta:. 
propiedades justifican la definicion de las razones trigono- 
metricas, independientemente del tamano del tnaugulo. 
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE NUMEROS REALES 

Una funcion es una regia que asigna a cada numero real otro numero real. En esta sec- 


cion utilizaremos las propiedades del circulo unitario para definir ciertas funciones de 
numeros reales: las funciones trigonometricas. 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 



FIGURA 1 

i 


Relacion de los triangulos 
rectdngulos con la trigonometria 

Si en el pasado ha estudiado la trigono- 
metna de los fndngulbsrectdngulos, pro- 
bableineme si: preguntarf de que forma 
se relacionan el seno y coseno de un 
cmgulo con lo explicado en esta seccioii. 
Las siguientes figuras muestran comp es 
esta relacion. 



(eontinua) 


Recuerde que para determinar el punto terminal P(x,y) para un numero real dado t, nos 
movemos una distancia t a lo largo del circulo unitario, partiendo del punto (1,0). Nos mo- 
vemos en direccion contraria a las manecillas del reloj si t es positivo y en direccion de 
las manecillas del reloj si t es negativo (vease la figura 1). Ahora usamos las coordena- 
das x y y del punto P(x,y) para definir varias funciones. Por ejemplo, definimos la fun¬ 
cion llamada seno asignando a cada numero real t la coordenada y del punto terminal 
P(x,y) determmado por t. Las funciones coseno, tangente, cosecante, secante y cotan- 
gente tambien se definen utilizando las coordenadas de P(x,y). 



Dado que las funciones trigonometricas pueden definirse en terminos del circulo 
unitario, a veces se las llama funciones circulares. 


EJEMPLO 1 @ Evaluacion de funciones trigonometricas 

Determine los valores de las seis funciones trigonometricas del siguiente valor de t. 


7 T 



SOLUCION 

El punto terminal determinado por t = 7 r/3 es P(|, V3/2) . Puesto que las coorde¬ 
nadas son x = \ y y — V3/2 , tenemos que 



En la tabla 1 se listan algunos valores especiales de las funciones trigonometricas. 
Esta tabla se obtiene con facilidad a partir de la tabla 1 de la seccion 7.1, junto con las 
definiciones de las funciones trigonometricas. 
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Segun la defmicibn de tiiangulo 

op PQ P'O' 
hip OP 

y 


sen 0 = -— —~ — 


OP' 


% 


mm 


ally OO OO' 
■ , hip OP OP' 


i' & *' ' 







'0est4rnedido enradianes :^utonceSr' 
■0- t y podcmus escrihir 



Estas son precisamente las dcfinicioncs 
de esta section, pbr lq que arnbas dan 
"valores identicos. 

que entonces estudiar la trigono- 
metria de dos formas distintas? Porque 
diferentes aplicaciones requieren visuali- 
zar las funciones trigonornetricas de ma- 
nera distinta. 


Tabla 1 Valores especiales de las funciones trigonornetricas 


t 

sen t 

cos t 

tan t 

CSC t 

sec t 

O 

_ J 

0 

0 

1 

0 

— 

1 

— 

7T 

"6 

1 

2 

V3 

2 

V3 

3 

2 

2V3 

3 

V3 

77 

4 

V2 

2 

V2 

2 

1 

V2 

V2 

1 

77 

*3 

V3 

2 

1 

2 

V3 

2V3 

3 

2 

V3 
' 3 

77 

2 

1 

0 

— 

1 

— 

0 


Algunas funciones trigonornetricas no pueden definirse para ciertos numeros reales. 
Por esto necesitamos determinar sus dominios. Las funciones seno y coseno estan 
definidas para todos los valores de t. Puesto que las funciones cotarigenic y oosecante 
incluyen a y en el denominador de sus definiciones, no quedan definidas euaudo la 
coordenada y del punto terminal P(x,y) determinado por t es 0. Esto ocurrc ouando t = 
rtTrpara cualquier entero n, por lo que sus dominios no incluyen estos puntos. Las fun¬ 
ciones tangente y sec ante incluyen a x en el denominador de sus definiciones, por lo 
que no estan definidas cuando x = 0, lo cual sucede cuando t = (77/2) + n-rr para 
cualquier entero n. 


DOMINIOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Funcion Dominio 

sen, cos Todos los numeros reales 

j 77 

tan, sec Todos los numeros reales diferentes de — + nir para cualquier 

entero n. 

cot, esc Todos los numeros reales diferentes de /nr para cualquic entero n 




VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


Para calcular otros valores de las funciones trigonornetricas, primero determinamos sus 
signos. Los signos de las funciones trigonornetricas dependen del cuadrante en el cual 
esta el punto terminal de t. Por ejemplo, si el punto terminal P(x,y ) determinado por t 
se encuentra en el cuadrante in, entonces sus dos coordenadas son negativas. Por lo que 
sen t, cos t, esc t y sec t son todas negativas, en tanto que tan t y cot f son positivas 
Puede verificar los demas valores del recuadro siguiente. 
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El siguiente recurso puede ser de utilidad 
para recordar que funciones trigonometri- 
cas son positivas en cada cuadrante: todas 
seno, tangente o coseno. 


y> 


Seno 

Todas 

T angente 

X 

Coseno 


SIGNdS DE 

LAS FUNCIONES TF1IGONOMETF 

ifCAS -l 

. 

Cuadrante 

Funciones positivas 

Funciones negativas 

I 

todas 

ninguno 

n 

sen, esc 

cos, sec, tan, cot 

ni 

tan, cot 

sen, esc, cos, sec 

IV 

cos, sec 

sen, esc, tan, cot 


EJEMPLO 2 @ Determinacion del signo de una funcion trigonometrica 

77 77 

(a) cos — > 0 , puesto que el punto terminal de / = — esta en el cuadrante I. 

(b) tan 4 > 0, puesto que el punto terminal de t = 4 esta en el cuadrante HI. 

(c) Si cos f<0y sen t> 0, entonces t debe estar en el cuadrante II. a 


En la section 7.1 utilizamos el numero de referenda para obtener el punto terminal 
determinado por un numero real t. Puesto que las funciones trigonometricas estan de- 
finidas en terminos de las coordenadas de los puntos terminates, podemos usar el nume¬ 
ro de referencia para obtener valores de las funciones trigonometricas. Suponga que t 
es el numero de referencia correspondiente a t. Entonces el punto terminal de t tiene 
las mismas coordenadas, excepto posiblemente por el signo del punto terminal de t. Asi, 
los valores de las funciones trigonometricas en t son los mismos, excepto posiblemente 
por su signo, que en t . En el siguiente ejemplo ilustramos el procedimiento. 

EJEMPLO 3 « Evaluation de funciones trigonometricas 
Determine el valor de: 


2tt 

cos T 

SOLUCION 

El numero de referencia correspondiente a 2ir/3 es 77/3. Puesto que 277/3 esta en 
el cuadrante II, cos (277/3) es negativo. Por lo tanto. 


277 77 1 

cos — = — cos — = — — 

3 3 2 

f f t 

signo numero de de la 

referencia tab la 1 M 


Hasta ahora hemos podido calcular los valores de las funciones trigonometricas solo 
para ciertos valores de t. De hecho, podemos calcular los valores de las funciones 
trigonometricas siempre que t sea un multiplo de 77 / 6 , 77 / 4 , 77/3 y 77 / 2 . Pero £como 
determinar, por ejemplo, sen 1.5? Una forma serfa dibujar un diagrama cuidadosamente 
y leer el valor; sin embargo, este metodo no es muy preciso. Afortunadamente, en las 
calculadoras cientfficas estan incluidos programas matematicos (conocidos como meto- 
dos numericos) que determinan los valores de seno, coseno y tangente correctos hasta 
el numero de dfgitos mostrados. La calculadora debe estar en modo de radianes para 
evaluar estas funciones. Para obtener los valores de cosecante, secante y cotangente 




Los metodos numericos son formas de 
obtener aproximaciones de los valores 
de las funciones. Puesto que los valo¬ 
res de los polinomios son faciles. de 
■ calcular, resulta util expresar las fun- 
cioncs cuya aproximacion deseamos 
conoceren funcion de polinomios. Por 
ejemplo, utilizando el calculo se pue- 
de demostrar que 

? f S 

, sen / t -— 4 ... 

3! 5! 7! 


m iSJSE 

; 

cos t — 1 


/■ V /’ 

■-1-r.-~. +.-■ 

2! 4! 6! 


dondcn! = l •2-3--- n (por ejemplo, 
4! = I • 2 - 3 - 4 = 24). lislas formulas 

A,™-™, A^^^*^A - 


• po.aides fueron demostnulas pu. « 
.atematieomglesBKioLlaylorllH- 
1731). Mientras mas temunos de la 

mmmmdi ~.*. 


serie usemos del Iado derecho deestas 
formulas,, mas precisos seran los va- 



51 

= 0.7X342075 

(Compare lo anterior con el valor que 
obtiene utilizando su calculaddra.) 
Formulas como las antenores estan 
programadas en su calculadora, que 
las utiliza para calcular funciones co¬ 
mo sen t, cos t, e' y log t. !,a calcu¬ 
ladora utiliza suficientcs terminos 
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usando la calculadora, es necesario que utilicemos las siguientes relaciones reciprocal: 
Estas identidades son consecuencia de las definiciones de las funciones trigono- 


1 

1 

1 

CSC t = —— 

sec t — 

cot t =- 

sen t 

cos t 

tan t 


metricas. Por ejemplo, en vista de que sen t = y y esc t = 1 /y, tenemos que esc t=l/y- 1/ 
(sen t). Los demas se deducen de manera similar. 


EJEMPLO 4 ® Uso de la calculadora para evaluar funciones trigonometricas 

Asegurandonos de que nuestra calculadora esta en modo de radianes y redondeando los 
resultados a seis decimales, obtenemos 

(a) sen 2.2 = 0.808496 


(b) cos 1.1 a 0.453596 

(c) cot 28 = — 1 —- = - 3.553286 

tan 28 

(d) esc 0.98 =-~ 1.204098 m 

sen 0.98 

Veamos la relacion entre las funciones trigonometricas de t y las de -t. De la figura 
2 tenemos que 


sen(-f) = -y - -sen t 

cos(-r) = x = cos t 

— y y 

tan(-r) =-= - — = -tan t 

x x 

Estas ecuaciones muestran que el seno y la tangente son funciones impares, en tanto 
que el coseno es una funcion par. Es facil ver que la recfproca de una funcion par es par 
y que la recfproca de una funcion impar es impar. Este hecho, junto con las relaciones 
rectprocas, completan nuestros conocimientos sobre las propiedades pares-impares de 
todas las funciones trigonometricas. 



EJEMPLO 5 ® Funciones trigonometricas pares e impares 


j PROPIEDADES PARES E IMPARES 


El seno, la cosecante, la tangente y la cotangente son funciones impares; el 

coseno y la secante son funciones pares. 


sen(-r) = -sen t cos(-r) = cos t 

tan(-f) = -tan t 

csc(-r) = -esc t sec(-f) = sec t 

o 

o 

J 

II 

1 

o 

o 


FIGURA 2 
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Use las propiedades par-impar de las funciones trigonometricas para determinar cada 
uno de los valores siguientes. 


(a) sen -f 


I 7T 1 

(b) cosl - — j 


SOLUCI6N Segun las propiedades par e impar y la tabla 1, tenemos 


(a)sen (-f = - sen f = 


TT\ 7 T V2 

(b) cos - — = cos — = — 
4/ 4 2 


i 


IDENTIDADES FUNDAMENTALES 



Las funciones trigonometricas estan relacionadas mediante ecuaciones llam adas identi- 
dades trigonometricas. En el recuadro siguiente se dan las mas importantes.* 

■ Demostracion. Las identidades reciprocas son consecuencia inmediata de 



Identidades reciprocas 



1 ■ . 1 - ' ' 


1 

esc t - sec/= 


cot / - 

sen / 

cos / 

- tan / 

" *>'■ sen / :. : ;c 


cos / 

tan / - - 

cot / = 


Ct)S / 


sen / 

Identidades pitagoricas 



sen 2 t + cos 2 / = 1 tan 2 t + 1 = 

sec 2 t 

, 1 + cot 2 t - CSC 2 / 


la definicion de la pagina 402. Ahora demostraremos las identidades pitagoricas. Por 
definicion,cos t = xy sen t = y, donde xey son las coordenadas de un punto P(x,y ) 
en el circulo unitario. Dado que P(x,y ) esta en el circulo unitario, tenemos que 
x 2 +y 2 = 1. Por lo que 

sen 2 t + cos 2 t = 1 

Dividiendo ambos lados entre cos 2 1 (siempre y cuando cos t* 0), obtenemos 

sen 2 f cos 2 t _ 1 

cos 2 / cos 2 / cos 2 / 


*Seguimos la regia coavencional de escribir sen 2 1 en lugar de (sen if . En general, escribimos sen“ t en lugar de 
(sen f)° para todos los enteros n excepto n = -1. A1 exponente n = -1 se le dara otro significado. Natnralmente, 
esta misma regia convencional se aplica a las otras cinco funciones trigonometricas. 
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sen / 

LCOS tj 


+1 = 



tan 2 t + 1 = sec 2 t 


Hemos utilizado las identidades recfprocas sen //cos t = tan t y 1/cos / = sec t. De mane- 
ra similar, dividiendo ambos lados de la primera identidad pitagorica entre sen 2 1 (siem- 
pre y cuando sen / * 0), obtenemos 1 + cot 2 1 = esc 2 t. 


Como su nombre indica, las identidades son fundamentales en la trigonometrfa. Esto 
se debe a que pueden utilizarse para relacionar cualquier funcion trigonometrica con 
alguna otra. Por lo tanto, si conocemos el valor de cualquiera de las funciones trigono¬ 
metricas en /, entonces podemos determinar los valores de todas las demas en t. 


EJEMPLO 6 ■ Determinacion de todas las funciones trigonometricas a partir del 
valor de una 

Si cos / = § y t esta en el cuadrante IV, determine los valores de todas las funciones 
trigonometricas en t. 

SOLUCION De las identidades pitagoricas tenemos 
sen 2 t + cos 2 t = 1 

sen 2 / + (j ) 2 = 1 Sustituyendo cos t = f 

sen 2 / = 1 — = y Resuelva para sen 2 r. 

sen / = ± 5 Extraiga las raices cuadratlas 


Dado que este punto esta en el cuadrante IV, sen / es negativo y sen t — — f. 

Ahora que ya conocemos sen t y cos /, podemos determinar los valores de las demas 
funciones trigonometricas utilizando las identidades recfprocas: 


4 

sen / = — — 

1 5 

CSC / = - = — — 

sen / 4 


3 

cos(» 5 

1 

sec / =- 

cos / 


5 

3 


sen / 

tan / =- 

cos / 

1 

cot / =- 

tan / 



4 

3 


7.4 1 EJERCICIOS 


1-16 a Determine el valor exacto de la funcion trigonometrica en 
el numero real dado. 


1. (a) senO 
(b) cos 0 


3. (b) cos - 


5ir 


2. (a) sen tt 

(b) COS 77 


77 

4. (a) sen — 
2 


3. (a) cos ■ 


377 

(b) sen — 
2 


5. (a) cos- 


(b) cos ■ 


577 


577 

6. (a) sen — 
6 


577 377 

6. (b) sec — 7. (a) sen — 

6 4 


(b) cos 


377 


77 

8. (a) cos — 
3 


77 

9. (a) tan 

(. 


(b) cost — 


(b) tan I — — 
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10. (a) tan 

11. (a) sec 


3 

1177 


77 

(b) cot — 
3 


12. (a) sec- 


13 77 


llxr 


(b) csc- 


9v 

13. (a) sen — 
4 


9t 7 


(b) csc- 


15. (a) tanl — — j 


(b) cot I — 


13-77 ' 

(b) sec-- 1 

6 ) 


14. (a) Sec -77 


-77 

(b) esc — 
2 


16. (a) tan - 


(b) tan- 


3-77 

4 

11-77 


17-20 ■ Determine el valor de cada una de las seis funciones 
trigonometricas (si estan definidas), en el numero real dado t. 
Utilice sus respuestas para completar la tabla. 


17. / = 0 

18. t = 

7 T 

2 

19. /= -77 

20 . / = 

37 T 


2 


t 

sen t 

cost 

tan t 

CSC t 

sec t 

cot t 

0 

0 

1 


indefmidos 



TT 

2 







77 



0 



indefmidos 

377 

2 








21-28 ■ El punto terminal P(x,y) determinado por t se da a con¬ 
tinuation. Obtenga sen /, cos / y tan t. 



29-36 ■ Obtenga el valor aproximado de la funcion trigonometri- 
ca dada utilizando (a) la figura y (b) una calculadora. Compare 
ambos valores. 



31. sen 1.2 
33. tan 0.8 
35. cos 4.1 


32. cos 5 
34. tan(-l .3) 
36. sen(-5.2) 


37-40 ■ Determine el signo de la expresion si el punto terminal 
determinado por t esta en el cuadrante dado. 

37. tan / cos t, t en el cuadrante II 

38. sen 2 / cos t t en el cuadrante IV 


tan t sen t 

39. - t en el cuadrante III 

cot t 

40. cos t sec t, t en cualquier cuadrante 


41-44 ■ De la informacion que se le da, especifique el cuadrante 
en el cual esta el punto terminal determinado por t. 

41. sen t > 0 y cos t < 0 42. tan t > 0 y sen t < 0 

43. esc t > 0 y sec t < 0 44. cos t < 0 y cot t < 0 


45-49 ■ Escriba la primera expresion en funcion de la segunda, 
tomando en consideracion que el punto terminal determinado por t 
esta en el cuadrante dado. 

45. sen t, cos f; t en el cuadrante II 

46. cos t, sen t, t en el cuadrante IV 

47. sen t, sec t; t en el cuadrante IV 

48. tan 2 t, sen t, ten cualquier cuadrante 

49. sec 2 f sen 2 /, cos /; / en cualquier cuadrante 


50-57 ■ A partir de la informacion dada determine los valores de 
las funciones trigonometricas de /. 
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50. sen t= |, 

t en el cuadrante II 

57. tan r = -4, t en el cuadrante II 

51. cos t = — 

5 , t en el cuadrante III 

58-65 a Determine si la funcion es par, impar o niuguna de ellas 

52. tan t = — 

|, cos t > 0 

58. fix) = x 2 sen x 

59. fix) = X- cos lx 

53. sec t = 3, 

t en el cuadrante IV 

60. fix) = sen x cos x 

61. fix) = e' sen x 

54. sec t—2. 

sen t < 0 

62. fix) = Ixl cos x 

63. fix) = x sen x 

55. tan t — \ , 

t en el cuadrante III 

64. fix) = x 3 + cos x 

65. fix) = cos(sin x) 

56. sen t = - 

- \ , sec t < 0 





FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS _ 

En la seccion 7.3 defmimos las razones trigonometricas para los angulos agudos. Aqui 
ampliamos las razones trigonometricas para todos los angulos al definir las funciones 
trigonometricas de los angulos. Con estas podemos resolver problemas practicos con 
angulos que no necesariamente son agudos. 



FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS 


Reladones con las funciones * : 
. trigonometrkas.de numeros reales 

Otu/aya : estudi6 las tuuciones tngo'no- 
metricas defmidas utilizando el cfrculo 
unilado. A continuacion mostramos c6mo 
se relacionan eon las funciones trigono¬ 
metricas de angulos. 

Supongamos que 0 es un anguio en 
position estandar y que seleccionamos 
el punto P(x,y) del lado terminal de (al 
nranera que su distancia r al origen sea 
1, tal como se muestra 



Segun la definition de las funciones tri¬ 
gonometricas del anguio 6 , tencmos 


Supongamos que POQ es un triangulo rectangulo con un anguio agn: o 8, como se 
muestra en la figura 1(a). Coloque a 8 en su posicion estandar segun se observa en la 
ftgura 1(b). 



Entonces P = P(x,y) es un punto en el lado terminal de 6. En el triangulo POQ, el cateto 
opuesto tiene una longitud y y el adyacente x. U tilizando el teorema de Pitagoras ve- 
mos que la hipotenusa tiene una longitud r = Vx 2 4- y 2 . Por lo tanto 


sen 8 - 


y 

5 

r 


cos 6 = 


x 

? 

r 


tan 8 = — 
x 


y x 

sen 0 = - = y cos 8= - = x 
1 1 


(conlinua) 


Las demas relaciones trigonometricas se determinan de la misma manera. 
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Por otra parte P(x, y ) es tambien el 
punto terminal de tut arco de longitud t. 



De aeuerdocon la definition delas fun- 
ciones trigonometricas del numero real 



sen? = >- y c<>s/ = a 

Si 0 se nude en radianes, etiUinces 0 = t. 
Coinparando las dos maneras de definir 
las funciones tngonomdtncas, vemos 
que danivalptes-identicQS. En otras pa- 
labras,tpnsideradas como funciones 
asignauyalores identicos a un numero 
real dado (ei -numero teal es la medicion 
■en Eadiaitcs de 0. en un caso o la longi¬ 
tud f de un arco de ctrculo en el otro). 


Estas observaciones nos permiten ampliar la definition de las razones trigonometri- 
cas a cualquier tipo de angulo. Empezamos definiendo las funciones trigonometricas de 
angulos como sigue (vease la figura 2). 


FIGURA 2 


DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
DE ANGULOS 


Suponga que 9 es un angul o en pos icion estandar y que P(x,y) es un punto en 
el lado terminal. Si r = Vjc 2 + y 2 es la distancia del origen al punto P(x,y), 


entonces 

:0 : ;k u x : V ; . • ,; r 



sen 6 = — 

cos 9 = 

X 

tan 9= - (x* 0) 

r 


r 

X 

„ r 
esc 0 = — 

(y*0) sec 9= 

- (x * 0) 

cot 0 = — (y 0) 


s ' " ' ■ ■ ; 1 v*r;;v ■; 

X 

■ ■; y 


Es un hecho vital que los valores de las funciones trigonometricas no dependen de la 
eleccion del punto P(x,y). Esto se debe a que si P'(x',y') es cualquier otro punto del lado 
terminal, como se ve en la figura 3, entonces los triangulos POQ y P'OQ' son triangu- 
los semejantes. 



FIGURA 3 



jjj EVALUACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
PARA CUALQUIER ANGULO 

Del mismo modo que se definieron los signos de las funciones trigonometricas de 
numeros reales, este cuadro muestra los signos de las funciones trigonometricas de los 
distintos angulos. 
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Se puede utilizar el siguiente recurso mne- 
monico para recordar que funciones trigo¬ 
nometricas son positivas en cada cuadran- 
te: todas, seno, tangente o coseno. 

3L. 

Seno Todas 


x 

Tangente Coseno 


y 



F1GURA 5 


SIGNOS DE U 

\S FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

jjjUflg 

Cuadrante 

Funciones positivas 

Funciones negativas 

I . 

Todas 

Ninguna 

n 

sen, esc 

cos, sec, tan, cot 

111 

tan, cot 

sen, esc, cos,sec 

IV 

cos, sec, 

sen, esc, tan, cot 


Dado que la division entre 0 es una operation indefinida, ciertas funciones trigo¬ 
nometricas no estan definidas para ciertos angulos. Por ejemplo, tan 90° = y/x es in¬ 
definida porque x = 0. Los angulos donde las funciones trigonometricas pueden estar 
indefinidas son aquellos angulos cuya coordenadaroydeun punto en el lado terminal 
del angulo es 0. Estos son los angulos cuadrantales —angulos que son coterminales 
con los ejes de coordenadas—. 

Ahora ponemos nuestra atencion en obtener los valores de funciones trigonometri¬ 
cas para angulos que no son agudos. 

EJEMPLO 1 s Determinacion de las funciones trigonometricas de angulos 
Determine (a) cos 135° y (b) tan 390°. 

SOLUCION 

(a) De la figura 4 vemos que cos 135° = -x/r. Pero cos 45° = x/r y puesto que 
cos 45° = V 2/2 , tenemos 

V2 

cos 135° = - — 

(b) Los angulos 390° y 30° son coterminales. De la figura 5 esta claro que tan 
390° = tan 30° y en vista de que tan 30° = V3/3 , tenemos 


tan 390° 


V3 

3 


Del ejemplo 1 vemos que las funciones trigonometricas para angulos que no son 
agudos tienen el mismo valor a exception quiza del signo a las funciones trigonometri¬ 
cas correspondientes de un angulo agudo. Dicho angulo agudo se conocera como angu- 
lo de referenda. 


ANGULO DE REFERENCIA 


Suponga que 6 es un angulo en posicion estandar, el angulo de referenda 9 
asociado con 9 es el angulo agudo formado por el lado terminal de 9 v el eje x. 


La figura 6 muestra que para determinar un angulo de referenda es util conocer el 
cuadrante donde se presenta el lado terminal del angulo. 
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y ‘ 

/<*=», V<c 

> y* 

S . r 

y> 

^ . h 


0 

FIGURA 6 

Angulo de referenda 6 
para un angulo 6 

x 0 

' ^ 

O 

(c> 

T' 



FIGURA 7 



EJEMPLO 2 M Determinacion de angulos de referenda 

5tt 

Encuentre el angulo de referenda para (a) 8 = — y (b) 0 = 870°. 


SOLUCION 

(a) El angulo de referenda es el angulo agudo formado por el lado terminal del an¬ 
gulo 5 it/ 3 y el eje x (vease la figura 7). Puesto que el lado terminal de este angulo 
esta en el cuadrante IV, el angulo de referencia es 

3 3 

(b) Los angulos 870° y 150° son coterminales [porque 870 - 2(360) = 150], Asf, el 
lado terminal de este angulo esta en el cuadrante II (vease la figura 8). De este 
modo el angulo de referencia es 

180° - 150° = 30° i 


EVALUACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

PARA CUALQUIER ANGULO ’ 

Para determinar los valores de las funciones trigonometricas para cualquier 
angulo 8, efectuamos los pasos siguientes: 

1. Determinamos el angulo de referencia 9 asociado con el angulo 8. 

2. Detemunamos el signo de la funcion trigonometrica de 8. 

3. El valor de la funcion trigonometrica de 8 es la misma, a excepcion quiza del 
signo, que el valor de la funcion trigonometrica de 6. 



FIGURA 9 

y|A sen 240° es negativo 


EJEMPLO 3 B Uso del angulo de referenda para evaluar funciones 
trigonometricas 

Determine (a) sen 240° y (b) cot 495° 

SOLUCION 

(a) Este angulo tiene su lado terminal en el cuadrante III, como se observa en la 
figura 9. El angulo de referencia es, por tanto, 240° - 180° = 60°, y el valor de 
sen 240° es negativo. Entonces, 

V3 

sen 240° = - sen 60° - -- 

2 


signo angulo de referencia 
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FIGURA 10 


SIA 

tTc 


tan 495° es negativa, 

por lo que cot 495° es negativa 


(b) El angulo de 495° es coterminal con el angulo de 135°, y el lado terminal de este 
angulo aparece en el cuadrante II, cotno se observa en la figura 10. Por 10 que 
el angulo de referenda es 180° — 135° = 45° y el valor de cot 495° es negativo. 
Tenemos 

cot 495° = cot 135° = -cot 45° = -1 

t t t 

angulos coterminales signo angulo de referenda ^ 

EJEMPLO 4 ^ Uso del anguio de referenda para evaluar 
funciones trigonometricas 

16tt 

Determine sen ——- . 



FIGURA 11 

sen ^ es negativo 


SOLUCION 

El angulo 16it/3 es coterminal con 4ir/3 y estos angulos estan en el cuadrante III 
(vease la figura 11). Asf, el angulo de referencia es (4ir/3) - 77 = it/3. Dado que 
el valor del seno es negativo en el cuadrante III, tenemos 


1677 1477 

sen —= sen — - 

t 

angulos coterminales 


7 T 

Sen 3 


V3 

2 


t t 

signo angulo de referencia 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 

Las funciones trigonometricas de angulos estan relacionadas entre si a traves de varias 
ecuaciones importantes conocidas como identidades trigonometricas. Ya hemos visto 
las identidades reclprocas. Estas siguen siendo validas para cualquier angulo 9, siempre 
y cuando ambos lados de la ecuacion esten definidos. Las identidades pitagoricas son 
consecuencia del teorema de Pitagoras*. 


IDENTIDADES FUNDAMENTALES 


Identidades reciprocas 

1 

1 

1 

esc 6 — 

sec 6- 

c °t e - 

: sene 

cos 0 

tan 0 


sen 9 

cos 9 

■ ! tan 0 = 

cot 9- 

sen 9 


cos 9 

Identidades pitagoricas 



sen 2 6 + cos 2 e = 1 

tan 2 0 + 1 = sec 2 e 

1 + co^e = esc 2 e 


♦Seguimos la regia convencional usual de escribir sen 2 6 en lugar de (sen 9) 2 . En general, escribimos sen 6 
en lugar de (sen 0)" para todos los enteros n excepto n - -1. A1 exponente n = -1 se le asignara otto significa- 
do. Naturalmente, la misma regia se aplica a las otras cinco funciones trigonometricas. 
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a Demostracion Comprobemos la primera identidad pitagorica. A1 aplicar el teo- 
rema de Pitagoras ai triangulo de la figura 12, nos da 


sen 2 # + cos 2 # = 




jc 2 + y 2 


1 


Por lo tanto sen 2 # + cos 2 # = 1. (Aunque la figura indica un angulo agudo, debera veri- 
ficar que esta prueba es valida para todos los angulos #.) 


EJEMPLO 5 a Expresion de una funcion trigonometrica en funcion de otra 
Exprese tan # en funcion de sen #, cuando # este en el cuadrante II. 

SOLUCION 

Puesto que tan # = sen #/cos #, es necesario que escribamos cos 0 en funcion de 
sen #. 


cos 0 = ± Vl — sen 2 # 


y en vista de que cos # es negativo en el cuadrante II, aquf se aplica el signo negativo. 
Por lo que 


. sen 0 sen # 

tan #=- = - 7 -— ■ 

cos 0 - VI - sen 2 # 


■ 


EJEMPLO 6 ffl Evaiuacion de una funcion trigonometrica 
Si tan 0 = § y 0 esta en el cuadrante III, determine cos 0. 

SOLUCION 1 Es necesario que expresemos cos 0 en terminos de tan 0. De la 
identidad tan 2 0 + 1 = sec 2 0, obtenemos sec 0 = ± Vtan 2 # + 1. En el cuadrante III, 
sec 0 es negativo, por lo que 

sec 0 = - Vtan 2 0 + 1 

Entonces 

1 1 

COS 0= - = -7===== 

sec 0 - Vtan 2 # + 1 

_1_1__ 3 

- V(|) 2 + 1 “ -vf Vl3 

SOLUCION 2 Este problema se puede resolver recordando que a exception del signo 
los valores de las funciones trigonometricas de cualquier angulo son los mismos que 
los correspondientes a un angulo agudo (el angulo de referencia). Por lo que ignoran- 
do por el momenta el signo, dibujemos un triangulo rectangulo con un angulo agudo 
0 que satisfaga el valor tan 0 = \ (vease la figura 13), segun el teorema de Pitagoras 
la hipotenusa de este triangulo tiene una longitud de Vl3 . Del triangulo de la figura 
13 vemos de inmediato que 0 = 3/Vl3 . Puesto que 0 esta en el cuadrante III, el 
cos 0 es negativo y por lo tanto 
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FIGURA 16 


cos 6 = 



EJEMPLO 7 B Evaluation de funciones trigonometricas 

Si sec 6 = 2 y 6 esta en el cuadrante IV, determine las otras cinco funciones trigono¬ 
metricas de 6. 


SOLUCION Dibujamos un triangulo como el de la figura 14, de tal manera que 
sec 6=2. Tomando en consideration el hecho de que 6 esta en el cuadrante IV, ob- 
tenemos 


sen 6 = - 


cos 6 = — 
2 


6 =- V3 


esc 6 = 


2 


sec 6=2 


cot 6 = 


1 

V3 


Areas de triangulos 

Terminamos esta section dando una aplicacion de las funciones trigonometricas que 
involucran angulos que no son necesariamente agudos. En las siguientes dos secciones 
aparecen aplicaciones mas amplias. 

El area de un triangulo es si = \ (base) x (altura). Si en un triangulo conocemos dos 
lados y el angulo formado por ellos, entonces podemos determinar la altura utilizando 
funciones trigonometricas, y de ahf podemos determinar el area. 

Si 6 es un angulo agudo, entonces la altura del triangulo de la figura 15(a) esta dada 
por h = b sen 6. Por lo tanto, el area es 

si = \ x base x altura = \ab sen 6 

Si el angulo 6 no es agudo, entonces de la figura 15(b) vemos que la altura del trian¬ 
gulo es 

h = b sen(180° - 6) = b sen 6 

Esto es as! debido a que el angulo de referencia de 6 es el angulo 180° - 6. Por lo tanto, 
tambien en este caso, el area del triangulo es 

si = \ x base x altura - \ab sen 6 



EJEMPLO 8 B Determination del area de un triangulo 
Determine el area del triangulo ABC que se muestra en la figura 16. 


SOLUCION El triangulo tiene lados de longitudes 10 y 3, y forman un angulo de 
120°. Por lo tanto 
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si = l ab sen 6 


si = | (10)(3) sen(120°) 


si = 15 sen (60°) 


si - 



Angulo de referenda 


||g|| EJERCICIOS 


1-6 s Determine el angulo de referencia del angulo dado. 


1. (a) 225° 

(b) -35° 

00 

o 

2. (a) 290° 

(b) 750° 

(c) 570° 

3. (a) 335° 

(b) -95° 

(c) 165° 

3 TT 

4. (a) -r- 

5 

Itt 
(b) ~6 

2-77 

(d-y 

11 IT 

5. (a) — 

3 

b I 

1 

S' 

(C) 3 

23 TT 

6. (a) - 

23 

(b) 

11 

17ir 

(C) ~ 


33. sec 0 > 0 y tan 0 < 0 

34. esc 8 > 0 y cos 6 < 0 

35-40 ■ Escriba la primera funcion trigonometrica en terminos de 
la segunda para 8 en el cuadrante dado. 

35. tan 8, cos 6\ 8 en el cuadrante HI 

36. cot 6, sen 8; 8 en el cuadrante II 

37. cos 8, sen 8; 8 en el cuadrante IV 

38. sec 8, sen 8; 8 en el cuadrante I 

39. sec 8 , tan 0; 8cn el cuadrante II 

40. esc 8, cot 8; 8 en el cuadrante III 


7-30 n Determine el valor exacto de la liincidn trigonometrica. 
7. sen 150° 8. cos 225° 9. sen 135° 

10. tan 330° 11. sen(-60°) 12. sec(-60°) 

13. csc(-630°) 14. cot 210° 15. cos 570° 


16. sec 120° 
2tt 

19. sen — 

3 


17. tan 750° 
5 t7 

20 . sen — 


18. cos 660° 
3 tt 

21 . sen — 

2 


7rr 

22 . cos — 
3 


/ 7t t' 

23. cos I- 


24. tan 


57T 


17t t 


25. sec 


llT 

28. cos — 
4 


5tt 

26. esc — 

4 

5 TT 

29. tan — 
2 


27. cot - 


30. sen- 


11tt 


31-34 ■ Determine el cuadrante en donde esta 8 partiendo de la 
informacion dada. 

31. sen0<O y cos0<O 

32. tan 8 < 0 y sen 8 < 0 


41-48 ■ Determine los valores de las funciones trigonometricas 
de 8 a partir de la informacion dada. 

41. sen 0=|, 0en el cuadrante II 

42. cos 8 = , 0 en el cuadrante HI 

43. tan 0 = - |, cos 0 > 0 

44. sec 0=5, sen0<O 

45. esc 0=2, 0 en el cuadrante I 

46. cot 0 = \ , sen 0 < 0 

47. cos 0 = -1, tan0<O 

48. tan 0 = -4, sen 0 > 0 


49. Si 0 = ir/3, determine el valor de cada una de las siguientes 
expresiones. 

(a) sen 20, 2 sen 0 


(b) sen \ 8, 


sen 0 
2 


(c) sen 2 0, sen(0 2 ) 


50. Determine el area de un triangulo de lados de longitud 7 y 
9 y que forman un angulo de 72°. 
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51. Determine el drea de un tridngulo con lados de longitud 10 
y 22 y que forman un angulo de 10°. 

52. Determine el area de un tridngulo equilatero con lado de 
longitud 10. 

53. Un triangulo tiene un drea de 16 pulgadas 2 y 2 de los lados 
del tridngulo tienen longitudes de 5 pulgadas y de 7 pulgadas. 
Determine el dngulo que forman estos dos lados. 



54. Determine el drea de la region sombreada de la figura. 

55. Utilice la primera identidad pitagdrica para probar la segunda. 
[Sugerettcia: divida entre cos 2 0]. 

56. Utilice la primera identidad pitagdrica para probar la tercera. 



DESCUBRIMIENTO • ANAUSIS 


57. Uso de calculadora Para resolver cierto problema es nece- 
sario que determine el seno de 4 rad. Su companero de estu- 
dios utiliza su calculadora y le dice que sen 4 es 0.0697564737. 
En su calculadora usted obtiene -0.7568024953. iQud es lo 
que estd mal? ^Que error cometid su companero? 



LEY DE LOS SENOS _ 

En la seccidn 7.3 utilizamos las razones trigonometricas para resolver los tridngulos 
rectdngulos. Las fiinciones trigonometricas tambien pueden ser utilizadas para resolver 
triangulos oblicuos, esto es, tridngulos que no tengan ningun angulo recto. Para ello 
primera estudiamos la Ley de los senos y despues la Ley de los cosenos en la seccidn 
siguiente. Para enunciar estas leyes (o fdrmulas) con mayor facilidad, seguimos la regia 
de identificar los angulos de un tridngulo como A, B, C y las longitudes de los lados 
opuestos correspondientes como a, b, c, tal como se muestra en la figura 1. 

La Ley de los senos dice que en cualquier triangulo la razon de las longitudes de 
cualquier par de lados es igual a la razdn de los senos de los dngulos opuestos corres¬ 
pondientes. 


A 



LEY DE LOS SENOS 


En el tridngulo ABC, tenemos 

sen A _ sen B _ sen C 
a ■ b . 

■ Demostracion Para ver por que es cierta la Ley de los senos, vease la figura 2. 
Segun la fdrmula de la seccidn 7.5 el drea del tridngulo ABC es \ ab sen C. Segun 
la misma fdrmula el drea de este tridngulo tambien es \ ac sen B y \ be sen A. Por 
lo que 

\ be sen A = \ ac sen B = \ ab sen C 
Multiplicando por 2 /(abc) obtenemos la Ley de los senos. 


EJEMPLO 1 ■ Rastreo de un satelite 

Un satdlite en drbita terrestre pasa directamente por encima de estaciones de ob- 
servacidn en Phoenix y Los Angeles, a 340 millas de distancia. En un instante 
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Los 

Angeles 
FIGURA 3 


c = 340 mi lias Phoenix 


cuando el satelite esta enlre esas dos estaciones, simultaneamente se observa que 
el angulo de elevacion es de 60° en Phoenix y de 75° en Los Angeles. ^A que dis- 
tancia esta el satelite de Los Angeles? En otras palabras, encuentre la distancia AC 
de la figura 3. 

SOLUCION Siempre que se conocen dos angulos de un triangulo, el tercer angulo 
se puede determinar de inmediato porque la suma de los angulos de un triangulo es 
de 180°. En este caso, AC = 180° - (75° + 60°) = 45° (vease la figura 3), por lo 
que tenemos 


sen B 
b 


sen C 


sen 60° sen 45^ 
b 340 


Ley de los senos 


Sustituya 


340 sen 60° , 

b = —-= 416 

sen 45° 


Resuelva en funeidn de b 


La distancia del satelite a Los Angeles es de aproximadamente 416 millas. 


EL CASO AMBIGUO 

Para resolver un triangulo necesitamos conocer cierta information sobre sus lados y 
angulos, para identificar esta informacion, a menudo resulta util hacer un diagrama. Por 
ejemplo, si se nos dan dos angulos y el lado adyacente a ambos, entonces resulta claro 
que solo se puede formar un triangulo y solo uno [vease la figura 4(a)]. De manera si¬ 
milar, si se conocen dos lados y el angulo que forman, entonces queda determinado un 
solo triangulo unico [figura 4(b)]. Pero si conocemos los tres angulos pero ningun lado, 
no podemos determinar de manera unica el triangulo, ya que muchos triangulos pueden 
tener los mismos angulos. (Todos estos triangulos naturalmente serian semejantes.) Asf, 
este ultimo caso no se vera. 



FIGURA 4 


En general, un triangulo queda determinado por tres de sus seis partes (angulos y la¬ 
dos) siempre y cuando una de estas partes sea un lado. Por lo que se tienen las posibi- 
lidades siguientes: 

Caso 1 LAA Un lado y dos angulos 

Caso 2 LLA Dos lados y el angulo opuesto a uno de estos lados 

Caso 3 LAL Dos lados y el angulo que forman 

Caso 4 LLL Tres lados 

En cada uno de estos casos, excepto en el caso 2, queda determinado un triangulo 
unico con base en la informacion dada. El caso 2 presenta una situation donde pudie- 
ran existir dos triangulos, un triangulo o ningun triangulo con las propiedades dadas. Por 
esta razon el caso 2 se conoce, a veces, como el caso ambiguo. Para comprender por 
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que es asf en la figura 5 mostramos las posibilidades cuando se dan el angulo ■ v los 
lados a y b. En la parte (a) no hay solucion posible, ya que el lado a es demasiado corto 
para completar el triangulo. En la parte (b) la solucion es un triangulo recianguio. En 
la parte (c) hay dos soluciones posibles y en la parte (d) existe un solo triangulo con las 
propiedades dadas. En los siguientes ejemplos ilustramos las posibilidades del caso 2. 


FIGURA 5 
El caso ambiguo 




EJEMPLO 2 a LLA, el caso de una solucion 

Resuelva el triangulo ABC, donde LA = 45°, a = 7 V2 y b = 7. 


A 

FIGURA 6 



SOLUCION Primero dibujamos el triangulo con la information que tenemos (vease 
la figura 6). Obligatoriamente nuestro dibujo es tentativo, ya que todavfa no conoce- 
mos los demas angulos. Sin embargo, ahora podemos ver las posibilidades 
Primero determinamos LB. 


sen A _ sen.fi 
a b 


sen B — 


b sen A 
a 


7 


sen 45° 




Ley de los ser - ;.. 

1 

— Resuelva en tun-r.i'u 


sen B 


Solo consideramos angulos inferiores a iQue angulos fi tienen sen B - \ ? De la seccion anterior sabemos que existen dos 

180°, ya que no existe ningdn triangulo de estos angulos menores de 180° (son 30° y 150°). ^Cual de estos angu’ : s ;• cora- 

que pueda contener un angulo de 180° o patible con lo que sabemos sobre el triangulo ABC? Puesto que LA = 45°. o: 

superior. demos tener LB = 150° porque 45° + 150“ > 180°. Por lo que LB = 30“ y a angulo 

restante es LC = 180° - (30° + 45°) = 105°. 

Ahora podemos determinar el lado c 


sen fi sen C 
b c 


Ley de los seno? 


b sen C 
sen fi 


7 sen 105° _ 7 sen 105° 
sen 30° \ 


13.5 


Resuelva en fur.rid,-. - 



En el ejemplo 2 existian 2 posibilidades para el angulo B y una de ellas no era com¬ 
patible con la demas i nf ormacion. En general, si sen A < 1 debemos veni ^ 
lo y su suplemento como posibilidades, porque cualquier angulo inferior a ; 'co¬ 
de corresponder al triangulo. Para decidir si alguna de las posibilidades funciona, ve- 
rificamos para ver si la suma resultante de los angulos excede 180°. Puede ocurrir lo 
anterior, como en la figura 5(c), en que ambas posibilidades son compatibles con la in¬ 
formation dada. En este caso hay dos triangulos diferentes que son soluciones del pro- 
blema. 
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La planimetria es un metodo para 
medir terrenos utilizado para la carto- 
grafia. Los topdgrafos utilizan un pro- 
ceso llamado triangulacion ,en el cual 
se crea una red de miles de tridngulos 
entrelazados en el drea que se desea 
medir. EL proceso se inicia midiendo 
la longitud de una lfnea base entre dos 
estaciones topogrdficas. Despuds, uti- 
lizando un instrumento llamado teodo- 
lito, se miden los dngulos entre estas 
dos estaciones y una tercera. A conti- 
nuacidn se utiliza la Ley de los senos 
para calcular los otros dos lados del 
tridngulo formado por las tres esta¬ 
ciones. Entonces se utilizan los lados 
calculados como lineas base y se repi- 
te el proceso una y otra vez para crear 
una red de tridngulos. En este mdtodo 
la unica distancia medida es la llnea 
base initial; las demds distances se 
calculdn a partir de la Ley de los se¬ 
nos. Este mdtodoes prdctico porque 
resulta mucho mds fdcil medir dngulos 
que distancias. 


Base de comprobaci6n 



Ltnea base 


Uno de los emprendimientos de car- 
tograffa mds ambiciosos de todos los 
tiempos fue el gran censo trigonomdtri- 
co de la India*, formado por varias ex- 
pediciones y que tomd mds de un siglo 
en terminarse. La famosa expedicidn 
de 1823, encabezada por sir George 
Everest, dur6 20 anos. Extendiendose 
sobre terreno traicionero y enfrentdndo- 
se a los temidos mosquitos de la mala¬ 
ria, esta expedici6n Ilegd a las estriba- 
ciones de los Himalayas. Una expedi- 
ci6n posterior, utilizando la triangula- 
ci6n, calculd la altura del pico mds alto 
(continue) 


EJEMPLO 3 B LLA el caso de dos soluciones 

Resuelva el triangulo ABC si LA — 43.1° a — 186.2, y b = 248.6. 

SOLUCION Con la informacion dibujamos el triangulo que se muestra en la figura 7. 
Observe que el lado a puede dibujarse en dos posiciones para completar el triangulo. 
De la ley de los senos 

bssnA 248.6 sen 43.1° 

sen B =-=- TZ 7 -,r-0.91225 

a 186.2 


b = 248.6 


, a = 186.2 


la = 186.2 


FIGURA 7 


- 

«2 


Existen dos dngulos posibles B entre 0° y 180° tales que s en B — 0 .91225. Utilizando 
la tecla sin~*| de una calculadora (o bien [invI | sin) o bien arcsin| ) encontramos que 
uno de estos angulos es de aproximadamente 65.8°. El otro es aproximadamente 180° 
- 65.8° = 114.2°. Identificamos estos dos dngulos como B i y B 2 de manera que 


LB { ~ 65.8° 


LB 2 ~ 114.2° 


Por lo tanto, dos tridngulo satisfacen las condiciones dadas: el triangulo A, B x C, y el 
triangulo A 2 B 2 C 2 . 


Resuelva el triangulo A, C x : 

LC X « 180° - (43.1° + 65.8°) = 71.1° 

a, sen C, 186.2 sen 71.1° 0 

Por lo tanto <o - -™ 

Resuelva el triangulo A 2 B 2 C 2 : 

LC 2 ~ 180° - (43.1° + 114.2°) = 22.7° 

a, sen C, 186.2 sen 22.7° 1 0 

Por lo tanto c 2 =- - — « 77TS " iuo-2 

11 senA 2 sen 43.1 

Los tridngulos A x B x C x y A 2 B 2 C 2 aparecen en la figura 8. 


Determine LC, 


Ixy de los senos 


Determine LC 2 


Ley de los senos 


* En el lenguaje de la topograffa, esta tarea 
se conoce como “levantamiento topogrifi- 
co”. (N. del R. T.). 
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de los Himalayas como 29,002 pies. 
Este pico fue bautizado en honor de sir 
George Everest. Hoy en dia, utilizan- 
do satelites se ha estimado la altura del 
Everest en 29,028 pies. La concordan¬ 
ce tan cercana entre estas dos estima- 
ciones demuestra la gran precision del 
metodo trigonometrico. 



C, Ct 




F1GURA 8 


El siguiente ejemplo presenta una situacion en la cual no hay ningun tnangalo com¬ 
patible con los datos dados. 

EJEMPLO 4 ■ LLA, el caso sin solution 

Resuelva el triangulo ABC donde LA = 42°, a = 70, y b — 122. 

SOLUCION Primero, intentemos determinar LB. Tenemos 


sen A _ sen B 
a b 


Ley de los ser-,> 


sen B = 


b sen A _ 122 sen 42° 
: " 70 


1.17 


Resuelva en fu^elc! 


Dado que el seno de un angulo nunca es superior a 1, concluimos que ningtn 
lo satisface las condiciones establecidas en este problema. 



EJERCICIOS 


1-4 b Utilice la Ley de los senos para determinar el lado indicado 
x o el angulo 0. 


5-12 a Utilice la Ley de los senos para encontrar todos 
gulos posibles que satisfagan las condiciones dadas. 



5. 

a — 28, 

b = 15, 

0 

o 

II 

3 

6. 

a = 30, 

c = 40, 

II 

o 

7. 

a 

ll 

o 

c = 45, 

LA = 125° 

8. 

n 

•a 

9 

ll 

LC = 38° 

9. 

b = 25, 

© 

cn 

II 

LB = 25° 

10. 

a = 75, 

b= 100, 

II 

w 

o 

o 

11. 

a = 50, 

8 

II 

•a 

o 

O 

iTi 

II 

3 

12. 

a =100, 

a- 

ll 

00 

© 

LA= 135' 


3 


angu- 

■ 


trian- 








17. Una torre de comunieaciones esta en la cima de una colina 
como se muestra en la figura. El angulo de inclinacion de la 
colina es de 58°. Debe instalarse un cable gufa desde la parte 
superior de la tone hasta el piso. El angulo a en la figure 
resulta ser de 12°. Determine la longitud del cable gufa. 


15. La orbita de un satelite alrededor de la Tierra hace que pase 
directamente por encima de dos estaciones de rastreo que 
estan separadas 50 millas. Cuando el satelite esta entre las dos 
estaciones, se miden los angulos de elevacion desde A y desde 
B, y estos son de 87.0° y 84.2°, respCetivamente. 

(a) i A que distancia esta el satelite de la estacion A? 

(b) lA que altitud sobre el nivel del suelo esta el satelite? 


19. Para calcular la altura de una montana se determinan los an¬ 
gulos a, y la distancia d, segun se muestra en la figure. 

(a) Determine la longitud de BC en funcion de a, /i y d. 

(b) Demuestre que la altura h de la montana esta dada por la 
formula 


sen a sen 
sen(/3 — a) 


18. Los puntos Ay B estan separados por un lago. Para determinar 
la distancia que los separa, un topografo localiza un punto C 
en tierra de manera que Z CAB = 48.6°. Tambien mide la dis¬ 
tancia CA como de 312 pies y CB de 527 pies. Encuentre la 
distancia entre Ay B. 
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(c) Utilice la formula del inciso (b) para encontrar la altura de 
una montana si a = 25°, fi ~ 29° y d~ 800 pies. 


13. Para encontrar la distancia de un lado al otro de un no, una 
topografa selecciona los puntos Ay B que estan separados 200 
pies en un lado del rfo (vease la figure). Entonces ella escoge 
un punto de referencia C del lado opuesto del rfo y determina 
que ABAC ~ 82° y ZABC ~ 52°. Calcule aproximadamente la 
distancia de A a C. 


CAPlTULO 7 FUNCIONES TRIGONOMfTRICAS 


Un arbol en una ladera proyecta una sombre 215 pies colina 
abajo. Si el angulo de inclinacion de la ladera es de 22° con la 
horizontal y el angulo de elevacion del Sol es de 52°, ^cual es 
la altura del arbol? 


16. 


14. Un piloto esta volando sobre una carretera recta. El encuentre 
que los angulos de depresion a dos postes indicadores de mi¬ 
llas, a 5 millas de distancia entre sf, tienen los valores de 32° 
y 48°, segun se observa en la figure. 

(a) Determine la distancia del aeroplano al punto A. 

(b) Determine la altitud del aeroplano. 
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20. Los observadores P y Q estan en la ladera de una colina 
que forma un angulo con la horizontal de 32°. El observador 
en P determina que su angulo de elevation a un globo aeros- 
tatico es de 62°; en el mismo momenta, el observador en Q 
mide su angulo de elevation al globo y es de 71°. Si P esta 


ubicado 60 m colina debajo de Q, determine la distancia de 
Q al globo. 




LEY DE LOS COSENOS __ 

La Ley de los senos no se utiliza directamente para resolver triangulos si conocemos dos 
lados y el angulo formado entre ellos, o si conocemos los tres lados (se trala de los casos 
2 y 3 de la section anterior). En estos dos casos, es aplicable la Ley de los cosenos. 


LEY DE LOS COSENOS 


Eli cualquier triangulo ABC, tenemos 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bc cos A 
b 2 = c? + c 2 - 2 ac cos B 
; c 2 = a? +• i 2 - lab cos C 



FIGURA 1 


■ Demostracion Para demostrar la Ley de los cosenos, coloque el triangulo 
ABC de forma que LA este en el origen, como se muestra en la figura 1. Las coor- 
denadas de los vertices B y C son (c,0) (b cos A, b sen A), respectivamente. (Debera 
verificar que las coordenadas de estos puntos serfan las mismas si hubieramos di- 
bujado el angulo A como un angulo agudo.) Utilizando la formula de la distancia, 
obtenemos 

a 2 = ( b cos A-c) 2 + ( b sen A - 0) z 
= b 2 cos 2 A - 2 be cos A + c 2 + b 2 sen 2 A 
= b 2 (cos 2 A + sen 2 A) - 2 be cos A + c 2 

= b 2 + C 2 — 2 be COS A Puesto que seipA + cos-A -- 1 

Esto prueba la primera formula. Las otras dos formulas se obtienen de la misma forma; 
se coloca cada uno de los demas vertices del triangulo en el origen y se repite el ante¬ 
rior argumento. 


En otras palabras, la Ley de los cosenos dice que el cuadrado de cualquier lado de 
un triangulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos dos veces 
el producto de esos dos lados multiplicado por el coseno del angulo que forman. 
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FIGURA 2 


Si uno de los angulos de un triangulo, digamos LC, es un angulo recto, entonces cos 
C = 0 y la Ley de los cosenos queda reducida al teorema de Pitagoras, c 2 = a 2 + b 2 . Por 
lo que el teorema de Pitagoras es un caso especial de la Ley de los cosenos. 

EJEMPLO 1 a Longitud de un tunel 

Se piensa construir un tunel a traves de una montaiia. Para estimar la longitud del 
tunel, un topografo toma las medidas que aparecen en la figura 2. Utilice los datos 
del topografo para hacer un calculo aproximado de la longitud del tunel. 

SOLUCION Para efectuar una aproximacion de la longitud c del tunel, utilizaremos 
la ley de los cosenos: 


c = a + b 2 - lab cos C 
= 388 2 + 212 2 - 2(388)(212) cos 82.4° 
» 173730.2367 


Ley de los cosenos 
Sustituya 


Use una caiculadora 


c « V173730.2367 « 416.8 


Saque la rafe cuadrada 


Por lo que el tunel tendra una longitud aproximada de 417 pies. 



FIGURA 3 


Area de los triAngulos 

Una aplicacion interesante de la Ley de los cosenos es la obtencion de una formula para 
determinar el area de un triangulo a partir de las longitudes de sus tres lados (vease la 
figura 3). 

El dreas# del tridngulo ABC estd dada por 


si = \s(s — a)(s - b)(s — c) 

donde s = | (a + b + c) es el semiperunetro del triangulo; esto es, s es la mitad 
del perimetro. 


■ Demostracion Partimos de la formula si = \ ab sen C de la seccion 7.5. Por 
lo tanto. 


l 2 = \a 2 b 2 sen 2 C 
= | a 2 b\ 1 - cos 2 C) 

= \ a 2 b 2 (l - cos C)(l + cos O 


Identidad pitagorica 


Factorice 


A continuacion, escribimos las expresiones 1 - cos C y 1 + cos C en funcion de a, b y 
c. Segun la ley de los cosenos tenemos 


cos C = 


a 2 + b 2 — c 2 


Ley de los cosenos 
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1 + COS C = 1 + 


q 2 + b 2 - c 2 
lab 


2ab + q 2 + b z - c 2 
lab 

(q + b ) 2 - c 2 
2ab 

(a + b + c)(q + A — c) 
lab 


Sume l 


Comun denominatlor 


Factorice 


Diferencia de cuadrados 



De manera similar 


1 - cos C = 


(c + a — b)(c - a + b) 
lab 


Reemplazando estas expresiones en la formula que obtuvimos para d 2 nos da 


2 _ i ■), ? ( a + b + c )( fl + b-c) (c + a- b)(c -a + b) 
sa ~-^ ab 2 ab lab 

(a + b + c) (a + b — c) (c + a — b) (c — a + b) 

= 2 2 2 2 

= j(s - c)(s - b)(j - q) 


Se deja como un ejercicio la demostracion de que cada factor en la ultima expresion 
es igual al factor correspondiente de la expresion anterior. La formula de Heron se 
sigue ahora al extraer la rafz cuadrada de cada lado. 


EJEMPLO 2 s Area de un predio 

Un empresario desea adquirir un predio triangular en una ubicacion muy concumda 
del centra de la ciudad (vease la figura 4). Los frentes del predio en las tres calles ad- 
yacentes son de 125,280 y 315 pies. Determine el area del predio. 

SOLUGON El semiperfmetro del predio es 

s = - — — “ 360 

Segun la formula de Heron el area es 

d = V360(360 - 125)(360 - 280)(360 - 315) -17.451.6 
Por lo tanto, el area es de aproximadamente 17,452 pies 2 . s 
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5-9. Resuelva el triangulo ABC. 



6. 

a = 3.0, 

b = 4.0, 

AC = 53' 

7. 

<3“ 

II 

8 

c = 30, 

II 

o 

o 

8. 

a = 20, 

6 = 25, 

c = 22 

9. 

CL — 10, 

6= 12, 

c= 16 


10-13 o Determine el lado indicado x, o bien el angulo 6 (utilice 
la Ley de los senos o la Ley de los cosenos segun resulte 
apropiado). 

10 . c 11 . c 



14. Para determinar la distancia a traves de un pequeno lago, un 
topografo ha tornado las medidas que se muestran. Encuentre 
la distancia a traves del lago basandose en esta information. 



15. Un paralelogramo tiene lados de longitud 3 y 5 y un angulo de 
50°. Determine la longitud de las diagonales. 

16. Dos carreteras rectas divergen formando un angulo de 65°. 

Dos automoviles salen de la intersection a las 2:00 PM, uno 
viaja a 50 millas/h y el otro a 30 millas/h. ^Que distancia los 
separa a las 2:30 PM? 

17. Un automovil viaja a lo largo de una carretera recta en direc¬ 
tion al este durante 1 hora y despues viaja durante 30 minutos 
sobre otra carretera que se dirige al noreste. Si el conductor 
mantuvo una velocidad uniforme de 40 millas/h, /,a que dis¬ 
tancia esta de su punto de partida? 

18. Un piloto vuela en una trayectoria recta durante 1 h 30 min. 
Despues efectua una correction de curso, dirigiendose 10° a 
la derecha de su curso original y vuela 2 h. Si mantiene una 
velocidad constante de 625 millas/h, £cuan alejado esta de su 
position inicial? 

19. Dos barcos salen de un mismo puerto simultaneamente. Uno 
avanza a una velocidad de 30 millas/h en direction N 50° E 

y el otro a una velocidad de 26 millas/h en una direction 
S 70° E (vease la flgura). <,Que distancia de separation 
tendran despues de 1 hora? 
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20. Un campo triangular tiene lados de longitudes de 22, 36 y 44 
yardas. Determine cual es el angulo mas grande. 

21. Dos remolcadores que estan separados 120 pies tiran de una 
barcaza, como se muestra en la figura. Si la longitud de un 
cable es de 212 pies y la del otro es de 230 pies, determine 
cual es el angulo que forman los cables. 



22. Un nifio esta haciendo volar dos cometas simultaneamente. 
Una de ellas tiene 380 pies de cord6n y la otra, 420 pies. Se 
supone que el angulo entre los dos cables es de 30°. 

Estime la distancia entre las cometas. 



23. Una torre de 125 pies esta instalada en la ladera de una 
montana que tiene una inclination de 32° con la horizontal. 
Debe colocarse un cable gufa desde la parte superior de la 
torre y anclarse en un punto a 55 pies ladera abajo de la base 
de la torre. Determine cual es la longitud mas corta de cable 
que se necesita. 



24. Una montana de laderas muy abruptas tiene una inclination de 
74° con la horizontal y se eleva 3,400 pies por encima del ter- 
reno circundante. Se debe instalar un funicular desde un punto 
a 800 pies de la base hasta la cima de la montana tal como se 
muestra en la figura. Determine cual es la longitud mas corta 
de cable necesario. 



|< 800 pies— 



grAficas trigonometricas ___ 

La grafica de una funcion nos ayuda a tener una mejor comprension de su comporta- 
miento. En esta seccion obtenemos las graficas de las funciones seno y coseno y de 
ciertas transformaciones de estas funciones. La grafica de las demas funciones trigono¬ 
metricas se obtendran en la seccion siguiente. 


HI GRAFICAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO 

Para ayudamos a trazar las graficas de las funciones seno y coseno, primero notamos 
que estas funciones toman sus valores de manera periodica. Para ver exactamente como 
ocurre lo anterior, recuerde que la circunferencia del tirculo unitario es 2tt. De ahf se 
deduce que el punto terminal P(x,y) determinado por el numero real t es el mismo que 
el determinado por t + 2 tt. Puesto que las funciones seno y coseno estan definidas en 
terminos de las coordenadas de P(x,y), se deduce que sus valores no cambian al sumar 
cualquier multiplo entero de 2v. En otras palabras 

sen(f + 2nir) = sen t para cualquier entero n 

cos (t + 2nii) = cos t para cualquier entero n 
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Por lo tanto, las funciones seno y coseno son periddicas de acuerdo con la siguien- 
te definicion: una funcion/es periodica si existe un numero positivo p tal que fit + p) 
= fit) para toda t. El numero positivo mas pequeno correspondiente (si existe) es el 
periodo de/. Si/tiene un perfodo p, entonces la grafica de /en cualquier intervalo de 
longitud p se conoce como un periodo complete de/. 



La funcion seno tiene un periodo 27 r. 

sen ( t + 27r) = sen t. 

La funcion coseno tiene un periodo 2tt. 

cos (t + 2 tt) = cos t. 


Asf, las funciones seno y coseno repiten sus valores en cualquier intervalo de longi¬ 
tud 2-77. Para trazar sus graficas primero esbozamos la grafica de un periodo. Para trazar 
las graficas en el intervalo 0 *£ t =£ 27r, intentamos elaborar una tabla de valores y uti- 
lizar estos puntos para obtener la grafica. Puesto que la tabla no esta completa, veamos 
con mayor detalle las definiciones de estas funciones. 

Para trazar las graficas con mayor precision, en la tabla 1 se encuentran otros valores 
de sen t y cos t. Con la ayuda de una calculadora podnamos obtener aun mas valores. 


Tabla 1 


t 

i 

0 

77 

6 

77 

3 

77 

2 

277 

T 

5it 

~6 

77 

777 

~6 

477 

T 

377 

T 

577 

T 

11 77 

6 

277 

sen t 

0 

1 

2 

V3 

2 

l 

V3 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

V3 

2 

-l 

V3 

2 

1 

2 

0 

■ 

1 

V3 

2 

1 

2 


1 

2 

V3 

2 

-1 

V3 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

V3 

2 

l 


Ahora utilizamos esta informacion para trazar las graficas de las funciones sen t 
y cos t para t entre 0 y 277, como se muestra en las figures 1 y 2. Estas son las graficas 
correspondientes a un periodo. Utilizando el hecho de que estas funciones son perio- 
dicas con periodo 277, obtenemos las graficas completas continuando el mismo patron 
tanto a la derecha como la izquierda para todo intervalo sucesivo de longitud 277. 




FIGURA 1 Grafica de sen t 
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FIGURA 2 Grafica de cos t 



La grafica de la funcion seno es simetrica respecto al origen, lo cual era d 
se, ya que se trata de una funcion impar. Puesto que la funcion coseno es un 
par, su grafica es simetrica respecto al eje y. 


fgg GRAFICAS DE TRANSFORMACIONES DEL SENO Y EL COSENO 


Ahora consideraremos graficas de funciones que son transformaciones de 1 
seno y coseno. Estas graficas son importantes para comprender las ap 
situaciones fisicas, como el movimiento armonico, pero algunas son tan ho 
interesantes por derecho propio. 

Es traditional utilizar la letra x para identificar la variable en el. do 
cion. Por lo tanto, de aquf en adelante escribiremos y = sen x,y = cos, ■; 
sucesivamente. 


EJEMPLO 1 » Curvas tipo coseno 

Trace la grafica de cada una de las funciones siguientes 

(a) fix) = 2 + cos x (b) g(x) = - cos x 


SOLUCION 


(a) La grafica de y = 2 + cos x es la misma que la de y = cos x, pero tra 
unidades hacia arriba [vease la figura 3(a)]. 

(b) La grafica de y = -cos x de la figura 3(b) es el reflejo sobre el eje x 
y = cos x. 




FIGURA 3 


(a) 


(b) 
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Ahora tracemos la grafica de y = 2 sen x. Empezamos con la grafica de y = sen 
x y multiplicamos la coordenada y de cada punto por 2. Esto tiene el efecto de 
alargar verticalmente la grafica por un factor de 2. Para graficar y = \ sen x, em¬ 
pezamos con la grafica de y = sen x y multiplicamos la coordenada y de cada punto 
por \ . Esto tiene el efecto de contraer la grafica verticalmente por un factor de \ 
(vease la figura 4). 



FIGURA 4 



En general para las funciones 

y = a sen x y y = a cos x 

el numero I a I se conoce como la amplitud y es el valor mas grande que toman estas 
funciones. En la figura 5 se muestran las graficas de y = a sen x para varios valores de a. 



FIGURA 5 



EJEMPLO 2 ^ Alargamiento de una curva coseno 
Obtenga la amplitud de y = -3 cos x y trace su grafica. 

SOLUCION La amplitud es I -3 I = 3, por lo que el valor mas grande que alcanza la 
grafica es 3 y el valor mas pequeno, -3. Para trazar la grafica empezamos con la de 
y = cos x, alargamos verticalmente la misma en un factor de 3 y la reflejamos sobre el 
eje x, obteniendo la grafica de la figura 6. 


FIGURA 6 
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En vista de que las funciones de seno y coseno tienen un periodo 2ir, .'as funeioues 

y = a sen kx y y = a cos kx (k> 0) 

completan un periodo conforme kx varia de 0 a 2ir, esto es, para 0 kx -*£ 2 ;r, o para 
0 =£ jc iTrlk. Por lo tanto, estas funciones completan un periodo conforme r varia entre 
0 y 27r/fc, y por lo tanto tienen un periodo hrlk. Las graficas de estas funciones se cono- 
cen como curvas tipo seno y curvas tipo coseno, respectivamente. 


CURVAS TIPO SENO Y COSENO 




Las curvas tipo seno y tipo coseno 

y = a sen kx y y = a cos kx (k> 0) 
tienen una amplitud lal y un periodo 2ir/k. 

Un intervalo apropiado donde se puede trazar un periodo completo es [0,2 -rr/k) 




Para ver como el valor de k afecta la grafica de y = sen kx, tracemos la curva de y - 
sen 2jc. Puesto que el periodo es 2rr/2 = it, la grafica completa un periodo en el infsrva- 
lo 0 ^ x ti [vease la figura 7(a)]. Para la curva de y = sen \ x, el periodo es 2it ; 4 = 
4ir, por lo que la grafica completa un periodo en el intervalo 0 =£ x =£ 4tt [vsase r figu- 
ra 7(b)]. Vemos que el efecto es contraer la grafica si k > 1 o expandirsa :: k < ■ 



Para efectos de comparacion trazamos en la figura 8 las graficas de un penodo de la 
curva y = a sen kx para varios valores de k. 


FIGURA 8 



EJEMPLO 3 » Amplitud y periodo 

Determine la amplitud y el periodo de cada una de las funciones siguientes, y trace su 
grafica. 

(a) y = 4 cos 3x 


(b) y = —2 sen \ x 
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SOLUCION 

(a) Para y = 4 cos 3x, 

amplitud = I a I = 4 

• A 2V 

penodo = — 

La grafica se muestra en la figura 9. 

(b) Para y = -2 sen \ x. 


amplitud = I a I = I - 2 I = 2 

periodo = = 4n- 

2 

La grafica se muestra en la figura 10. 


FIGURA 10 



Las graficas de funciones de la forma y = a sen k(x - b) y y = a cos k(x - b) son cur- 
vas de tipo seno y tipo coseno trasladadas horizontalmente por una cantidad I b I. Es- 
taran trasladadas hacia la derecha si b > 0 o hacia la izquierda si b < 0. El numero b es 
el corrimiento de fase. Resumimos las propiedades de estas funciones en el recuadro 
siguiente. 




CURVAS TIPO SENO Y COSENO TRASLADADAS 


Las curvas tipo seno y tipo coseno 

y = a sen k(x - b) y y = a cos k(x - b) (k > 0) 

tienen una amplitud I a I, un periodo Irrlk, y un corrimiento de fase b. 

tin intervalo apropiado en el cual se puede trazar un periodo completo serfa 
[b,b + (2-7r/fc)]. 


Las graficas de 



y 



FIGURA 11 


se muestran en la figura 11. 
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EJEMPLO 4 ■ Una curva tipo seno trasladada , 

- ■ Z 1 

Determine la amplitud, el periodo y el corrimiento de fase de y = 3 sen z t x-—J,y 
trace la grafica de un periodo completo. ' 


SOLUCION Tenemos 


amplitud = I a 1 = 3 


periodo = — = 77 

7r 

corrimiento de fase = — Corrimiento de • 

4 


Dado que el corrimiento de fase es de ir/4 y el periodo es tt, un periodo completo 
ocurre en el intervalo 


77 77 _ 77 5 TT 

4’J + 77 \ - [4’ 4 


Como ayuda para obtener la grafica dividimos este intervalo en cua?.ro pai its .guales, 
y despues trazamos una curva tipo seno de amplitud 3 como en la figure j 2. 


Periodo jt 


tc uri at 


Amplitud 3 

.1 


FIGURA 12 


y = 3sen2(*-fj 


EJEMPLO 5 ■ Una curva tipo coseno trasladada 
Determine la amplitud, periodo y corrimiento de fase de 


3 L , 277 - 
y = — cos 2x + — 


y trace la grafica de un periodo completo. 

SOLUCION Primero escribimos esta funcion en la forma y = a cos k(x ~b).t a;a ello 

277 

factorizamos 2 de la expresion 2x + para obtener 


y = 4 cos2 


H-tf 
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Entonces tenemos 


Amplitud = I a I = 


3 

4 


D , 2ir 2 tt 
Penodo = — = — = 77 * 
k 2 


CorrimientO de fase = b = — — Corrimiento de | hacia la izquierda 

De esta information se desprende que un periodo de esta curva tipo coseno empieza en 
-v/3 y termina en -tt/3 + tt = 2v/3. Para trazar la grdfica en el intervalo [-tt/3, 2n/3], 
dividimos este intervalo en 4 partes iguales y trazamos una curva tipo coseno de ampli¬ 
tud | como se muestra en la figura 13. 




1-10 ■ Trace la grdfica de la funcidn 


1. y = 2 + sen x 

2 . y = -sen x 

3. y = 1 - cos x 

4 . y = -1 + cos x 

5 . y = 2 cos x 

6 . y = -3 sen x 

7 . y = 3 + 3 cos x 

8 . y = 4 - 2 sen x 

9 . y = 1 sen x 1 

10. y = i cos x 1 


19-32 ■ Determine la amplitud, periodo y corrimiento de fase de 
la funcidn y trace la grdfica de un periodo completo. 


19 . y = cos x - 

\ 2 


20. v = 2 senl x - 

V 3 


21. y — — 2 senl x — 


22. y — 3 cosl x + 


11-18 • Determine la amplitud y el periodo de la funcidn, y trace 
su grdfica. 

11 . y = 3 sen* 12 . y = -2 sen 2irx 

13 . y = 10 sen | x 14 . y = cos lOtcc 

15 . y = -cos lx 16 . y = sen (~2x) 

17 . y = 3 cos 3 vx 18 . y = 5 - 2 sen 2x 
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29. y = -|cos 



30. y = 3 + 2 sen 3(* + 1) 


31 . y = sen ( 3* + it) 32. y — cos ~ X J 

33-38 ■ A continuacibn se da la grafica de un periodo completo 
de una curva tipo seno o coseno 

(a) Determine la amplitud, periodo y corrimiento de fase. 

(b) Escriba una ecuacion que represente a la curva en la forma 

y = a sen k(x - b) o y = a cos k(x - b ) 

33. 




39. fix) = cos 100* 40. fix) = 3 sen 120* 

41. fix) = sen(*/40) 42. fix) = cos(*/80) 

43. y = tan 25* 44. y = esc 40* 

45. y = e sa ' 20x 46. y = VTan 10-n* 

47-48 * Obtenga las grdficas de/, g y/+ g en una pantalla 
comun para ilustrar la suma grdfica. 

47. fix) = x, g(x) = sen * 

48. fix) = sen *, g(x) = sen 2* 


49-54 ■ Grafique las tres funciones en una pantalla comun. 
^O5mo se relacionan las grdficas? 

49. y = * 2 , y = -x 2 , y = at 2 sen * 


50. y = x, y = -*, y = x cos * 

51. y = e’ c , y = S, y = e x sen5fl* 

1 1 cos 2 tax 

S2 ' y = T+7’ y= _ iT7’ y ~T+7 

53. y = cos 377*, y = -cos 3 tt*, y = cos 3 t7* cos 2.1 n* 

54. y = sen 277*, y = -sen 2 tt*, y = sen 2m sen iC ;j* 


55-60 ■ (a) Utilice un dispositivo graficador para graficar la 
funcidn. 

(b) Determine de la grdfica si la funcion es periodica. y de serlo 
determine el periodo. 

(c) Determine de la grdfica si la funcidn es impar, pas o ninguna de 
ellas. 

55. y = I sen * 1 56. y = sen ! * i 

57.y = e xnx 58. y = 2 K,3r 

59. y = sen 2 * 60. y = sen(./) 


61-64 ■ Determine los valores mdximo y mfnimo de la funcidn. 

61. y = sen* + sen2* 

62. y = * - 2 sen *, 0 ^ x =S2 tt 

63. y = 2 sen * + sen 2 * 

cos* 

64 y =- 

2 + sen* 


65-68 " Determine todas las soluciones de la ecuacion que 
ocurren en el intervalo [0,7r]. Exprese cada respues ta con-ecta a 2 
decimates. 

65. cos * = 0.4 66. tan * = 2 


39-46 • Determine un rectangulo de visidn apropiado para cada 
funcidn y utilfeelo para obtener la grdfica 


67. cos* = 3 


68. cos* = * 
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/</ \ A. 

69. Suponga que f(x) = - 

x 

(a) /.La funcion/es par, impar o ni una ni otra? 

(b) Determine las intersecciones con el eje x de la grafica de/. 


(c) Obtenga la grafica de/en un rectangulo de vision apropiado, 

(d) Describa el comportamiento de la funcion conforme 

x —» oo y x -» -oo. 

(e) Observe que fix) no esta definida cuando x = 0. /.Que 
ocurre cuando x -* 0? 



MAS GRAFICAS TRIGONOMETRICAS __ 

En esta seccion dibujamos las graficas de las funciones tangente, cotangente, secante y 
cosecante, asf como las transformaciones de estas funciones. 


M GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TANGENTE, COTANGENTE, 

SECANTE Y COSECANTE 

Empezamos enunciando las propiedades periodicas de estas funciones. Recuerde que el 
seno y el coseno tienen un periodo de 2 tt. Dado que la cosecante y la secante son, 
respectivamente, las recfprocas del seno y del coseno, tambien tienen un periodo de 2 tt. 
La tangente y la cotangente, sin embargo, tienen un periodo n 


t PROPIEDADES PERIODICAS 



Las funciones tangente y cotangente tienen un periodo tt. 


tan(x + 7r) = tan x 

cot(x + tt) = cot X 


Las funciones cosecante y secante tienen un periodo 2tt 


csc(x + 2-nj = CSC X 

sec(x + 2 tt) - sec x 



X 

tan x 

0 

0 

7T 


~6 

0.58 

7r 


— 

1.00 

4 


'IT 


— 

1.73 

3 


1.4 

5.80 

1.5 

14.10 

1.55 

48.08 

1.57 

1,255.77 

1.5707 

10,381.33 


Primero dibujamos la grafica de la tangente. Como tiene un periodo tt, solamente nece- 
sitamos trazar la grafica en cualquier intervalo de longitud -try despues repetir el patron 
hacia la izquierda y hacia la derecha. Trazamos la grafica en el intervalo (—tt/2, tt!2). 
Puesto que tan 7r/2 y tan (-tt/2) no estan definidos, es necesario que tengamos cuidado 
al esbozar la grafica en los puntos cercanos a tt/2 y a —tt/2. Conforme x se acerca a tt/2 
desde valores inferiores a tt/2, el valor de tan x se hace grande. Para ver lo anterior, note 
que conforme x se acerca a tt/2, cos x se acerca a 0 y sen x se acerca a 1 y por lo tanto 
tan x = sen x/cos x se agranda. En el margen se presenta una tabla de valores de tan x 
para x cercano a tt/2 (~ 1.570796). 

Por lo tanto, escogiendo x lo suficientemente cercana a tt/2 desde valores inferiores 
a tt/2, podemos hacer el valor de tan x mas grande que cualquier numero positivo dado. 
De una manera similar, al escoger a x cercano a -tt/2 desde valores mayores que -tt/2, 
podemos hacer tan x mas pequeno que cualquier numero negativo dado. Utilizando la 
notacion tenemos 


tan x -» oo conforme 




tan x -» -oo conforme 


x 
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Asf, x = tt/2 y x- -tt/2 son asfntotas verticales (vease la seccion 3.5). Con la informa- 
cion que tenemos hasta ahora, trazamos en la figura 1 la grafica de tan x para -tt/2 <x< 
tt/2. La grafica completa de la tangente se obtiene ahora utilizando el hecho de que la 
tangente es periodica con periodo it. 



FIGURA 1 

Un periodo de y = tan x 



FIGURA 2 

Un periodo de y = cot x 


La grafica de y = cot x se traza en el intervalo (0, tt) utilizando un analisis similar 
(vease la figura 2). Dado que cot x no esta definida para x = mr, siendo n un entero, su 
grafica completa [en la figura 5(b)] tiene para estos valores asfntotas verticales. 

Para trazar las graficas para las funciones cosecante y secante, utilizamos las identi- 
dades recfprocas 


1 1 

esc x — - y sec x = -- 

sen x cos x 

Por lo tanto, para graficar y = esc x obtenemos las recfprocas de las coordenadas y 
de los puntos de la grafica de y - sen x (vease la figura 3). De manera similar, para 
graficar y = sec x tomamos las recfprocas de las coordenadas y de los puntos de la gra¬ 
fica de y - cos x (vease la figura 4). 



FIGURA 3 FIGURA 4 

Un periodo de y = esc x Un periodo de y = sec x 


Veamos mas de cerca la grafica de la funcion y = esc x en el intervalo 0 < x < tt. 
Necesitamos examinar los valores de la funcion cerca de 0 y de 7r, puesto que en estos 
valores sen x = 0, y por tanto esc x no esta definida. Vemos que 
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esc x * co conforme x -* 0 + 

esc x ^ oo conforme x -* tC 

Asf, las rectas x = 0 y x = tt son asmtotas verticales. En el intervalo 7r < x < 2 it la gra- 
fica se traza de la misma manera. Los valores de esc x en este intervalo son los mismos 
a los edrrespondientes al intervalo 0 < x < tt, excepto por el signo (vease la figura 3). 
Ahora se obtiene la grafica completa en la figura 5(c) partiendo del hecho de que la 
fiincion cosecante es periodica con periodo 2tt. Note que la grafica tiene asmtotas ver¬ 
ticales en los puntos donde sen x = 0, esto es, en x = nir, para n un entero. 


FIGURA 5 






La grafica de y = sec x se obtiene de una manera similar. Observe que el dominio de 
sec x es el conjunto de todos los numeros reales diferentes de x = ( 7 r/ 2 ) + hit, siendo n 
un entero, por lo que la grafica tiene asmtotas verticales en dichos puntos. La grafica 
completa se muestra en la figura 5(d). 

Resulta evidente que las graficas de y = tan x,y = cot x e y = esc x son simetricas 
respecto al origen, en tanto que y = sec x es simetrica respecto al eje y. Esto se debe a 
que la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones impares, en tanto que la se- 
cante es una funcion par. 
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!■ GRAFICAS CON FUNCIONES TANGENTE 
Y COTANGENTE 

Veremos ahora graficas de transformaciones de las funciones tangente y cotangente. 


EJEMPLO 1 b Graficas de curvas tipo tangente 
Trace la grafica de cada una de las siguientes funciones 
(a) y = 2 tan jc (b) y = - tan x 


SOLUC16N Primero trazamos la grafica de y = tan x y despues la transformaremos 
segun se requiera. 

(a) Para graficar y = 2 tan x, multiplicamos por 2 la coordenada en y de cada punto 
de la grafica de y = tan x. La grafica resultante se muestra en la figura 6(a). 

(b) La grafica de y = -tan * en la figura 6(b) se obtiene a partir de la de y - tan x 
reflejandola respecto al eje x. 



Puesto que las funciones tangente y cotangente tienen un periodo it, las fnn»no«es 

y = a tan kx y y = acotkx (k> 0) 

corapletan un periodo conforme kx varia de 0 a rr, esto es, para 0 ^ kx tto par a 0 ^ x 

77 -Ik. Por lo tanto, cada una tiene un periodo irlk. 


CURVAS TIPO TANGENTE Y COTANGENTE 


'-k 


Las funciones 

y = a tan fcc y y = a cot kx (k> 0) 
tienen un periodo -irlk. 


Entonces, un periodo completo de las graficas de estas funciones ocurre en cualquier 
intervalo de longitud irlk. Para bazar un periodo completo de estas graficas, es conve- 
niente seleccionar un intervalo entre asintotas verticales: 

/ v rr ) 

Para graficar un periodo de y = a tan kx , un intervalo apropiado serfa ! ~ ^ ^ 
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FIGURA 7 


Para graficar un periodo de y = a cot kx, un intervalo apropiado serfa ^0, 

EJEMPLO 2 ■ Graficas de curvas tipo tangente \ 

Obtenga la grafica de cada una de las funciones siguientes. 


77 


(a) y = tan 2jc 


(b) y = tan 21 x — 


77 


SOLUCION 

(a) El periodo es 77/2 y un intervalo apropiado serfa (-77/4, 77/4). Los puntos 
extremos x = -tt/ 4 yx = tt/4 son asmtotas verticales. Por lo tanto, en (-77/4, 7r/4) 
trazamos un periodo complete de la funcion. La grafica tiene la misma forma que 
la de la funcion tangente, pero esta contrafda horizontalmente por un factor de \. 
Despues repetimos dicha parte de la grafica a la izquierda y a la derecha. Vease 
la figura 7(a). 

(b) La grafica es la misma que la del inciso (a), pero trasladada 7r/4 hacia la derecha, 
como se muestra en la figura 7(b). 




EJEMPLO 3 ■ Uria curva tipo cotangente trasladada 
Trace la grafica de y = 2 cot 

SOLUCION Primero ponemos esta ecuacion en la forma y = a cot k(x - b) al factori- 

77 

zar 3 de la expresion 3x — —: 



y 


= 2 cot 



2 cot 3 


x 



Por lo tanto, la grafica es la misma que la de y = 2 cot 3x, pero trasladada 77/6 a la 
derecha. El periodo de y = 2 cot 3x es 77/3, y un intervalo apropiado serfa (0,77/3). 
Para obtener el intervalo correspondiente de la grafica deseada, trasladamos 77/6 este 
intervalo hacia la derecha. Eso nos da 



77 77 77 

6"’ 3 + 6 
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Finalmente graficamos un periodo en la forma de cotangente en el intervalo (tt/6, 

77/2) y repetimos dicha parte de la grafica hacia la izquierda y hacia la derecha. Vease 
la figura 8. 


FIGURA 8 

y = 2 cot(3jc - f) 



Sfi grAficas con funciones cosecante y secante 

* <■ 

Ya hemos observado que las funciones cosecante y secante son las recfprocas de las 
funciones seno y coseno. Por lo que el resultado que sigue es la contraparte del resul- 
tado de las curvas tipo seno y coseno. 






Las funciones 




. : .. ,y = a esc kx 

. y 

y = a sec kx 

0 fc>0) 

tienen como periodo 2<irlk. ' 





Un intervalo apropiado en el cual se puede trazar un periodo complete es [0, Itt/Ic], 

EJEMPLO 4 E Graficas de curvas cosecantes 
Trace la grafica de cada una de las funciones siguientes 


(a) y = \ esc 2x (b) y = \ csc^2x + -~ 

SOLUCION 

(a) El periodo es 27 t/2 = 77 . Un intervalo apropiado serfa [0, 77] y las asmtotas se pre- 
sentan en este intervalo siempre que sen 2x = 0. Por lo que las asmtotas en este 
intervalo sonx-0,x=Tr!2yx- 77. Con esta informacion en el intervalo |0, 77] 
trazamos una grafica con la misma forma general que la de un periodo de la fun- 
cion cosecante. La grafica completa de la figura 9(a) se obtiene repitiendo esta 
parte de la grafica hacia la izquierda y hacia la derecha. 
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FIGURA 9 



(a) y = j esc 2x 


(b) Primero escribimos 




y = \ csc^2x + -^J = \ esc 

De lo anterior vemos que la grafica es la misma que en el inciso (a) pero tras- 
ladada 77/4 hacia la izquierda. La grafica se muestra en la figura 9(b). es 

EJEMPLO 5 ■ Grafica de una curva tipo secante 

Trace la grafica de y = 3 sec \ x . 

SOLUCION El periodo es 277 -e- \ = 477. Un intervalo apropiado es [0,477] y las 
asmtotas se encuentran en este intervalo siempre que cos \ x = 0. Por lo tanto, las 
asmtotas en este intervalo son x= ir,x = 3 tt. Con esta informacion en el intervalo 
[0, 4 t 7] trazamos una grafica con la misma forma general de un periodo de la funcion 
secante. La grafica completa de la figura 10 se obtiene repitiendo esta parte de la 
grafica hacia la derecha y hacia la izquierda. s 
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21 . y = tan ttx 
23. y = sec lx 
25. >’ = esc lx 
27. y = 2 tan 3x 
29. y = 5 esc 3x 


22 . v = cot — x 
2 


24. y = 5 esc 3.t 
26. y = esc | x 

77 

28. v = 2 tan ~x 
2 

30. y = 5 sec 2 77 x 


31. y — tan 21 x + 


32. y — esc 21 x + 


33. y = tan 2(x - tt) 


34. y = sec 21 x — 


35. y = cotl 2x — - 


36. y = \ tan (jnx - tt) 


37. y — 2 esc I vx — — I 


/ 1 77 

38. y = 2 seel ~x -, 

\2 3 


39. y = 5 seel 3x - 

\ 2 


40. y — j sec(277X — 7r) 


REVISION DE CONCEPTOS 


I 7 | REPASO 




1 . (a) ^Que es el circulo unitario? 

(b) Utilice un diagrama para explicar lo que significa el punto 
terminal detenninado por un numero real t. 

(c) <,Cual es el numero de referenda t asociado con f? 

(d) 4 , Que funciones trigonometricas son positivas en los cua- 
drantes I, n, HI y TV? 

2- (a) iQue es una funcion periodica? 

(b) 4 ,Cuales son los periodos de las 6 funciones trigono¬ 
metricas? 

3. (a) Explique la diferencia entre un angulo positivo y uno 
negativo. 

(b) 4 ,Como se forma un angulo que mide 1 grado? 

EJERCICIOS 


2 77 1 

41. v = tanl -x -j 

\3 6 


42. y = tan . 

2 \ 


43. y — 3 sec 7 rl x + 


44. y — seci 3,v -r 


45. y = — 2 tanl 2x -I 46. y = 2 csc(3;t: + 3) 


47. (a) Pruebe que si/es periodica con un periodo p, 
1 /ftambien es periodica con un periodo n. 

(b) Pruebe que tanto la cosecante como la sec an ic 
periodo 277. 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


48. Formulas de reduccion Use las graficas de la fig 
explicar por que son ciertas las siguientes tdnnula 


tan| x -I = — cotx 

\ 2 


seel x — ~J = esex 


(c) 4 ,Como se forma un angulo que mide. 1 i • 

(d) 4 ,Como se define una medida en radianc 

(e) iComo se convierten grados a radianes? 

(f) 4 ,Como se convierten radianes a grados? 

4. (a) 4 ,Cuando esta un angulo en position esttindar? 
(b) ^Cuando son coterminales 2 angulos? 

5. iQue significa resolver un triangulo? 

6. Si 6 es un angulo en posicion estandar, P{x.y ) es u 
el lado terminal y r la distancia del origen a f\ esu 
siones para las seis funciones trigonometricas de 6 


1. Se da un punto P(x,y) 

(a) Demuestre que P esta sobre el circulo unitario. 

(b) Suponga que P es el punto terminal determinado por t. 
Obtenga sen f, cos t y tan t. 



2-3 n Se da un numero real t. 

(a) Determine el numero de referencia para t. 

(b) Determine el punto terminal P(x, y) en e! circulo 
determinado por t. 

(c) Calcule las 6 funciones trigonometricas de /. 


sntonces 
: tieuen an 

:ura 5 para 


. . ulo 0 ? 


c punto en 
••ib« xpre- 


rdturio 
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2 . 


5 TT 



7r 

3. t = - 
3 


4-6 « Deteraiine el valor de la funcion trigonometrica. De ser 
posible de el valor exacto; de lo contrario use una calculadora para 
dar un valor aproximado correcto a 5 decimales. 


4. 


3 TT 

(a) sen — 

4 


(b) cos - 


3ir 


5. (a) sen 1.1 


(b) cos 1.1 


6 . 


TT 

(a) tan — 
3 



7-8 n Use las identidades fundamentales para escribir la primera 
expresion en funcion de la segunda. 


7. 

tan t. 

sen r; 

8. 

sec t, 

sen t; 


9-12 a Determine los valores de las funciones trigonometricas 
restantes en t partiendo de la informacion dada. 

9. senr=§, cosr = -f§ 


10. senf = -|, cosr>0 


11. Si tan t = j y t esta en el cuadrante III, determine sec t + cot t. 


19. Determine la medida en radianes que corresponda a la medida 
que se da en grados. 

(a) 70° (b) 420° (c) -240° (d) -40° 

20. Determine la medida en grados que corresponda a la medida 


que se da en radianes. 

Itt 


<a) ~2 

(b) - 

Itt 


<c) T 

(d) 2.1 


21. Encuentre la longitud de un arco de clrculo de radio 8 m si el 
arco subtiende un angulo central de 1 radian. 

22. Determine la medida de un angulo central 6 en un clrculo 
con radio de 5 pies si el angulo es subtendido por un arco de 
longitud de 7 pies. 

23. Un arco circular de longitud 100 pies subtiende un angulo 
central de 70°. Determine el radio del clrculo. 

24. ^Cuantas revoluciones efectuara una rueda de automovil de 28 
pulgadas de diametro en un lapso de media hora si el 
automovil esta viajando a 60 millas/h? 

25. Nueva York y Los Angeles estan a 2,450 millas de distancia. 
Encuentre el angulo que subtiende el arco entre estas dos ciu- 
dades y el centra de la Tierra. (El radio de la Tierra es de 
3,960 millas.) 

26. Determine el area de un sector con un angulo central de 2 ra¬ 
dianes en un clrculo de radio de 5 m. 


12 . Si sen t = - ^ y t esta en el cuadrante IV, determine esc t + sec t. 

13-16 b (a) Determine la amplitud del periodo y corrimiento de 
fase de la funcion y (b) trace la grafica. 

13. y = 10 cos \ x 14. y = 4 sen 27 dc 

15. y — — sen^x 16. y = 2sen^x 

17-18 b Se muestra la grafica de un periodo de una funcion de 
la forma y = a sen k(x - b) o bien y = a cos k(x - b). Determine la 
funcion 



17. 18. 





27. Determine el area de un sector con un angulo central de 52° 
en un clrculo de radio de 200 pies. 

28. Un sector de clrculo de radio de 25 pies tiene un area de 125 
pies 2 . Determine el angulo central del sector. 


29-30 a Determine los valores de las 6 relaciones trigonometricas 
de d. 



3 


31-32 b Determine los lados indicados como x y y, correctos a 
dos decimales. 
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34. La torre mas alta del mundo es la torre CN en Toronto, 
Canada. Desde 1 km de distancia de su base, el angulo de 
elevacion a la parte superior de la torre es de 28.81°. En- 
cuentre la altura de la torre. 

35. Encuentre el perimetro de un hexagono regular inscrito en 
un cfrculo de radio de 8 m. 

36. Los pistones en el motor de un automovil se mueven hacia 
arriba y hacia debajo de manera repetida para hacer girar el 
cigiienal, tal y como se muestra. Determine la altura del 
punto P por encima del centra O del cigiienal en funcion del 
angulo 6. 



37. Visto desde la Tierra, el angulo subtendido por la Luna llena 
es de 0.518°. Utilice esta informacion y el hecho que la dis¬ 
tancia AB de la Tierra a la Luna es de 236,900 millas para 
determinar el radio de la Luna. 



38. Un piloto mide los angulos de depresion de dos barcos como 40° 
y 52° (vease la figura). Si el piloto esta voiando a una elevacion 
de 35,000 pies, determine la distancia entre ambos barcos. 



39-44 e Encuentre el valor exacto. 

9ir 

39. sen 315° 40. esc — 

4 


45. Encuentre los valores de las seis relaciones trigonometricas 
del angulo 0en la position estandar si el punto (-5,12) esta 
en el lado terminal de 0. 

46. Encuentre sen 6 si 6 esta en position estandar y su lado ter¬ 
minal cruza el tirculo de radio 1 centrado en el origen en el 
punto ( — V3/2,;) . 

47. Determine el angulo agudo formado por la recta 
y -\fix + 1 = 0 y el eje x. 

48. Determine las seis razones trigonometricas del angulo 6 en 
position estandar si su lado terminal esta en el cuadrante HI 
y es paralelo a la recta 4y - 2x -1 =0. 

49-50 ■ Escriba la primera expresion en funcion de la segunda para 

6 en el cuadrante que se da. 

49 . tan 6, cos 6; 0 en el cuadrante II 

50. sec 0, sen 0; 0 en el cuadrante III 

51-52 ■ Determine las 6 funciones trigonometricas de 0 a partir de 

la informacion que se da. 

51. tan 0 = V7/3 , sec 0=3 

52. sec0 = j 5 , osc0 = -iy 

53. Si tan 0 = -1 para 0 en el cuadrante II, determine sen 0 + cos 0. 

54. Si sen 0= § para 0en el cuadrante I, determine tan 0 + sec 0. 


42. cos 


Sir 


43. cot I 


22 zr 
3 


41. tan(-135°) 

44. sen 405° 
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55. Si tan 9 = -1, determine sen 2 0 + cos 2 6. 


62. Determine el area de un triangulo con lados de longitud 5,6 y 8. 


56. Si cos 0 = - V"3/2 , y tt/2 <Q < it, determine sen 26. 


63-66 * Determine el periodo y trace la grafica. 


57-58 ■ Encuentre el lado identificado como *. 



B 


59. Un barco navega en el oceano y recorre una costa en Hnea 
recta. Los puntos Ay B estan separados 120 millas en la costa. 
Se determina que Z^4 = 42.3° y LB = 68.9°. Calcule cual es la 
distancia mas corta del barco a la costa. 


63. y = 3 tan * 


64. y = tan ttx 


65. y — 2 cotl x — — 


66. y = seel —x 
\2 


1 IT 


67-72 ■ 

(a) Utilice un dispositivo graficador para graficar la funcion. 

(b) Determine a partir de la grdfica si la funcion es periodica y, de 
ser asf, determine el periodo. 

(c) Determine a partir de la grafica si la funcibn es impar, par o 
ninguna de las dos. 

67. y = I cos x I 


68. y = sen(cos x) 


60. Para medir la altura de un acantilado inaccesible del lado 

l 

opuesto de un rib, un topografo toma las medidas que se 
mueistran. Determine cual es la altura del acantilado. 



61. Determine el area de un triSngulo de lados de longitud 8 y 14 m 


69. y = cos(2 0 U ) 

70. y= 1 +2“ sx 

71. y = e"' xl cos 3* 

72. y = In x sen 3x (x > 0) 

vS 73-76 ■ Grafique las 3 funciones en una pantalla comun. ^Como 
se relacionan las graficas? 

73. y = x, y--x, y-x sen x 

74. y = 2~ x , y = -2~ x , y = 2~* cos 4 me 

75. y = x, y = sen 4x, y = x + sen 4x 

76. y = sen 2 *, y = cos 2 *, y = sen 2 * + cos 2 * 

RS 

MS 77-81 ■ Determine los valores mlximo y mfnimo de la funcion 

77. y = cos * + sen 2* 



y el angulo formado por ellos de 35°. 


78. y = cos * + sen 2 * 

MS 79. Obtenga las soluciones de sen * = 0.3 en el intervalo [0, 2ir], 

« 80. Determine las soluciones de cos 3* = * en el intervalo [0, ir\. 

fSX v x sen 2 * 

’MM 81. Suponga que f[x) = -. 

(a) i,La funcibn/es par, impar o ninguna de las dos? 

(b) Obtenga las intersecciones con el eje * de la grdfica de/. 

(c) Trace la grdfica de/en un rectdngulo de visibn apropiado. 

(d) Describa el comportamiento de la funcibn conforme *-*<*> 
y conforme x 

(e) Note que^f*) no estd deftnido cuando * = 0. iQub pasa 
conforme * -* 0? 



EXAMEN 


1. El punto P(x,y) esta en el circulo unitario en el cuadrante IV. Si x — % , determine y. 

2. El punto P en la figura a la izquierda tiene coordenada y de valor \ . Determine lo siguiente. 

(a) sen t (b) cos(-t) 

(c) tan(ir-r) (d) sec(tr+t) 

3. Exprese tan t en terminos de sen t para t en el cuadrante II. 

4. Si cos t = — -pj y t esta en el cuadrante HI, determine tan t cot t + esc t. 

5-6 ■ (a) Determine la amplitud, periodo y corrimiento de fase de la funcion, (b) trace la 
graflca. / - 


5. y — 2 cos 3 jc 


/ 1 7T 

6. y = sent — x -I 

\2 6 


7-8 ■ Determine el periodo y trace la grafica de la funcion. 


. 7. y = -cos 2r 


8.. y = tanl 2x — 


9. La grafica que se muestra es un periodo de una funcion de la forma y — a sen k(x - b). 
Determine la fiincidn. 



10-11 


(a) Use un dispositivo de graficacion para graficar la funcidn en un rectdngulo de visidn apropiado. 

(b) A partir de la grdfica determine si la funcion es par, impar o ninguna de las dos. 

(c) Determine los valores maximo y mmirno de la funcidn. i ;. ' - 


10 . y = 


cos X 
1 + Jt 2 


11 . y = e 


_ _-sen lx 


■ 12. Suponga que y, = cos(scn x)yy 2 = sen(cos x). 

(a) Trace las grdficas de y, y y 2 en el mismo rectangulo de vision. 

(b) Determine el periodo de cada una de estas funciones partiendo de su grdfica. 

(c) Encuentre una desigUaldad entre sen (cos x) y cos (sen x) que sea valida para toda x. 


13. Encuentre las medidas en radianes que corresponden a las medidas en grados de 300 
y -18°. 

577 

14, Determine las medidas en grados que corresponden a las medidas en radianes y 2.4. 


15. Encuentre el valor exacto de cada uno. 

(a) sen 405° (b) tan(-150°) 


(c) sec- 


577 


(d) esc 


577 


3 2 
16. Determine tan 0 + sen 0 para el angulo 0 mostrado. 



17. Determine las longitudes a y b que sc muestran en la figura en funcion de 0. 



18. Si cos 9 = -\ yd esta en el cuadrante III, determine tan 0 cot 0 + esc 6. 

19. Si sen 9 = ^ y tan 9 = , determine sen 9. 

20. Exprese tan 0 en terminos de sec 0 para 0 en el cuadrante II. 

21. La base de la escalera de la figura esta a 6 pies del edificio y el angulo formado por la 
escalera y el piso es de 73°. ^Hasta que altura del edificio alcanza la escalera? 







S*i 


La funcion de las matematicas para determinar respuestas suele ser menos 
importante que su funcion para comprender. 

BEN NOBLE 


TRIGONOMETRIA 

ANALITICA 


Las identidades trigonometricas 
se usan para analizar cantidades 
dirigidas, o vectores. La trayec- 
toria de este bote de vela se 
determina descomponiendo las 
fuerzas vectoriales del viento y 
la corriente que actuan sobre el. 
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En el capftulo anterior estudiamos las propiedades graficas y geometricas de las fun- 
ciones trigonometricas, y en este estudiaremos los aspectos algebraicos de la trigono- 
metrfa, esto es, expresiones de simplificacion y factorizacion, y la solucion de ecuaciones 
donde intervienen funciones trigonometricas. Las herramientas basicas del algebra y la 
trigonometrfa son las identidades trigonometricas. Presentaremos identidades para fun¬ 
ciones trigonometricas de sumas y diferencias de numeros reales, formulas para angu- 
los multiples y otras identidades relacionadas, que se usan para estudiar numeros com- 
plejos, vectores y geometrfa analftica. 



IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS _ 

Comenzaremos esta seccion repasando algunas de las identidades trigonometricas basi¬ 
cas que ya estudiamos. 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES 





SIMPLIFICACI 6 N DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS 


Las identidades nos permiten escribir la misma expresion en distintas formas. Con fre- 
cuencia es posible reformular una expresion de apariencia complicada en una forma 
mucho mas simple, como demuestran los siguientes ejemplos. 
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EJEMPLO 1 ■ Simplificacion de una expresion trigcnometrica 
Simplifique la expresion (1 + sen x)(sec x - tan x). 

SOLUCION Aplicaremos las identidades fundamentals. 


(1 + sen x)(sec x - tan x) = (1 + sen x) 


cos x cos x 


Identidades recfprocas 


= (1 + sen x) 


1 - sen x 


Denominador comun 


1 — sen 2 x 


Diferencia de cuadrados 


Identidad pitagoriea 


EJEMPLO 2 ■ Simplificacion por combination de fracciones 
sen Q cosd 

Simplifique la expresion-1-. 

cos 6 1 + sen 9 

SOLUCION Combinaremos las fracciones usando un denominador comun. 


sen 6 cos 6 _ sen 6(1 + sen 6 ) + cos 2 0 

cos 6 1 + sen 9 cos 9(1 + sen 9 ) 


Denominador comun 


sen 9 + sen 2 fl + cos 2 9 
cos 9(1 + sen 9 ) 


Desarrolle 


sen 0+1 
cos 0 (1 + sen 0) 


Identidad pitagoriea 


= sec 0 


Simplifique y aplique 
la identidad reo'proca 


demostraciGn de identidades trigonomEtricas 

Muchas identidades son consecuencia de las identidades fundamentales. En los ejem- 
plos que siguen aprenderemos como demostrar que una ecuacion trigonometrica es una 
identidad, y en el proceso veremos como descubrir nuevas identidades. 

Primero debemos decir que es facil decidir cuando una ecuacion dada no es una 
identidad. Todo lo que necesitamos es demostrar que la ecuacion no es valida para 
algiin valor de la o las variables. Asf, la ecuacion 


sen x + cos x = 1 
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no es una identidad, porque cuando x = tt / 4 : 


tt 7r 

sen — + cos — 
4 4 


^ + ^ = V2*1 
2 2 


Para comprobar que una ecuacion trigonometrica es una identidad, se transforma un 
lado de esa ecuacion para llegar a obtener el otro, en una serie de pasos, cada uno de 
los cuales en sf mismo es una identidad. 


UNEAMIENTOS PARA DEMOSTRAR iDEMTiDADES TRiGONOlViETRiCAS 

1. Se elige un lado de la ecuacion y la escribe. El objetivo es transformarlo y 
obtener el otro, Por lo general, es mas facil comenzar con el lado mas compli- 
cado. 

2. Se usa el algebra y las identidades conocidos para transformar el lado con el 
que se comenzo Se ponen las expresiones ffaccionarias con un denominador 
comun, se factorizan y aplican las identidades fundamentales para simplificar 
las expresiones. 

3. Algunas veces se aconseja reformular todas las funciones en terminos de 



EJEMPLO 3 a Demostracion de una identidad trigonometrica 
Verifique la identidad cos #(sec 8 - cos 0) = sen 2 #. 

SOLUCION El lado izquierdo parece mas complicado, por lo que comenzaremos con 
61 y trataremos de transformarlo en el lado derecho. 

LI = cos 0(sec 0 - cos 6) 

= COS 8 (-- — COS 8 ) Identidad reciproca 

\cos 8 ) 

— 1 — COS 2 # " Desarrolle 

= sen 2 # = LD Identidad pitagoricit ■ 

En el ejemplo 3, no es facil ver como cambiar el lado derecho para llegar al lado 
izquierdo, pero definitivamente sf es posible. Tan solo hay que observar que cada uno 
de los pasos es reversible. En otras palabras, si partimos de la ultima expresion de la 
demostracion y avanzamos hacia atras, por los pasos, el lado derecho se transforma en 
el izquierdo. Sin embargo, es probable que el lector concuerde en que es mas diffcil 
demostrar la identidad de esta manera. Es por ello que lo mejor es cambiar el lado mas 
complicado de la identidad para llegar al mas sencillo. 


EJEMPLO 4 ® Demostracion de una identidad combinando fracciones 
Comprobar la identidad 

1 1 


2 tan x sec x = 


1 — sen x 1 + sen x 
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SOLUCION A1 encontrar un denominador comun y combinar las fracciones del lado 

derecho de esta ecuacion, llegamos a 


1 1 

LD = ---- 

1 — sen * 1 + sen * 


(1 + sen jc) — (1 — sen *) 


(1 - sen*)(1 + sen*) 

Denominador comun 

2 sen x 

1 - sen 2 * 

Simplifique 

2 sen* 

cos 2 * 

Identidad pitagorica 

_ 2 sen x ( 1 ) 

COS* \cos */ 

Factorice 

= 2 tan * sec * = LI 

ldentidades reciprocas B 


En el ejeraplo 5 introduciremos “algo adicional” en el problema, multiplicaremos 
numerador y denominador por una expresion trigonometrica elegida de tal manera que 
se simplifique el resultado. 


EJEMPLO 5 ■ Demostracion de una identidad introduciendo algo adicional 
Demuestre que la siguiente ecuacion es una identidad: 

---= sec 2 z + tan z sec z 

1 - sen z 


SOLUCION Comenzaremos con el lado izquierdo. 
1 

U= - 

1 - sen z 

1 1 + sen z 

1 - sen z 1 + sen z 

_ 1 + sen z 
1 - sen 2 z 

1 + sen z 


Muitiplique numerador y denominador 
por 1 + sen » 

Desarrolle 


Identidad pitagorica 


1 sen z 
cos 2 z cos 2 z 


1 sen z 1 

cos 2 z cos z cos z 


Separe en dos fracciones 


Factorice 


= sec 2 z + tan z sec z = LD 


ldentidades reciprocas 


B 
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A continuacion describiremos otro metodo para demostrar que una ecuacion es una 
identidad. Si se puede transformar cada lado de la ecuacion por separado, mediante iden- 
tidades, y llegar al mismo resultado, la ecuacion es una identidad. El ejemplo 6 ilustra 
este proccdimicnto. 


EJEMPLO 6 a Demostrar una identidad transformando ambos lados 
1 + cos 0 tan 2 # 

Compruebe la identidad —--— =-- r - 

cos 0 sec 0—1 


SOLUCION Demostraremos la identidad cambiando cada lado por separado para lle¬ 
gar a la misma expresion. ^Puede usted describir la razon de cada uno de los pasos 
siguientes? 


LI = 


1 + cos 0 
cos 0 


1 

-j_ 

cos 0 


cos 0 
cos 0 


= sec 0 + 


1 


LD = 


tan 2 0 
sec 0—1 


sec 2 0 -1 
sec 0 - 1 


(sec 0 — l)(sec 0+1) 
sec 0 -1 


sec 0+1 


En consecuencia, LI = LD, por lo que la ecuacion es una identidad. 


Advertencia: Para demostrar una identidad no solo se llevan a cabo las mismas ope- 
raciones en ambos lados de la ecuacion. Por ejemplo, si comenzamos con una ecuacion 
que no sea una identidad, como por ejemplo 

(1) sen x = -sen x 
y elevamos al cuadrado ambos lados, llegamos a 

(2) sen 2 * = sen 2 * 

que es una identidad. ^Esto quiere decir que la ecuacion original es una identidad? Na- 
turalmente que no. En este caso, la operation de elevar al cuadrado no es reversible, 
en el sentido de que no podemos regresar a (1) a partir de (2) sacando rafces cuadradas 
(invirtiendo el procedimiento. Solo las operaciones que son reversibles transforman, 
por necesidad, una identidad en una identidad. 

Terminaremos esta section describiendo la tecnica de la sustitucion trigonometrica, 
que aplicaremos para convertir expresiones algebraicas en expresiones trigonometri- 
cas. Esto suele ser util en calculo, por ejemplo, para detemunar el area de un crrculo o 
de una elipse. 

EJEMPLO 7 ■ Sustitucion trigonometrica 

Sustituya sen 0 en lugar de * en la expresion V1 — x 2 y simplifique. Supondremos 
que 0 =£ 0 =£ tt/2. 

SOLUCION Al igualar * = sen 0, obtenemos 

V 1 — x 2 = Vl — sen 2 0 Sustituya a' = sen 8 
= Vcos 2 0 Identidad pitagorica 

= COS 0 Saque rafz cuadrada 

La ultima igualdad es cierta, porque cos 0 5 s 0, para los valores de 0 que se manejan. 
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1 + sec x 

54. —;- Y 

1 + tan 2 x 


= 1 + cosx 


55 . --= sec a (sec x + tan x) 

sec x — tan x 


sec a: + esc a 

56. —--= sen a + cos a 

tana + cot a 


sec v — tan v = 


1 — cos A 


sec v + tan v 

cot A — esc A 


sen a + cos a 

59. -= sen a cos a 

sec a + esc a 


1 — cos a sen a 

-1-= 2 esc a 

sen a 1 — cos a 


esc a — cot a 

61. -= cot a 

sec a — 1 


csc 2 a — cot 2 * 


tan v sen v tan v — sen v 
tan v + sen v tan v sen v 

sec 4 a - tan 4 a = sec 2 * + tan 2 * 
cos 0 

-= sec 8 + tan 8 

1 — sen 8 

cos 8 _ sen 8 — esc 8 

1 — sen 8 cos 8 — cot 8 

1 + tana cos a + sen a 
1 — tan a cos a — sen a 

cos 2 f + tan 2 f — 1 


1 1 

70. -= 2 sec a tan a 

1 — sen a 1 + sen a 

1 1 

71. -1-= 2 sec a 

sec a + tan a sec a — tan a 


1 + sen a 1 — sen a 

72.-= 4 tan a sec a 

1 — sen a 1 + sen a 


73. (tan a + cot a) 2 = sec 2 a + csc 2 a 

74. tan 2 a - cot 2 * = sec 2 a - csc 2 a 


sec u 

— 

1 

sec u 

+ 

1 

co t a 

+ 

1 

cot a 

- 

1 

sen 3 * 

+ 

cos 3 * 

senx 

+ 

cosx 

tan v 

- 

cot V 

tan 2 v 

- 

co^v 

1 + sen 

X 

1 — sen 

X 

tana 

+ 

tany 


= 1 — sen a cos a 


= sen v cos v 


80. ----= tan a tan y 

cot a + coty 

81. (tan a + cot a) 4 = esc 4 * sec 4 * 

82. (sen a - tan a)(cos a - cot a) = (cos a - l)(sen a - 1) 

83-88 ■ Haga la sustitucion trigonometrica indicada en la ecua- 
ci6n algebraica correspondiente, y simplificar (vease el ejemplo 
7). Suponga que 0 =£ 0 < tt/2. 
a 

83. r , a = sen 0 

Vl—a 2 

84. Vl + a 2 , a = tan 0 

85. V* 2 — 1 , a = sec 6 

1 

86. - ----- , a = 2 tan 8 

xW4 + a 2 

87. V9 — a 2 , a = 3 sen 6 

V* 2 — 25 

88. —--, a = 5 sec 0 

a 

89-92 ■ Demuestre que la ecuacion no es una identidad. 

89. sen 2a = 2 sen a 

90. sen(* + y) = sen a + sen y 

91. see 2 * + esc 2 * = 1 


92. -= csca + sec a 

sen* + cos a 


93-96 ■ Grafique/y g en el mismo rectangulo de vision. ^Las 
graficas sugieren que la ecuacion fix) = g(a) es una identidad? 
Demuestre su respuesta. 

93. fix) = cos 2 * - sen 2 *, g(a) = 1-2 sen 2 * 
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94. fix) = tan *(1 + sen x), g(x) = 


sen x cos x 
1 + sen* 


95. fix) = (sen x + cos x) 2 , g(x) = 1 

96. fix) = cos 4 * - sen 4 *, g(x) = 2 cos 2 * - 1 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


97. Identidades de cofuncion En el triangulo rectangulo de 
abajo, explique por que 

77 

V =- u 

2 


Explique como se pueden obtener las seis identidades de 
cofuncion a partir de este triangulo, para 0 < u < -nil. 



98. Graficas e identidades Suponga que traza dos funciones, 
fy g, en una calculadora grafica, y que sus graficas parecen 
identicas en el rectangulo de vision. ^Demuestra lo anterior 
que la ecuacion/f*) = g(x) es una identidad? Explique por que. 


FORMULAS PARA SUMA Y RESTA DE ANGULOS _ 

A continuacion deduciremos identidades para funciones trigonometricas de sumas y 
diferencias de argumentos. 


FORMULAS PARA SUMA Y RESTA DE ANGULOS 


sen(.v + t) = sen s cos t + cos s sen t 
cos(j + 1 ) — cos s cos t - sen s sen t 


tan(s + 1 ) = 


tan 5 4- tan t 
1 — tan s tan t 


sen(.s’ -t)- sen s cos t - cos s sen t 
cos(j - 1) = cos * cos t + sen s sen t 


lan(.v - 1) - 


tan s — tan t 
1 + tan .v tan t 


y> 



s + t 

\ 

/ \ 

\ l\t \ 

1 ° 

j JP 0 X 


"a 


■ Demostracion Para demostrar la formula cos(5 + t) = cos s cos t - sen s sen t 
recurriremos a la figura 1. En ella se han marcado las distancias t , s + t y -s en el 
cfrculo unitario, comenzando en P 0 (l, 0) y terminando en Q v y Q 0 , respectiva- 
mente. Las coordenadas de esos puntos son 


P o(l>0) 

Pficofis + t), sen(y + t)) 


Q 0 {cos(-s), sen(-5» 
Q^cos t, sen t) 


FIGURA 1 


Ya que cos(-y) = cos s y sen(-s) = -sen s, entonces el punto Q 0 tiene las coordenadas 
<2 0 (cos s, -sen s). Observe que las distancias entre P 0 y P { y entre Q 0 y Q v son 
iguales, medidas a lo largo del arco del crrculo. Como arcos iguales subtienden cuer- 
das iguales, entonces d(P 0 , P,) = d(Q 0 , Q { ). A1 aplicar la formula de la distancia 
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obtenemos 


VjcosO + t) - l] 2 + [sen(s + t) - 0] 2 = V(cos t - cos s) 2 + (sen t + sen s ) 2 


Elevamos al cuadrado ambos lados y desarrollamos: 


-suman 1 - 


cos 2 (s + 0-2 cos(s + 0 + 1 + sen 2 (s + t) 

= cos 2 ? - 2 cos s cos t + cos 2 s + sen 2 ? + 2 sen s sen t + sen 2 s 


t 


- suman 1 - 


J 


■ suman 1 - 


Aplicamos tres veces la identidad pitagorica sen 2 z + cos 2 z = 1, para obtener 
2-2 cos(s + t) = 2 - 2 cos s cos t + 2 sen s sen t 


Por ultimo, restando 2 de ambos lados y dividiendolos entre -2, llegamos a 

cos(s + 0 - cos s cos t - sen s sen t 

que demuestra la formula de una suma (o adicion) para el coseno. 

La formula para el coseno de una resta (o sustraccion) de angulos se obtiene reem- 
plazando a t por -t en la formula de una suma como sigue: 

cos(s - 1) = cos(i + (-?)) 

= cos s COS (—0 - sen S sen(-t) Formula de suma para el coseno 

= COS S COS t + sen s sen t Identidades de paridad 

Esto demuestra la formula del coseno de una resta. Vease los ejercicios 46 y 47 para 
la demostracion de las demas formulas de adicion. □ 


EJEMPLO 1 ■ Aplicacion de las formulas de suma y resta de angulos 

IT 

Determine el valor exacto de cada expresion: (a) cos 75° (b) cos —. 

SOLUCION 

(a) Observamos que 75° = 45° + 30°. Como se conocen los valores exactos del seno 
y el coseno de 45° y 30°, aplicamos la formula del coseno de suma de angulos 
para obtener 

cos 75° = cos(45° + 30°) 

= cos 45° cos 30° - sen 45° sen 30° 

_ V2 V3 _ V2 1 V 2 V 3 - V2 V6- V2 

= ~Y ~Y~ 2 2 


4 


4 
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(b) En vista de que — = — — — la formula del coseno de una resta da como resultado 
12 4 6 


77 j 77 77 

COS — - COSl — — ~7 

12 \ 4 6 


77 77 77 77 

cos — cos — + sen — sen — 
4 6 4 6 


V2 V3 V2 1 V6 + V2 

2 + 2 2 _ 4 


EJEMPLO 2 h Aplicacion de la formula de seno de una suma 
Calcule el valor exacto de la expresion sen 20° cos 40° + cos 20° sen 40°. 

SOLUCION En esta expresion reconocemos al lado derecho de la formula del seno 
de una suma, con s = 20° y t = 40°. Por tanto, 

Vi 

sen 20° cos 40° + cos 20° sen 40° = sen(20° + 40°) = sen 60° = — 
EJEMPLO 3 * Demostrar una identidad 


77 


Demuestre la identidad de cofuncion: cos^— — U J ~ sen u ■ 
SOLUCION Segun la formula del coseno de una resta. 


/ 77 I 77 , 77 

cos = cos — cos u + sen— senw 


= 0 ■ cos u + 1 • sen u = sen u 


EJEMPLO 4 ■ Demostrar una identidad 

1 + tan x 1 77 , \ 

Verifique la identidad: —-— tanl — + x I . 

H 1 — tan x \4 / 

SOLUCION Comenzamos con el lado derecho, y al aplicar la formula de la tangente 
de una suma, obtenemos 

77 

( \ tan — + tan x 

-7 + x =-- 

4 / 77 

' 1 — tan — tan x 

4 


1 + tanx 
1 - tan x 


= LI 


El siguiente ejemplo es una aplicacion caracterfstica en calculo de las formulas de 
suma y resta. 
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EJEMPLO 5 § Una identidad del caicuio 
Si fix) = sen x, demuestre que 

*> - sen + <=os 


SOLUCION 


f(x + h) - f(x) sen(x + h) — sen x 

h h 


sen x cos h + cos x sen h — sen x 
h 


sen x(cos h — 1) + cos x sen h 
= _ 

(cos h — lA ( sen h 

= senjcl-:-I + cosx| 


h 


h 


EXPRESIONES DE LA FORMA A sen x + B cos x 

Escribir expresiones de la forma A sen x + B cos x en terminos de una sola funcion 
trigonometrica, aplicando la formula del seno de una suma. Por ejemplo, examinemos 
la expresion 

1 V3 

— sen x + —- cos x 

2 2 


Si definimos 0 = ir/3, entonces cos <p = \ y sen <p = V3/2 , escribimos 

1 V3 

— sen x H-cos x = cos d> sen x + sen <p cos x 

2 2 


= sen(x + ip) = sen I x + 


7T ' 


Lo anterior es posible porque los coeficientes \ y V3/2 son el coseno y el seno de un 
mismo numero, en este caso tt/3. Esta idea la podemos aplicar en general para expresar 
A sen x + B cos x en la forma k sen(x + (p). Comenzamos multiplicando numerador y 
denominador por ‘Va 2 + B 2 para obtener 


A sen x + B cos x = VA 2 + B 2 ! 


VA 2 + B 2 


senx + 


B 


VA 2 + B 2 


cos X 


Necesitamos un numero <j> que tenga las siguientes propiedades: 


cos <p '■ 


VA 2 + B 2 


B 


sen © = 


VA 2 + B 2 
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En la figura 2 se ve que el punto (A, B ) en el piano determina un numero 0 que tiene 
precisamente esa propiedad. Con esta 0: 


A sen x + B cos x = Va 2 + B 2 (cos 0 sen x + sen 0 cos x) 
= \/A 1 + B 2 sen(x + 0) 

Hemos demostrado el teorema siguiente: 


SUMAS DE SENDS Y COSENOS 


Si A y B son numeros reales, 

A sen x + B cos x-k sen(x + 0) 
en donde k = \/A 2 + B 2 y 0 satisface lo siguiente: 

A B 


COS 0 = 


y/A 2 + B 2 


sen 0 


VA 2 + B 2 


E1EMPLO 6 ■ Suma de terminos seno y coseno 
Exprese 3 sen x + 4 cos x en la forma k sen(x + 0). 


SOLUCI 6 n De acuerdo con el teorema anterior, k = V/l 2 + B 2 = V3 2 + 4 2 = 5. El 
angulo ip tiene la propiedad que sen 0 = f y cos 0 = §. Con una calculadora se ve 
que 0 =s 53.1°. Entonces 

3 senx + 4cosx = 5sen(x + 53.1°) ■ 


EJEMPLO 7 ■ Grafica de una funcion trigonometrica 

Exprese la funcion/(x) = - V3 sen 2x + cos 2x en la forma k sen(x + 0) y use la 
nueva forma para trazar una grafica de la funcion. 



SOLUCI6N Como A = - V3 y B = 1, entonces k = \/A 2 + B 2 =V3 + 1 =2.E1 
angulo 0 cumple con sen 0 = \ y cos 0 = - V3 / 2 . De acuerdo con los signos de 
esas cantidades concluimos que 0 esta en el cuadrante II. Por consiguiente, 0 = 2ir/3. 
Segun el teorema anterior: 


I — / 2,7T ■ 

/(x) = — V3 sen 2 x + cos 2x = 2 senl 2x + — \ 


Usando la forma 


tt 


/(x) = 2 sen 2 l x + — 


vemos que la gr&fica es unacurva senoide, con amplitud 2 ,periodo 2it/2 = Try des- 
plazamiento de fase -tt/3. Esa grafica se ve en la figura 3. 
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8.21 EJERCICIOS 



1-6 @ Use la formula de suma o resta para calcular el valor exacto 
de la expresion, como se hizo en el ejemplo 1. 


1. sen 15° 

77 


2. cos 165° 

11 77 


4. COS 


12 


5. sen- 


12 


3. tan 105° 
6. sen 75° 


7-10 ■ Use la formula de suma o resta para escribir la expresion 
en forma de funcion trigonometrica de un numero, y calcule su 
valor exacto. 

7. sen 18° cos 27° + cos 18° sen 27° 


3ir 2ir 3ir 2ir 

8. cos — cos-h sen — sen — 

7 21 7 21 


9. 


tan 73° — tan 13° 

1 + tan 73° tan 13° 


1377 [ 77 1 1377 / 77 ' 

10. cos-cosl- I — sen-sen!- 

15 \ 5 / 15 \ 5 


11-14 n Demuestre la identidad de cofuncion aplicando las 
formulas para suma y resta de angulos. 


11. tanl- u I = cot u 

\ 2 / 


13. seel — — u J = esc u 


12. cotl- u I = tan u 

\ 2 / 


14. cscl-u | = sec u 

\ 2 / 


15-32 « Demuestre la identidad. 


77 1 


77 


15. senl x - I = — cosy 16. cosl x - I = sen x 


17. sen(;c - 77 ) = -sen x 
19. tanO - 77 ) = tan x 


18. cos(x - 77) = -cos X 


20 . sen l ~ — x J = sen! — + x 


21 . cosl x H-I + sen( x-] =0 

V 6 / \ 3/ 


I 77 \ tan x — 1 

22. tanl x-I =- 

\ 4 / tan x + 1 


23. sen(x + y) - sen(x - y) = 2 cos x sen y 

24. cos(x + y) + cos(x - y) = 2 cos x cos y 


25. cot(x — y) = 

26. cot(x + y) = 

27. tan x — tany 


28. 1 — tan x tan y 


cot x cot y + 1 
cot y — cot x 

cot x cot y — 1 
cotx + coty 

_ sen(x — y) 
cos x cos y 

cos(x + y) 


cos x cos y 


sen(x + y) — sen(x — y) 

29. -;--- - -- = tany 

cos(x + y) + cos(x — y) 

30. cos(x + y) cos(x - y) = cos 2 x - sen 2 y 

31. sen(x + y + z) = sen x cos y cos z + cos x sen y cos z 

+ cos x cos y sen z - sen x sen y sen z 

32. tan(x - y) + tan(y - z) + tan(z - x) 

= tan(x - y) tan(y - z) tan(z - x) 

33-36 * Escriba la expresion solo en terminos de seno. 

33. -V3 sen x + cos x 34. sen x + cos x 

35. 5(sen 2x - cos 2x 36. 3 sen ux + 3 V5 COS 77X 

37-38 ■ Exprese la funcion solo en terminos de seno, y trace una 
grafica de la funcion. 

37. fix) = sen x + cos x 

38. g(x) = cos 2x + Vi sen 2x 

39. Demuestre que si /J - a = 77 / 2 , entonces 

sen(x + a) + cos(x + p) = 0. 

40. Sea g(x) = cos x. Demuestre que 


g(x + h) - g(x) / 1 — cos A 

h \ h j 


sen h 


41. De acuerdo con la figura siguiente, demuestre que a + = y, 

y determine tan y. 
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42. (a) Si L es una recta en el piano y 6 es el angulo que forma 
con el eje x, como se ve en la figura siguiente, demuestre 
que la pendiente de la recta se determina con: 

m = tan 6 



(b) Sean L { y Lj dos rectas no paralelas en el piano cuyas 
pendientes son m [ y m^, respectivamente. Sea ifi el angulo 
agudo que forman esas dos rectas (vease la figura). 
Demuestre que 


44. y = [cos(jc + it) + cos(x - w)] 

|jjjg 45. Un dispositivo de demora digital, reproduce una senal de 
entrada repitiendola determinado tiempo despues de reci- 
birla. Si ese aparato recibe la nota pura/,(t) = 5 sen t y re- 
pite la nota pura f 2 (t) = 5 cos t, el sonido combinado sera 

At) =/,« +m. 

(a) Grafique y = fit) y observe que la grafica tiene la forma de 
una curva senoide y = k sen (t + <j>). 

(b) Determine k y <j>. 


m\ DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

46. Formula del seno de una suma Bn el texto solo demostra- 
mos las formulas del coseno de una suma o resta. Partir de 
esas formulas, y de las identidades de cofuncion 



tan ifi 


m 2 ~ m i 

1 + m 1 m 1 




(c) Determine el angulo agudo que forman las dos rectas 
y = 3 X + lyy = — \x - 3 . 

(d) Demuestre que si dos rectas son perpendiculares, la pen¬ 
diente de una es el negativo del recfproco de la pendiente 
de la otra. [Sugerencia: primero deduzca una ecuacion 
para cot < p.] 

^ 43-44 b (a) Grafique la funcion y suponga que se cumple lo 
especificado, y (b) demuestre que la suposicion es cierta. 



para demostrar la formula del seno de una suma. [Sugeren¬ 
cia: para comenzar, aplique la primera identidad de cofuncion 
para escribir 


sen(.s + f) = cos 




y aplique la fdrmula del coseno de una resta.] 

47. Formula de la tangente de una suma Aplique las formulas 
del coseno y de seno de una suma para demostrar la formula de 
la tangente de una suma. [Sugerencia: use 

sen(r + t) 
cos (s + 

y divida el numerador y el denominador entre cos s cos /.] 
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FORMULAS PARA ANGULO DOBLE, MITAD DE ANGULO 
Y PRODUCTO-SUMA __ 

Las identidades que describiremos en esta seccion son consecuencia de las formulas de 
una suma. Las formulas de angulo doble nos permiten determinar los valores de las 
funciones trigonometricas de 2* a partir de sus valores para x. Las formulas de mitad 
de angulo relacionan los valores de las funciones trigonometricas de \x con sus valores 
para x. Las formulas de producto-suma relacionan los productos de senos y cosenos 
con sumas de senos y cosenos. 


H FORMULAS DE ANGULO DOBLE 

En el siguiente cuadro se encuentran formulas que son consecuencia de las formulas de 
una suma de angulos, demostradas en la seccion anterior. 


FORMULAS DE ANGULO DOBLE 


sen 2 * = 2 sen x cos x 

cos 2x = cos 2 * - sen 2 * = 1-2 sen 2 * = 2 cos 2 * - 1 


tan 2 * = 


2 tan* 

1 — tan 2 * 


■ Demostracion En la formula del seno de una suma, al hacer * = y, se obtiene 

sen 2* = sen(* + *) 

= sen * cos * + sen * cos * 

= 2 sen * cos * 

Tambien, si * = y en la formula del coseno de una suma, 

cos 2 * - cos(* + *) 

= cos * cos * — sen * sen * 

= cos 2 * — sen 2 * 

La segunda y tercera formulas del cos 2* se obtienen a partir de la que acabamos de 
demostrar, y de la identidad pitagorica. Sustituyendo cos 2 * = 1 — sen 2 * se obtiene 

cos 2 * = cos 2 * — sen 2 * 

= (1 - sen 2 *) - sen 2 * 

= 1-2 sen 2 * 

La tercera formula se obtiene de la misma manera, al sustituir sen 2 * = 1 — cos 2 *. 

Por ultimo, la formula de la tangente de un angulo doble se obtiene al hacer x = y 
en la formula de la tangente de una suma. ! 
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Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 
-1830) A el se debe la aplicacion mas 
poderosa de las funciones trigonome- 
tricas (vease la nota al margen en la 
pagina 378). Mediante sumas de esas 
funciones describio fenomenos ffsicos 
como la transmision del sonido y el 
flujo del calor. 

Fourier quedo huerfano siendo 
joven, y fue educado en una escuela 
militar, donde llego a ser profesor de 
matematicas a los 20 afios. Despues 
fue profesor en la Escuela Politecnica, 
pero renuncio a este empleo para acom- 
panar a Napoleon en su expedicion a 
Egipto, donde se desempeno como 
gobemador. De regreso a Francia, co- 
men/6 a ekpcrimenlar con el calor.’La 
Academia Francesa se rehuso a pu- 
blicar sus primeros trabajos sobre este 
tema, por falta de rigor. Al final, 
Fourier Jlegd a ser secretario de la Aca¬ 
demia, y con este pucsto hizo publicar 
sus trabajos en su forma original. 
Debido posiblcmcntc a su estudio del 
calor, y sus aiios en Jos desiertos de 
Egipto, sc obsesiond en mantenerse 
calicntc; usaba varias prendas super- 
pucstas, aun en verano, y mantem'a sus 
habitaciones a temperaturas insopor- 
tablemente altas. Es evident© que esos 
hdbitos sobrecargaron su corazdn y 
contnbuyeron a su muerte, a los 63 
afios. : 


EJEMPLO 1 ■ Uso de las formulas de anguio dobie 

Si cos x = - \ y x esta en el cuadrante II, determine sen lx y cos lx. 

SOLUCION Al aplicar una de las formulas de anguio dobie se obtiene 
cos 2x = 2 cos 2 x — 1 



Para aplicar la formula sen 2x = 2 sen x cos x necesitamos determmar primero sen x. 
As f, 


= Vl — cos 2 jc = Vl — ( 


. 1\2 _ v 
3/ o 


para lo cual hemos usado la rafz cuadrada positiva, porque sen x es positivo en el cua¬ 
drante II. Por consiguiente 


sen 2x - 2 sen x cos x 



EJEMPLO 2 ■ Una formula para anguio triple 

Escriba cos 3x en funcion de cos x. 

SOLUCION 

cos 3x = cos(2jc + x) 

= cos 2x cos X - sen lx sen X Formula de una suma 

= (2 COS 2 * - l)cos * - (2 sen * COS x) sen * Formulas de anguio dobie 

= 2 COS 3 * - COS * - 2 sen 2 * COS * Desarrolle 

= 2 COS 3 * - COS * - 2 COS * (1 - COS 2 *) Identidad pitagorica 

= 2 cos 3 * — cos * — 2 cos * + 2 cos 3 * Desarrolle 

= 4 COS 3 * - 3 COS * Simplifique ® 

En el ejemplo 2 vemos que cos 3* se expresa como un polinomio en cos * de grado 
3. La identidad cos 2* = 2 cos 2 * - 1 muestra que cos 2* es un polinomio en cos * de 
grado 2. De hecho, para cualquier numero natural n se puede escribir cos nx en forma 
de polinomio en cos * de grado n (vease el ejercicio 75). En general, no es cierto el 
resultado analogo para sen nx. 




FORMULAS DE MITAD DE ANGULO 

Las siguientes formulas nos permiten escribir cualquier expresion trigonometrica donde 
intervengan potencias pares de seno y coseno solo en funcion del coseno a la primera 
potencia. Esta tecnica es importante en calculo. Las formulas de mitad de angulo son 
consecuencia inmediata de las siguientes formulas. 


FORMULAS PARA DiSMINUIR POTENCIAS 



■ Demostracion La primera formula se obtiene despejando a sen 2 * de la formu¬ 
la de angulo doble cos 2x = 1 — 2 sen 2 x. De igual manera, la segunda formula se ob¬ 
tiene despejando a cos 2 * de la formula de angulo doble con 2x = 2 cos x — 1. 
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La ultima formula es consecuencia de las dos primeras y de las identidades recf- 
procas, como se ve a continuation: 


tan 2 * = 


1 — cos 2 * 

sen 2 *_ 2 _ 1 - cos 2 * 

cos 2 * 1 + cos 2 * 1 + cos 2 * 

2 


EJEMPLO 4 a Disminucion de potencies en una expresion trigonometrica 
Exprese sen 2 * cos 2 * en funcion del coseno a la primera potencia. 

SOLUCION Se aplican en forma repetida las formulas para disminuir potencias. 


sen 2 * cos 2 * = 


1 - cos 2 * \ 1 + cos 2 * 


1 - cos 2 2 * 1 1 _ 2o 

~” LUo 

4 4 4 


1 1 1 1 + cos 4* j = 1 1 cos 4* 

4~4\ 2 J 4 8 8 


= | 1 cos 4* = |(1 - cos 4*) 

Otra forma de llegar a esta identidad es aplicar la formula de angulo doble, para el 
seno, en la forma sen * cos * = \ sen 2*. Asf 


sen 2 * cos 2 * = — sen 2 2 * = 7 


1 | 1 - cos 4* | 1 , . ■, 

- --- = - (1 - cos 4*) 

4 \ 2 / 8 v 



■ Demostracion Se sustituye * = u/2 en las formulas para disminuir potencias, 
y se saca raiz cuadrada de ambos lados. Con esto se obtienen las primeras dos formulas 


r 
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u. 1 — COS u 

Asi tan — =- 

2 sen u 

1 + V21/5 

_ 2 
5 

FORMULAS DE PRODUCTO-SUMA 

Es posible expresar el producto sen u cos v en forma de suma de funciones trigonome- 
tricas. Para comprobarlo veamos las formulas de la funcion seno de una suma y resta: 

sen (m + v) = sen u cos v + cos u sen v 

sen(w - v) = sen u cos v - cos u sen v 

A1 sumar los lados derecho e izquierdo de estas formulas se obtiene 

sen (u + v) + sen(« — v) = 2 sen u cos v 

Dividimos entre 2 para llegar a la formula 

sen u cos v = \ [sen(u + v) + sen(« — v)] 

De igual manera, las otras 3 formulas de producto a suma son consecuencia de las 
formulas de una suma. 


5 + V21 



3MH 

: sen, u cos v = j [sen(« + v) + sen(« - v)] 


cos u sen v = \ [sen(w + v) - sen(« - v)] 


COS U COS V = 2 [cos(m + v) + cos (u - v)] 


sen u sen v = \ [cos(m - v) - cos(w + v)] 



EJEMPLO 7 ■ Expresar un producto de funciones trigonometricas 
como una suma 

Exprese sen 3x sen 5x en forma de una suma de funciones trigonometricas. 

SOLUCION A1 aplicar la cuarta formula de producto a suma, con u = 3x y v = 5x, y 
aprovechado que el coseno es una funcion par, llegamos a 

sen 3x sen 5x = \ [cos(3x - 5x) - cos(3x + 5x)] 

= \ cos(-2x) - \ cos 8x 

= \ cos 2x - \ cos 8x ® 
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Tambien se aplican las formulas de producto a suma en su forma de suma a produc- 
to, ya que el lado derecho de cada una de las formulas de producto a suma es una suma, 
y el lado izquierdo es un producto. Por ejemplo, si definimos 



x + y 
2 




x-y 

2 


en la primera formula de producto a suma, obtendremos 


x + y x—y lT . , 

sen —cos — ^ \ [ sen x + sen yj 

x + y x - y 

por tanto sen x + sen y — 2 sen —-— cos —-— 


Las 3 formulas de suma a producto restantes se deducen en forma parecida. 



EJEMPLO 8 ■ Expresar una suma de funciones trigonometricas 
como un producto 

Escriba sen lx + sen 3x como un producto de funciones. 


SOLUCION De acuerdo con la primera formula de suma a producto. 


7x + 3x lx — 3x 
sen lx + sen 3x —2 sen---cos —- 


- 2 sen 5x cos 2x 


EJEMPLO 9 ■ Demostrar una identidad 


cpn ^y — cpn Y 

Compruebe la identidad: ---= tan x . 

cos 3x + cos x 
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SQLUCION Aplicamos al numerador la segunda formula de suma a producto, y la 
tercera formula al denominador. 


3x + x 3x — x 

' 2 cos—-—sen-- 

sen 3x - sen x 2 2 

cos 3* + cos x 3x + x 3x- x 

2 cos-— cos- 

2 2 


Formulas de suma a producto 


2 cos 2x sen x 
2 cos 2x cos x 


Simplifique 


= tan x — LD 


Simplifique 



8 . 3 | EJERCICIOS 


1-6 * Determine sen 2*, cos 2x y tan 2x a partir de la informacion 
respectiva. 

1. sen x = , x en el cuadrante I 

2. cos x |, esc x < 0 


20. (a) 


2 tan 7° 

1 - tan 2 7° 


21. (a) cos 2 34° - sen 2 34' 


2 tan 7 6 
1 - tan 2 76 


(b) cos 2 56-sen 2 56 


3. tan x = -1, x en el cuadrante II 

4. esc* = 4, tan*<0 

5. sen x = -§, a: en el cuadrante III 

6. cot* = |, sen*>0. 


,6 ,6 

22. (a) cos-sen 

2 2 


23. (a) 


1 + cos 8° 


6 6 

(b) 2 sen —cos — 
2 2 


1 — cos 46 


7-12 ■ Aplique las formulas para disminuir potencias y escriba la 
expresion en terminos de la primera potencia del coseno, como en 
el ejemplo 4. 


7. sen 4 * 


9. cos 4 * sen 4 * 


8 . cos 4 * 


10. cos 4 * sen 2 * 


12. cos 6 * 


13-18 ■ Aplique una formula de medio angulo, adecuada para 
calcular el valor exacto de la expresion. 


13. sen 15° 


14. tan 15° 


24. (a) 


1 - cos 30° 


1 — cos 86 


* * * 

25-30 ■ Determine sen — , cos - y tan — a partir de la infor- 

2 2 7 

macion respectiva. 

25. sen * = 1, 0° < * < 90° 


26. cos * = -f , 180° < * < 270° 


27. esc* = 3, 90° <*<180° 


28. tan* =1, 0°<*<90° 


15. cos 22.5° 


TT 

17. sen — 
12 


77 

16. tan — 

8 

5v 

18. cos — 
12 


19-24 « Simplifique la expresion mediante una formula de angu¬ 
lo doble o mi tad de angulo. 

19. (a) 2 sen 18° cos 18° (b) 2 sen 36 cos 36 


29. sec * = |, 270° < * < 360° 


30. cot * = 5, 180° < * < 270° 


31-34 * Escriba el producto en forma de suma de funciones. 


31. sen 2* cos 3* 


33. 3 cos 4* cos 7* 


32. sen * sen 5* 

* * 
34. 11 sen —cos - 
2 4 
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35-40 s Escriba la suma en forma de producto de funciones. 
35. sen 5x + sen 3x 36. sen x - sen Ax 


37. cos4x - cos 6x 
39 . sen 2x - sen lx 


36. sen x - sen Ax 
38. cos 9x + cos 2x 
40. sen 3x + sen Ax 


41-46 a Calcule el valor del producto o la suma. 

41. 2 sen 52.5° sen 97.5° 42. 3 cos 37.5° cos 1.5° 


43. cos 37.5° sen 15° ‘ 

45. cos 255° - cos 195° ‘ 

47-64 a Demuestre la identidad. 

47. cos 2 5x - sen 2 5x = cos lOx 

48. sen 8x = 2 sen Ax cos Ax 

49. (sen x + cos x) 2 = 1 + sen lx 


44. sen 75° + sen 15° 

TT 5 TT 

46. cos-h cos — 

12 12 


2 tanx 

50. -= sen 2x 

1 4- tan x 


sen Ax 

51. -— 4 cosy cos 2x 

senx 


1 + sen2x 

52. -= 1 + j sec x esc x 

sen 2x 


2 (tanx — cotx) 

53. -;-j— = sen 2x 

tan x — cotx 


54. cot 2x = 


1 — tan 2 x 
2 tan x 


55. tan 3x = 


3 tan x — tan 3 x 
1—3 tan 2 x 


56. 4(sen s x + cos 6 x) = 4-3 sen 2 !* 


sen x + sen 3x + sen 5x 
cos x + cos 3x + cos 5x 


= tan 3x 


sen x + sen y / x + y 

- = tanl - 

cosx + cosy \ 2 


sen(x + y) — sen(x — y) 

tan y =- - --- - ——r 

cos(x + y) + cos(x — y) 

Demuestre que sen 45° + sen 15° = sen 75°. 

Demuestre que cos 87° + cos 33° = sen 63°. 


Demuestre la identidad 


sen x + sen 2x + sen 3x + sen 4x + sen 5x 

---—-= tan 3x 

cos x + cos 2x + cos 3x + cos 4x + cos 5x 


8. Aplique n veces la identidad 


sen 2x = 2 sen x cos x 
para demostrar que 

sen(2"x) = 2" sen x cos x cos 2x cos 4x • ■ • cos 2"~'x 

sen 3x cos ?'X 

(a) Trace la grafica de /(x) =- y haga 

una conjetura. sen x c0 ° 

(b) Demuestre la conjetura que hizo en la parte (a). 

(a) Trace la grafica Ac fix) = cos 2x + 2 scrr .v y haga una 
hipotesis. 

(b) Demuestre la conjetura que hizo en la parte (a). 


Sea fix) = sen 6x + sen lx. 

(a) Grafique y = fix). 

(b) Compruebe que/(x) = 2 cos \x sen y x. 

(c) Grafique y = 2 cos \ x y y = -2 cos { x junto con la 
grafica de la parte (a), en el mismo rectangulo de vision. 
iC6mo se relacionen esas graficas con Sa do/? 


57. cos 4 x - sen 4 x = cos 2x 



1 + senx 
1 — sen x 


72. Cuando se tocan en forma simultanea dos notas puras con 
frecuencias cercanas, sus sonidos se interfleren produciendo 
pulsaciones, o tremolos’, esto es, el volumen o ia amplitud del 
sonido aumenta y disminuye en forma altemada. 3i las dos 
notas se representan por 


senx + sen5x 

59. -= tan 3x 

cos x + cos 5x 


sen3x + sen7x 

60. ---= cot 2x 

cos 3x — cos lx 


sen lOx cos 5x 

61. -=- 

sen 9x + sen x cos 4x 


/[(t) = cos lit y f 2 {t) = cos i3r 

el sonido que resulta esfif) = /,(t) +/ 2 (0- 

(a) Grafique la funcion y 

(b) Compruebe qu ej{t) = 2 cos t cos 12f. 

(c) Grafique y = 2 cos t y y = —2 cos t, juntas con la grafica 
de la parte (a), en el mismo rectangulo de visum. £C6mo 
describen esas graficas la variacion en la mtensidad del 
sonido? 
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73. Doble la esquina inferior derecha de un rectangulo de papel 
de 6 pulgadas de ancho, hasta llegar a la orilla izquierda, 
como se ve en la figura siguiente. La longitud L del doblez 
depende del angulo 6. Demuestre que 


76. En el triangulo ABC (vease la figura) el segmento de recta s 
biseca al angulo C. Demuestre que la longitud de s se deter- 


2 ab cos x 


sen 9 cos 9 




6 pulg-H 
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77. Demostracion geometrica de una formula de angulo doble 

Use la figura para demostrar que sen 26 = 2 sen 6 cos 6. 


74. Sean 3x = tt/3 y y = cos x. Aplique el resultado del ejemplo 2 
para 5 demostrar que y satisface la ecuacion 

8y 3 - 6 y - 1=0 

NOTA: Esta ecuacion tiene rafces de cierta clase, usadas para 
demostrar que no se puede trisecar el angulo ttI3 solo con 
regia y compas. 

75. (a) Demuestre que hay un polinomio P(t) de grado 4 tal que 

cos 4x = P( cos x) (vease el ejemplo 2). 

(b) Demuestre que hay un polinomio Q(t) de grado 5 tal que 
cos 5x = g(cos x). 

NOTA: En general, hay un polinomio P n (t) de grado n tal 
que cos nx = P n (cos x). Son los Uamados polinomios de 
Tchebycheff, en honor a P. L. Tchebycheff, matematico ruso 
(1821-1894). 



Sugerencia: Determine el area del triangulo ASC en dos 
formas distintas. Necesitara los siguientes resultados geo- 


Un angulo inscrito en un semicfrculo es recto, por lo 
que LACB es angulo recto. 

El angulo central subtendido por la cuerda de un circulo 
es el doble del angulo extremo, subtendido por la misma 
cuerda en el cfrculo, por lo que LBOC es 26. 


J®IS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

^j§--- 

Si/es una funcion biunfvoca con dominio A y rango B, su inversa/ 1 es la funcion cuyo 

dominio es B y rango A, definida por 


FIGURA 1 

f \x) = y f(y)=x 


f-\x)=y 


fty)=x 


En otras palabras,/ -1 es la regia que invierte la accion de/. La figura 1 representa en 
forma grafica las acetones de/y/ _1 . 

Para que una funcion tenga inversa, debe ser biunfvoca. Como las funciones trigo- 
nometricas no son biunfvocas, no tienen inversas. Sin embargo, es posible restringir los 
dominios de las funciones trigonometricas de tal manera que las funciones que resulten 
sean biunfvocas. 






SECCION 8.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


475 


_j FUNCION SENO INVERSO 

Primero veamos la funcion seno. Hay muchas formas de restringir el dominio del seno 
para que la nueva funcion sea biunfvoca. Una forma natural de hacerlo es restringir el 
dominio al intervalo [-tt/2, tt/2]. La razon de esta election es que el seno toma cada 
uno de sus valores exactamente una vez en este intervalo. Escribiremos Sen x (con S 
mayuscula) para representar a la nueva funcion, cuyo dominio es [-7r/2, 7 t/2 | y toma 
los mismos valores que los de sen x en este intervalo. En la figura 2 se ven las graficas 
de sen x y de Sen x. La funcion Sen x es biunfvoca (de acuerdo con la prueba de la recta 
horizontal) y, en consecuencia, dene una inversa. 


FIGURA 2 




y = Sen x 


La inversa de la funcion Sen x es la funcion Sen 'x, definida por 


7T 

2 ' 

y - Sen-'x 

Sen l x = y <=*• Sen y = x 

para -1 x *£ 1, y -tt/2 =s y « ir/2. En la figura 3 se ve la grafica de y - Sen“‘x; se 
obtiene reflejando la de y = Sen x en la recta y = x. Se acostumbra escribir Sen^'x senci- 
[lamente como sen _1 x. 

Jl / 

0 lx 

/ 



/ ^ 

2 

- 

La funcion seno inverso es la funcion sen -1 con dominio [-1, 1) y rango 

FIGURA 3 


[-tt/2, 7 t/2 ), definida por ^ 

sen"'x = y o seny^x. 

Tambfen, a la funcion seno inverso se le llama arco seno o arcoseno y se 
representa por arc sen o por arcsen. 


Asf, sen _i x es el numero, en el intervalo [—77/2, 7r/2] cuyo seno es x. En otras pala- 
bras, sen(sen _1 x) = x. De hecho, de acuerdo con las propiedades generales de las fun- 
ciones inversas de la seccion 2.7, se obtienen las siguientes relaciones. 


sen(sen ! x) = x 

para -1 x 1 


77 77 

sen _1 (sen x) = x 

para--^x^- 
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FIGURA4 


EJEMPLO 1 « Evaiuacion de la funcion seno inverse 
Determine (a) sen -1 \ , (b) sen _l (— \) y (c) sen -1 \ . 

SOLUCION 

(a) El numero, en el intervalo [- 7 r/ 2 , 7 t/2 ], cuyo sen es \ , es 77 / 6 . Por consiguiente, 
sen -1 2 = tt/ 6 . 

(b) De nuevo, sen"'(- 5 ) es el numero, en el intervalo [- 77 / 2 , 77 / 2 ], cuyo seno es . 
Ya que sen(-77/6) = -\ , entonces sen _1 (- 2 ) = - 77 16. 

(c) Como § > 1 no esta en el dominio de sen"'x, sen -1 \ no esta definido. ^ 

EJEMPLO 2 a Evaiuacion del seno inverso con una caiculadora 
Determine los valores aproximados de (a) sen _1 (0.82) y (b) sen - 1 3 . 

SOLUCION Ya que no hay multiplo racional de 77 cuyo seno sea 0.82 o \ , usare- 
m os una ca iculadora para aproximar esos valores. A1 oprimir las teclas |inv| |sin[ , 
o IsnsT 1 1 . o 1 arcsin 1 de la caiculadora (estando en modo de radianes), se obtiene 

(a) sen" l (0.82) = 0.96141 (b) sen"4 =0.33984 ■ 

EJEMPLO 3 s Composicion de funciones trigonometricas y sus inversas 

Determine cos(sen" 1 1). 

SOLUCION 1 Es facil determinar sen(sen"* 5 ). De hecho, segun las propiedades de 
las funciones inversas, su valor exacto es 5 . Para determinar cos(sen _ 1 1) lo reducire- 
mos a un problema mas facil, expresando la funcion coseno en terminos de la funcion 
seno. Sea u - sen - 1 5 ). Como - 77/2 77 / 2 , el cos u es positivo, asi escribimos 

cos u = + VI — sen 2 u 

Por consiguiente, cosfsen" 1 5 ) = VI — sen 2 (sen “ 1 5 ) 

=Vi - (I ) 2 = vT^i = = l 

SOLUCION 2 Sea d = sen -1 5 . Entonces, 6 es el numero, en el intervalo [- 77 / 2 , 77 / 2 ], 
cuyo seno es 5 . Imaginemos que 6 es un angulo, y trazamos un triangulo rectangulo 
con 0 como uno de sus angulos agudos, con cateto opuesto de longitud 3 e hipotenusa 
de longitud 5 (vease la figura 4). El cateto restante del triangulo se calcula con el teo- 
rema de Pitagoras, donde resulta 4. De acuerdo con la figure, vemos que 

cos(sen _1 5 ) = cos 0 = 5 ® 

De la solucion 2 del ejemplo 3 determinamos de inmediato, los valores de las demas 
funciones trigonometricas de 0 = sen -1 5 , con ayuda del triangulo. Asf, 


tan(sen 1 § ) = | 


sec(sen 1 5 ) = f 


csc(sen 1 1) = § 


u|4 


mm 


SECCION 8.4 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


477 


FUNCION COSENO INVERSO 

Si se restringe el dominio de la funcion coseno al intervalo [0, 7r], la funcion que 
resulta es biunfvoca y, en consecuencia, tiene una inversa. Elegimos este intervalo 
porque sobre este el coseno toma exactamente una vez cada uno de sus valores (vease 
figura 5.) 



FIGURA 5 y = cos x y = cos x, 0 =s x < tt 




FIGURA 6 


DEFINIGON DE LA FUNCION COSENO INVERSO 


La funcion coseno inverso.es la funcion cos 1 que tiene como dominio [-1,1] 
y rango [0, 7r] y esta definida como sigue: 


cos x — y 


cos y — x. 


La funcion coseno ihverso tambien se llama arco coseno o arcocoseno y se 
representa por arccos o arc cos. 


Asf, y = cos"'x es el numero, en el intervalo [0, 7r], cuyo coseno es x. Las siguientes 
relaciones son consecuencia de las propiedades de la funcion inversa. 


cos(cos l x) = X 

para -1 =£ x ^ 1 

cos”'(cos x) - X 

para 0 =£ x tt 


En la figura 6 se ve la grafica de y = cos l x; se obtiene reflejando la de y = cos x, 0 =£ x 
77 , en la recta y = x. 

EJEMPLO 4 B Evaluacion de ia funcion coseno inverse 
Determine (a) cos -1 (V3/2) , (b) cos -1 0 y (c) cos -1 ^ . 

SOLUCION 

(a) El numero, en el intervalo [0, tt] cuyo coseno es V3/2 es tt/6. Asf, 
cos _1 ( V3/2) = tt/6. 

(b) Como cos(-tt/ 2) = 0, entonces cos -1 0 = tt/2. 

(c) Ya que no hay un multiplo racional de tt cuyo coseno sea f , con una calculadora 

se determina este valor aproximado: cos -1 f - 0.77519 . ® 
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EJEMPLO 5 § Composicion de funciones trigonometricas y sus inverses 
Escriba sen(cos“‘x) y tan(cos~‘x) como expresiones algebraicas en x, para -1 =£ x 1. 

SOLUCION 1 Sea u = cos~ l x. Necesitamos expresar sen u y tan u en funcion de x. 
Como en el ejemplo 3, expresarmos el seno y la tangente en terminos de coseno. 
Entonces 






FIGURA 8 

x 

cos 9 — — = x 
1 


sen u = ±Vl — cos 2 u y 


sen u ±Vl — cos 2 u 

tan u =-— =- 

cos u cos u 


Para escoger los signos correctos, observamos que u esta en el intervalo [0, 7 r] porque 
u = cos _1 x. Como sen u es positivo en este intervalo, la eleccion correcta es el signo +. 
Ahora, al sustituir u = cos _1 x en las ecuaciones anteriores, y aplicando la relation 
cos(cos _1 x) = x se obtiene 


sen(cos x x) = Vl - x 2 


tan(cos ! x) 


VT 

X 


SOLUCION 2 Sea 0 = cos“'x, asi que cos 0 = x. En la figura 7 se trazo un triangulo 
rectangulo con un angulo agudo 0, cateto adyac ente x e hipotenusa 1. Segun el teorema 
de Pitagoras, el cateto restante tiene longitud Vl — x 2 . De acuerdo con la figura. 


sen(cos *x) = sen 0 = Vl - x 2 


tan(cos J x) = tan 0 = 



NOTA En la solucion 2 del ejemplo 5 parece que, por el triangulo que se trazo, el 
angulo 0 = cos~‘x debe ser agudo. Pero el metodo del triangulo funciona para toda 0 y 
toda x. Los dominios y rangos de las 6 funciones trigonometricas inversas se eligieron 
en tal forma que siempre se usa un triangulo para determinar S(T _1 (x)), siendo S y T 
cualquiera de las funciones trigonometricas. 

EJEMPLO 6 s Composicion de una funcion trigonometrica y una inversa 
Escriba sen(2 cos _1 x) como una expresion algebraica en x para -1 ^ x 1. 

SOLUCION Sea 0 = cos _1 x; se traza un triangulo como el de la figura 8. Se necesita 
determinar sen 20, pero de acuerdo con el triangulo solo se puede determinar la fun¬ 
cion para 0 y no para 20. En este caso se recurre a la identidad de angulo doble. 
Entonces 


sen(2 cos l x) = sen 20 

= 2 sen 0 cos 0 
= 2VLVx 
= 2xVl - x 2 


Formula de angulo doble 

De acuerdo con el triangulo de la figura 


0 


jj| FUNCION TANGENTE INVERSA 

Restringiremos el dominio de la funcion tangente al intervalo (-ir/2, tt! 2) para obtener 
una funcion biunfvoca. 
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DEFIN1CION DE LA FUNCION TANGENTE INVERSA 


La funcion tangente in versa es la funcion tan -1 , con dominio IR y rango 
(-tt/2, tt/2), dcfinida por 

tan _1 jc -y <=> tan y - x. 

A la funcion tangente inversa se le llama arco tangente, y se le representa por 
arc tan, o por arctan. 

Asi, tan -1 x es el numero, en el intervalo (-tt/2, tt/2), cuya tangente es x. Las siguien- 
tes relaciones son consecuencia de las propiedades de las funciones inversas 


tan(tan ! x) = x 

para r £ R 

tan -1 (tan x) - x 

7T 7T 

para " 2 <x< 2 


La figura 9 muestra la grafica de y = tan x, en el intervalo (-it/2, tt/2), y la grafica 
de su funcion inversa, y = tan -1 *. 


FIGURA 9 



Costa 



EJEMPLO 7 ® Evaluacion de la funcion tangente inversa 

Determine (a) tan -1 l, (b) tan -1 V3 y (c) tan -1 (-20). 

SOLUCION 

(a) El numero, en el intervalo (-rr/2, 7r/2), cuya tangente es 1 es 7 t/4. Asi, 
tan -i l = rr/4. 

(b) Como tan(7r/3) = V3 , entonces tan 1 V3 = 7r/3. 

(c) Con una calculadora se determina que tan -1 (—20) = -1.52084. 8 

EJEMPLO 8 B El angulo de un rayo de luz 

Un faro esta en un islote a 2 millas de una costa recta (vease la figura 10). Exprese el 
angulo que forman el rayo de luz y la costa, en funcion de la distancia d, definida en 
la figura. 


FIGURA 10 
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FIGURA 11 
Funcion secante inversa 


FIGURA 12 
Funcion cosecante inversa 


SOLUCION De acuerdo con la figura, tan 6 = 2 Id. Sacando tangente inversa en 
ambos lados se obtiene 


tan ‘(tan 0) = tan 1 




Propiedad de simptificacion. 


gj 


FUNCIONES SECANTE INVERSA, COSECANTE INVERSA 
Y COTANGENTE INVERSA 

Para definir las funciones inversas de las funciones secante, cosecante y cotangente, se 
restringe el dominio de cada una a un conjunto en el cual sea biunfvoca, y en el que 
tome todos sus valores. Aunque es adecuado cualquier intervalo que satisfaga esos cri- 
terios, se elige restringir los dominios de forma que se simplifique la eleccion del 
signo en calculos donde intervengan funciones trigonometricas inversas. Estas elec- 
ciones tambien deben ser adecuadas para el calculo. Lo anterior explica la restriccion, 
aparentemente extrana, de los dominios de las funciones secante y cosecante. Ter- 
minaremos esta seccion mostrando las graficas de las funciones secante, cosecante y 
cotangente, con sus dominios restringidos, y las graficas de sus funciones inversas 
(figuras 11 a 13). 





y> 

3t r 
' 2 

— — TT - 


-IT 


2 " 


-i° 

i ^ 

i x 


y = CSC l x 










1-8 » Determine el valor exacto de cada expresion, si es que 
esta definida. 

1. (a) sen -1 1 (b) cos _1 i (c) cos'" 1 2 


1. (a) sen _1 | 

(b) cos 1 \ 

1 ,vs 

2. (a) sen - 

2 

V3 

(b) cos -- 

2 

,V2 

3. (a) sen - 

2 

,V5 

(b) cos 1 - 

2 

4. (a) tan" 1 V 3 

(b) tan-'(-V3) 

5. (a) sen" 1 1 

(b) cos -1 1 

6. (a) tan- 1 1 

(b) tan 'C-l) 

,V5 

7. (a) tan 1 - 

3 

J V5' 

(b) tan 1-— 

8. (a) sen-'O 

(b) cos _1 0 


(c) cos 1 — 


(c) sen ^ — 

(c) sen 1 V 3 
(c) cos~‘(-l) 
(c) tan 1 0 


(c) cos '(-!) 


9-10 n Con una calculadora, determine un valor aproximado de 
cada expresion, con 5 decimales de exactitud. 

9. (a) sen-‘(0.7688) (b) cos '(-0^014) 

10. (a) cos” 1 (0.3388) (b) tan ‘(I5.2000) 

11-26 ■ Determine el valor exacto de la expresion, si es que 
esta definida. 


11 . sen(sen 1 5 ) 
13. tan(tan _l 10) 


12 . cos(cos ’|) 
14. sen(sen“‘l0) 


15. cos 1 cos — 
\ 3 


16. tan I tan — 

V 6 


17. sen 


,r ( A] 

L \ «/J 


19. tan I tan — 
V 3 


20. cos 


,r ( -yi 

L v 4 /J 


21. tan(sen 1 

22. sen(sen-* 0) 

( -rVS 

23. cosl sen - 

\ 2 


24. tan I sen 


25. tan I 2 sen 


26. cos 1 ( V5 sen — 


27-38 ■ Evalue la expresion trazando un triangulo, como en la 
solucion 2 del ejemplo 3. 


27. sen(cos _1 |) 
29. senftan" 1 y ) 
31. sec(sen“‘ j|) 
33. cos(tan _1 2) 


28. tanfsen 1 ^) 
30. cos(tan- 1 5) 

32. csc(cos _1 ^ ) 
34. cotfsen 1 |) 
36. tan(2 tan' 1 ^ ) 


35. sen(2 cos 1 |) 36. tan(2 tan 1 ) 

37. senfsen -1 \ + cos” 1 |) 38. cosfsen" 1 | -cos -1 |) 
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39-46 a Transforme la expresion en una expresion algebraica 
en x. 

39. cos(sen~‘x) 40. sen(tan~'x) 

41. tan(sen ’x) 42. cos(ian ‘.v) 

43. cos(2 tan" 1 *) 44. sen(2 sen" 1 *) 

45. cosmos" 1 * + sen -1 *) 46. sen(tan _1 x - sen" 1 *) 

47. Un poste de 50 pies de altura produce una sombra de lon- 
gitud s, como se ve en la figura. Exprese el angulo de eleva- 
cion, 9, del sol, en funcion de la longitud s de la sombra. 



48. Una cuerda de 680 pies sujeta un globo de aire caliente. 
Exprese el angulo 0 de la figura en funcion de la altura h. 



Cuanto mayor es 6, el tamafio aparente de la pintura es mayor. 
El angulo 6 depende de la distancia x. En otras palabras, el 
angulo 6 es funcion de x. 



(a) Demuestreque 


6 



2x _j 

(3-h)(5-h)J 


[Sugerencia: aplique la formula de la tangente de una 
resta de angulos, y el hecho de que 9= a- (}.] 

(b) Suponga que la altura a los ojos del espectador es h = 2 m. 
Calcule el angulo 9 (en grados) que subtiende la pintura 
para* = 0.5,2 y 5 m. 

Egg 50-51 ■ (a) Grafique la funcion y haga una conjetura, y (b) de- 
muestre que su conjetura es valida. 

50. y = tan 'x + tan -1 - 51. y = sen 1 * + cos _1 x 

x 

Bg 52-53 ■ (a) Con una graficadora determine todas las soluciones 
de la ecuacion, con dos decimales de exactitud, y (b) determine la 
solucion exacta. 

IT 

52. sen" 1 * - cos" 1 * = 0 53. tan x + tan 2* = — 

4 
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54. Dos composiciones distintas Las funciones 


49. Una pintura de 2 m de alto cuelga en un museo, y su borde 
inferior esta a 3 m sobre el piso. La altura a los ojos de 
una persona es h metros sobre el piso, parada a * metros de 
distancia, directamente frente al cuadro; el tamafio de este, 
como lo ve la persona, esta determinado por el angulo 9 que 
abarca la pintura en los ojos del espectador (vease la figura). 


fix) = sen(sen" l x) y g(x) = sen ‘(sen *) 

se simplifican a * para valores determinados de *. Pero no 
son iguales para toda *. Trace las graficas defy de g para 
demostrar que las funciones son distintas. (Imagine con cui- 
dado el dominio y el rango de sen" 1 .) 








SECCION 8.5 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 


483 



ECUACIONES TRIGONOMETRICAS _ 

Una ecuacion trigonometrica es aquella que contiene funciones trigonometricas. Por 
cjemplo, = '. -> ' •. -.c •• v V ■ . • - • .. 


sen 2 * + cos 2 * =1 y 2 sen x — 1 = 0 

son ecuaciones trigonometricas. La primera es una identidad; esto quiere decir que es 
cierta para todo valor de la variable x. La segunda ecuacion solo es valida para ciertos 
valores de x. En esta seccion describiremos la solucion de ecuaciones trigonometricas, 
esto es, la determination de todos los valores de la variable para los cuales la ecuacion 
es valida. 

EJEMPLO 1 ■ Solucion de una ecuacion trigonometrica 
Resuelva la ecuacion 2 sen x - 1 = 0. 

SOLUCION Primero despejaremos sen x de la ecuacion. 

2 Sen X — 1 = 0 Ecuaci6n origina! 

2 sen X = 1 Sume 1 

Sen X = \ Divida entre 2 

En el intervalo [0,2 if), los valores de jc para los cuales la ecuacion es cierta son 
x = irK) y x= 5 7t/ 6. Pero como la funcion seno es periodica,y su periodo es 2 ir, si 
se suma cualquier multiplo entero de 2ir a esos valores se obtiene otra solucion. Por 
lo anterior, todas las soluciones tienen la forma 

7T 5tt 

x = — + 2 k ir o x = — + 2ktt 

6 o 

para cualquier entero k. La figure 1 muestra una representation grafica de las 
soluciones. 



FIGURA 1 


En general, como en el ejemplo 1, si una ecuacion trigonometrica tiene una solucion, 
entonces tiene una cantidad infinita de soluciones. Para determinar todas las soluciones 
de esa ecuacion solo se necesitan determinar las soluciones en el intervalo adecuado, 
para despues aprovechar que las funciones trigonometricas son periodicas. 
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EJEMPLO 4 s Uso de una identidad triganornetrica para resoiver una ecuadon 
Resuelva la ecuacion 3 sen x - 2 cos 2 * en el intervalo [0, 277-). 

SOLUCION. A1 aplicarllaj identidad cos 2 * = 1 sen 2 * se obtiene. una ecuacion equi- 
valente, donde solo interviene la funcion seno. 

3 sen X =2 COS 2 X Ecuacion original 

3 sen X = 2(1 - Sen 2 *) Identidad pitagorica 

2 sen 2 * + 3 sen x - 2 = 0 Simplifique 

(2 sen*—l)(sen* + 2) = 0 Factorice 

2 sen x - 1 = 0 o sen x + 2-0 

sen x - \ sen x — -2 

Como -1 sen x =£ 1, la ecuacion sen x = -2 no tiene solucion. Las soluciones de 
la ecuacion original son, en consecuencia, las soluciones de sen x = \ , esto es, 
x- ttI6,5tt/6. h 

EJEMPLO 5 ■ Determination de puntos de intersection 

Determine los puntos de intersection de las graficas d ef(x) = sen x, y de g(x) = cos x. 
SOLUCION En la figura 2 se ven las graficas defy de g. 



Esas graficas se intersecan en los puntos en los que fix) — g(x). Por tanto, se necesita 
determinar las soluciones de la ecuacion 

sen X — COS X Iguale funciones 

Observe que los numeros x en donde cos x = 0 no son soluciones. Cuando cos x ^ 0, 
se pueden dividir ambos lados de la ecuacion entre cos jc para llegar a 

Divida entre cos x 

Identidad recfproca 

La solucion de la ultima ecuacion, en el intervalo (-v/2, rr/2), es x = tt/4. Ya que la 


sen* 
cos * 

tan x = 1 
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funcion tangente es periddica, y su periodo es tt, las soluciones son 


TT 

X =-h KTT 

4 


para cualquier entero k. 


EJEMPLO 6 ■ Determination de soluciones en un intervalo 
Determine las soluciones de cos 3x sec x = 2 cos 3x en el intervalo [0, 2 tt). 


SOLUCION 


COS 3x sec X — 2 COS 3x Ecuacion original 
cos 3x sec x — 2 cos 3x — 0 Reste 2 cos 3x 

COS 3x(sec X - 2) = 0 Factorice 

cos 3x = 0 o sec x — 2 

Comenzaremos resolviendo cos 3x = 0. Como las soluciones que se buscan estan en 
el intervalo o =£ x =s 2 tt, entonces 0 =£ 3x ^ 6ir. En este intervalo, cos 3x = 0 tiene 
las soluciones 


3x= 2' 

3 TT 
~2~’ 

5 TT 

T’ 

Itt 

T’ 

9 TT 

T’ 

117T 

2 

TT 

TT 

Sir 

Itt 

3tt 

11 7T 

X= 6’ 

2. 9 

T’ 

T’ 

T’ 

6 


asi que 


A continuacion resolveremos sec x-2. Sus soluciones, en el intervalo [0. 27 t] son 
x = 7t/ 3 y x = 5tt/3. Por lo anterior, todas las soluciones de la ecuacion original son 


TT TT TT 


5tt Itt 3tt 5 TT 11 TT 


6’ 3’ 2’ 6’ 6’ 2’ 3’ 6 

Observe que en el ejemplo 6 no dividimos ambos lados entre cos 3x. Hubiera sido 
un error, porque estarfamos dividiendo entre 0. En realidad, si dividimos ambos lados 
entre cos 3x se pierden todas las soluciones de la ecuacion original que tambien son 
soluciones de cos 3x = 0. 


EJEMPLO 7 ■ Manejo de soluciones extranas 

Resuelva la ecuacion cos x + 1 = sen x en el intervalo [0, 27t). 

SOLUCION Para obtener una ecuacion donde intervengan solo seno o coseno, se ele- 
van al cuadrado ambos lados y se aplican las identidades pitagoricas. 

COS X + 1 = sen X Ecuacion original 

(COS X + l) 2 = sen 2 x Eleve ambos lados al cuadrado 

COS 2 X + 2 COS X + 1 = sen 2 x Desarrolle 


cos 2 x + 2 COS X + 1 = 1 - cos 2 x 


Jdentidad piiagdrica 
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2 cos 2 x + 2 cos x — 0 
2 cos x (cos x + 1) = 0 
cos x = 0 6 


Simplifique 

Factorice 

cos x + 1 =0 


De acuerdo con estas ecuaciones, las soluciones posibles son 



Soluciones posibles 



Como se pudieron introducir rafces extranas al elevar al cuadrado ambos lados de la 
ecuacion, se debe comprobar que cada uno de estos valores de x satisface la ecuacion 
original. En el parrafo COMPRUEBE SUS RESPUESTAS vemos que las soluciones de 
la ecuacion dada, en el intervalo [0, 2it), son tt/2 y 77. 


COMPRUEBE SUS RESPUESTAS 


IT 


377 



X = — 


x = —: 


X = 7T. 

2 


2 



7 T 

77 

377 

3 7T 

cos 7T + 1 2= sen 7 r 

COS — 

+ 1 3= sen — 

COS—-1 1 I 

sen — 

2 

2 

2 

2 



0+1 = 1 / 

0 + 11 

-1 x 

-1 + 1=0 y 


Si en una ecuacion se efectua una operation que pueda introducir nuevas rafces, 
habra que revisar que las soluciones obtenidas no sean extranas; esto es, que satisfagan 
la ecuacion original, como en el ejemplo 7. 

EJEMPLO 8 ■ Uso de una identidad trigonometrica 

Resuelva la ecuacion: sen 2x - cos x - 0. 

SOLUCiON Como los argumentos en los dos terminos son distintos, primero aplica- 
remos la formula del seno de angulo doble. 

sen 2x — COS x - 0 Ecuacion original 

2 sen X COS X - COS X = 0 Formula de angulo doble 

cos x (2 sen x - 1) = 0 Factorice 

cos x = 0 o 2 sen x — 1 = 0 

sen x = 2 

Cuando x esta en el intervalo [0, 27t), las soluciones de la primera de las ecuaciones 
son x = 77 / 2 , 3tt/2, y la segunda ecuacion tiene las soluciones x = 77/6 y 577/6. En 
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resumen, las soluciones de la ecuacion original son 



— ^ I 2kir, ^ + 2 k-ir, — + 2^77, — + 2krT 


para cualquier entero k. 


n 



SOLUCION DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 
CON UNA CALCULADORA 


Hasta ahora, todas las ecuaciones que hemos resuelto han tenido soluciones de la forma 
Tit A, 77/3, 5-77/6,3-77/2, etcetera. Pudimos llegar a ellas a partir de los valores especiales 
de las funciones trigonometricas que ya memorizamos. Ahora presentaremos ejemplos 
cuyas soluciones requieren el uso de funciones trigonometricas inversas en una calcu- 
ladora. 



EJEMPLO 9 ■ Manejo de las funciones trigonometricas inversas 
en una calculadora 

Resuelva la ecuacion sen x = § en el intervalo [0, 2-77]. 

SOLUCION Las soluciones de esta ecuacion son los numeros x cuyo seno es igual a §. 
En la figura 3 vemos, que hay dos numeros con esta propiedad, x, y x 2 , en el intervalo 
[0,27r]. Con una calculadora en modo de radianes se determina xy. 

sen x—\ Ecuacion original 

Xj = sen -1 1 Extraiga sen' 1 de cada lado 

si 0.72973 Use la calculadora 

Observe que, como el rango de sen -1 esta en el intervalo [—77/2, 7r/2], la calculadora 
da como resultado un numero dentro de este. En la figura 3 vemos que la otra solu- 
cion esta entre 77/2 y 77. (De hecho, si imaginamos que x es un angulo en radianes, 
entonces x 2 es un angulo en el segundo cuadrante, cuyo angulo de referencia es x l .) 
Por lo anterior, 


x 2 — it — sen -1 5 = 2.41186 

Las soluciones, con 5 decimales de precision, son x ~ 0.72973 y x~ 2.41186. ® 

Si se usan funciones trigonometricas inversas para resolver una ecuacion, hay que 
tener en cuenta que sen -1 y tan -1 producen valores en los cuadrantes I y IV, y que cos 
produce valores en los cuadrantes I y II. Para determinar otras soluciones habra que 
buscar el cuadrante en el que la funcion trigonometrica puede tomar el valor que se 
necesita. 


L. 


EJEMPLO 10 B Determinacion de todas las soluciones 

Determine todas las soluciones de la ecuacion 4 cos 2 x - 9 cos x + 2 = 0. 
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SOLUCION Primero se determinari las soluciones en el intervalo [0,2 tt), que es un 
periodo completo de la funcion coseno. 

4 COS 2 X - 9 COS X + 2 = 0 Ecuacion original 

(cos X - 2)(4 COS X - 1) = 0 Factorice 

cos x - 2 = 0 o 4 cos x — 1 = 0 

cos x = 2 cosx= l 



FIGURA 4 


Ya que el cos x no puede ser mayor que 1, la ecuacion cos x — 2 no tiene solucion. 
En la figura 4 vemos que la ecuacion cos x = | tiene dos soluciones en el inter¬ 
valo [0,2 it). Una de ellas es x l = cos -1 \ « 1.31812 . Observe que, como el rango 
de cos' 1 es el intervalo [0, tt], la calculadora da un numero en ese intervalo. La 
otra solucion esta entre 377/2 y 2 tt (el cuarto cuadrante), por lo que su valor es 
*2 = 2 TT- cos -1 1 - 4.96507 . Entonces se ve que todas las soluciones de la ecua- 

cion tienen la forma 

x = 1.31812 + 2kir o x = 4.96507 + 2kir 


para cualquier entero k. 



EJERCICIOS 


1-30 ® Determine todas las soluciones de la ecuacion respectiva 
1. 2cos*-l=0 2. V2 sen*- 1=0 

3. 2 sen * - V3 = 0 4. tan x + 1 = 0 

5. 4 cos 2 * -1=0 6. 2 cos 2 * -1=0 

7. sec 2 * -2 = 0 8. esc 2 * -4 = 0 


9. cos * (2 sen x + 1) = 0 

10 . sec * (2 cos * - V^2) = 0 

11. (tan * + V3 )(cos * + 2) = 0 

12. (2 cos * + V3 )(2 sen *- 1) = 0 

13. cos * sen * - 2 cos * = 0 

14. tan * sen * + sen * = 0 

15. 4 cos 2 * - 4 cos *+1=0 

16. 2 sen 2 * - sen *-1=0 


17. sen 2 * = 2 sen * + 3 18. 

19. sen 2 * = 4 - 2 cos 2 * 20. 

21. 2 sen 3* - 1 = 0 22. 

23. cos - - 1 = 0 24. 

2 


3 tan 3 * = tan * 

2 cos 2 * + sen * = 1 
V3 sen 2* = cos 2* 

esc 3* = sen 3* 


25. tan 5 * - 9 tan * = 0 

26. 3 tan 3 * - 3 tan 2 * - tan * + 1 = 0 

27. 4 sen * cos * + 2 sen * - 2 cos * - 1 = 0 

28. sen 2* = 2 tan 2* 

29. cos z 2x - sen z 2* = 0 

30. sec * - tan * = cos * 

31-38 a Determine todas las soluciones de la ecuacion en el 
intervalo [0,2ir). 

31. 2 cos 3* =1 32. 3 esc 2 * = 4 

33. 2 sen xtanx-tanx = 1 - 2 sen * 

34. sec * tan * - cos * cot * = sen * 

35. tan * — 3 cot * = 0 36. 2 sen * — cos * — 1 

37. tan 3* + 1 = sec 3* 38. 3 sec 2 * + 4 cos 2 * = 7 

39-46 ■ (a) Con una calculadora, resuelva la ecuacion en el 
intervalo [0, 27r], con cinco decimales de precision. 

(b) Determine todas las soluciones de la ecuacion. 

39. cos * = 0.4 40. 2 tan * = 13 
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41. secx-5 = 0 


58. tan * + cot * = 4 sen 2x. 


42. 3 sen x-1 cos x 

43. 5 sen 2 * -1=0 

44. 2 sen 2x - cos * = 0 

45. 3 sen 2 * - 7 sen * + 2 = 0 

46. tan 4 * - 13 tan 2 * + 36 = 0 

47-50 ■ Trace las graficas de/y g sobre el mismo conjunto de 
ejes y determine sus puntos de intersection. 

47. fix) = 3 cos * + 1, g(*) = cos * - 1 

48. fix) = sen 2*, g(x) = 2 sen 2* + 1 

49. fix) - tan *, g(x) = V3 

50. fix) = sen * - 1, g(*) = cos * 

51-54 a Aplique una formula de suma o resta para simplificar la 
ecuacion. A continuation determine todas las soluciones en el 
intervalo [0,27r). 

! 

51. cos * cos 3* - sen * sen 3* = 0 

52. cos * cos 2* + sen * sen 2* = \ 

53. sen 2* cos * + cos 2* sen * = V3/2 

54. sen 3* cos * - cos 3* sen * = 0 

55-58 ■> Aplique una formula de angulo doble o de mitad de 
angulo para resolver la ecuacion en el intervalo [0 , 27t). 


59-62 ■ Resuelva la ecuacion aplicando primero una formula de 
suma a producto. 

59. sen * + sen 3* = 0 ‘ 


60. cos 5* - cos 7* = 0 

61. cos 4* + cos 2*= cos *. 

62. sen 5* - sen 3* = cos 4*. 

tSS 63-68 ■ Con una graficadora determine las soluciones de la 
ecuacion, con 2 decimales de precision. 


63. sen 2* = * 


65. 2 senx = * 


64. cos * = — 
3 

66. sen * = x 3 


cos* , 

67. -7 = * 2 

1 + v 2 


68. cos* = \(e x + e x ) 


@1 DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

69. Ecuaciones e identidades ^Cual de las siguientes afirma- 
ciones es correcta? 

A. Toda identidad es una ecuacion. 

B. Toda ecuacion es una identidad. 

Describa ejemplos que ilustren su respuesta. Escriba un pa- 
rrafo donde explique la diferencia entre una ecuacion y una 
identidad. 


55. sen 2* + cos * = 0 

* 

56. tan — - sen * = 0 

2 

57. cos 2* + cos * = 2 


70. Ecuacion trigonometrica especial ^.Que es lo que hace que 
la ecuacion sen(cos *) = 0 sea distinta de todas las demas 
ecuaciones que hemos estudiado en esta section? Determine 
todas las soluciones de esta ecuacion. 



FORMA TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 
TEOREMA DE DeMOIVRE __ 

Los numeros complejos se presentaron, para resolver ciertas ecuaciones algebraicas. 
Sin embargo, sus aplicaciones van mucho mas alia de este uso preliminar. Hoy, esos 
numeros se usan en forma rutinaria en ffsica, ingenierfa electrica y en la aeroespacial y 
en muchos otros campos. En esta section representaremos numeros complejos medi- 
ante las funciones seno y coseno. Esto nos permitira determinar las rafces n-esimas de 
los numeros complejos. 
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m 


bi 


Re 


-1 +73 


FORMA TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

Sea z = a + bi un numero complejo; entonces tracemos en el piano complejo el seg- 
mento de recta que une al origen con el punto a + bi ( vease la figura 1). La longitud de 
este segmento se representa por r = |z| = va 2 + b 2 . (Recuerde que I z I es el modulo 
de z.) Si des un angulo, en posicion normal, cuyo lado terminal coincide con este seg¬ 
mento, entonces, segun las definiciones de seno y coseno: 

a = r cos 6 y b = r sen Q, 

asf que z - r cos 6 + ir sen 6 = r( cos 6 + i sen 6). Acabamos de demostrar lo siguiente. 


FORMA TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


El numero complejo z = a + bi tiene la forma trigonometrica siguiente: 

z — r (cos 6 + i 8en 6), 

en la que r = |z| - Va 2 + b 2 , y tan 0 = b/a. El numero r es el modulo de z, 
y 0es un argumento de z. 


El argumento de z no es unico, pero dos argumentos cualesquiera de z difieren entre 
sf por un multiplo entero de 2tt. 

EJEMPLO 1 a Expresion de numeros complejos en su forma trigonometrica 
Escriba cada uno de los numeros complejos siguientes en forma trigonometrica. 

(a) 1 + i (b) -1 + V3 i (c) -4V3 - 4i (d)3 + 4i 

SOLUCION Esos numeros complejos se grafican en la figura 2, que nos ayuda a 
determinar sus argumentos. 



(a) Un argumento es 9 = ir/4, y r = Vl + 1 = V2 . Por consiguiente. 


/- 7T 7T 

1 + i = V2 cos — + 1 sen — , 
4 4 
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tan 9 = 
. 6 = 

tan 6 
9 

tan 6 
0 


- 1 


-VS 



-4 __ 

- 4\/3 \/3 

Ttt 

6 


(b) Un argumento es 6 = 2ttI3 y r - Vl + 3 — 2 . Entonces 


y— : - 277 . 277 

- 1 + V3 i-=■ 2 cos. „ + t sen 

V 3 3 / 


(c) 


Un argumento es 6 — 777/6 (o podrfa ser 0 = — 577 / 6 ), y r - V48 + 16 — 8 . Asf, 


/- [ 777 7 77 

■ 4v3 - 4i = 8 cos — + i sen — 
V 6 6 ) 


tan 


Las formulas de seno y coseno de sumas de argumentos, descritas en la seccion 7.2, 
simplifican mucho la multiplicacion y la division de numeros complejos en forma tri- 
gonometrica. El siguiente teorema indica como. 


(d) Un argumento es 0 = tan 1 1, y r = V3 2 + 4 2 = 5. Asf, 

3 + 4/ = 5 [cos(tan - 1 5 ) + t senftan" 1 ^)] 


MULTIPLICACION Y DIVISION DE NUMEROS COMPLEJOS 


Si las formas trigonometricas de los dos numeros complejos z, y z 2 son 
z, = r,(cos 0, ■+ i sen 0,) y Z 2 = r 2 (cos 0 2 + i sen 0 2 ) 

entonces 

Z;Z 2 = r,r 2 [cos(0| + ©j) + i sen(0, + 0^] Multiplicacion 

— = — [cos(0, - 0 2 ) + i sen(0! - 0 2 )] (z 2 A 0) Division 

*2 r 2 


Este teorema dice asx: Para multiplicar dos numeros complejos, se multiplican los 
modulos y se suman los argumentos, y para dividir dos numeros complejos, se dividen 
los modulos y se restan los argumentos. 

R Demostracion Para demostrar la formula de la multiplicacion tan solo se 
multiplican los dos numeros complejos. 

ZjZ 2 = r^tcos 0 j + i sen 0 ,)(cos 0 2 + i sen 0 2 ) 

= r^jfcos 0 ! cos 0 2 - sen 0 , sen 0 2 + /(sen 0 , cos 0 2 + cos 0 , sen 0 2 )] 

= r,r 2 [cos( 0 ! + 0 2 ) + / sen( 0 , + 0 2 )] 

En el ultimo paso aplicamos las formulas para seno y coseno de una suma. 

Se deja como ejercicio demostrar la formula de la division. □ 
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EJEMPLO 2 s Multipiicacion y division de numeros compiejos 


■ " 77 
z 1 - 21 cos —-+■i sen — 

Determine (a) z x z 2 , y (b) z { /z 2 - 


SOLUCiON 

(a) De acuerdo con la formula de la multiplicacion, 


7T TT 

y - -- z 2 - 5 cos + I sen — 


ZiZ 2 = ( 2 )( 5 ) 


cos^ 


4 3 


+ — + i senl — + — 


4 3 


/ Itt Itt 

= 101 cos — + i sen — 


Para determinar la respuesta aproximada se usa una calculadora en modo de ra- 
dianes, y asf se obtiene 

z,z 2 ~ 10(-0.2588 + 0.9659/) = -2.588 + 9.659/ 

(b) Segun la formula de la division. 


Zi _ 2 

z 2 5 


c° s (f-; 

[ » 
cos —— 

\ 12 


- +/s en --y 


+ / senl - — 


= — cos — - / sen — 


Con una calculadora en modo de radianes, se obtiene la respuesta aproximada 

^ -1(0.9659 - 0.2588/) = 0.3864 - 0.1035/ 
z 2 


11 TEOREMA DE DeMOIVRE 


La aplicacion repetida de la formula de multiplicacion da como resultado una formula 
util para elevar un numero complejo a una potencia n, para cualquier entero positivo n. 
Sea z un numero complejo, expresado en forma trigonometrica. 

z = r(cos 9 + i sen 9) 

Entonces, de acuerdo con la formula de multiplicacion, 

z 2 = zz = r 2 [cos(0 + 9) + i sen (9 + 0)] 

= r 2 (cos 29 + i sen 29) 

A continuacion multiplicamos z 2 por z, para obtener 

z 3 = = r 3 [cos(20 + 9) + i sen(20 + 9) 

= r 3 (cos 3 9 + i sen 39) 
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A1 repetir lo anterior veremos que, para cualquier entero positivo n, 

z" = r"(cos nd + i sen nff) 

Gon un desarrollo parecido donde se aplique la formula de division se demuestra que 
lo anterior tambien es valido para enteros negativos. Hemos demostrado el siguiente 
teorema: 



Si z = r(cos 8 + i sen 0), entonces para cualquier entero n 


Esto equivale a decir que para elevar un numero complejo a la n-esima potencia, se 
eleva el modulo a la n-esima potencia y se multiplica el argumento por n. 


EJEMPLO 3 ■ Determinacion de una potencia aplicando el teorema de DeMoivre 

Determine (j + \ i) w . 

SOLUCION Ya que \ + \i = %(1 + i) , se deduce el ejemplo 1(a) 

1 1 . V2 ( 7 t . 

— + —1 = —r~ 1 cos — + i sen 

2 2 2 \ 4 

Asi, de acuerdo con el teorema de DeMoivre, 





5ir . 5 tt 

cos — + i sen — 
2 2 



B 


RAICES n-ESIMAS DE NUMEROS COMPLEJOS 


Para determinar las rafces n-esimas del numero complejo z se necesita determinar un 
numero complejo w tal que 

w n — z 

Expresamos z en su forma trigonometrica: 

z = r(cos 6 + i sen 6). 

Una rafz n-esima de z es 


uJ 0 ■ 6 

w = r'l cos — + i sen — 
\ n n 


ya que, segun el teorema de DeMoivre, w" = z. El argumento 6 de z se sustituye por 6 + 
2kv de cualquier entero k. Por consiguiente, otras rafces de n-esima de z son 
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En vista de que esta expresion da como resultado un valor distinto de w para k — 0,1, 
2,.. n - 1, acabamos de demostrar el siguiente teorema. 


RAl'CES n-ESIMAS DE NUMEROS COMPLEJOS 


Si z = r(cos 6 + i sen 6) y n es un entero positivo, entonces z tiene las n rafces 
n-esimas distintas 



para k = 0,1,2,.. n— 1. 


Las observaciones siguientes ayudan a aplicar la formula anterior. 


1. El modulo de cada rafz n-esirna es r 

2. El argumento de la primera rafz es din. 

3. Se suma 2ir en forma repetida para obtener el argumento de cada rafz sucesiva. 


Esas observaciones demuestran que, cuando se grafican, las rafces n-esimas de z 
estan igualmente repartidas en el cfrculo de radio r Un . 


EJEMPLO 4 ■ Determination de las rakes de un numero complejo 

Determine las seis rafces de z = -64, y grafique en el piano complejo. 

SOLUCION En forma trigonometrica, z = 64(cos n+ i sen tt). A1 aplicar la formula 
de las rafces n-esimas, con n = 6, obtenemos 


w, = 64 1/6 


j 7T + 2kv j . I v + 2kir 

cos --- + i senl- - -, 


Se suma 27 t /6 = it! 3 a cada argumento, 
para calcular el argumento de la siguiente 
rafz. 


para k = 0, 1,2, 3,4 y 5. Asf, las 6 rafces sextas de -64 son 


w, 


= 64 1/6 ( cos ~r + i sen = V3 + i 


= 64 1/6 ^cos + i sen -^J = 2i 

= 64 1/6 ^cos + i sen = — V3 + i 


w. 


- .,/J Itt . 7 ir] 

w 3 = 64 ' I cos — + i sen —J 


= -V3-i 


3tt . 3 TT 

w 4 = 64 1/c l cos — + i sen — 


= - 2 i 
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Imu 

01 w, 



-2 i w 4 


FIGURA 3 

Las 6 rafces sextas de z = -64 


(2V2 ) 1/3 = (2 3/2 ) i/3 = 2 1/2 = V2 


A cada argumento se suma 360°/3 = 120°, 
para obtener el argumento de la siguiente 
rafz. 


FIGURA 4 

Las tres rafces cubicas de z = 2 + 2i 


w 5 = 64 1/6 f cos ~~ + i sen J = V 3 - i 


Estos puntos estan en el cfrculo de radio 2, como se ve en la figura 3. 


A1 determinar rafces de numeros complejos, a veces se expresa el argumento 8 
del numero complejo en grados. En este caso, las rafces n-esimas se obtienen con la 
formula 


w, 


_ l/n 


/ d + 360°fc \ / 8 + 360% 

cosl-I + 1 sen - 

\n \ n 1 


para £ = 0, 1,2, .. n- 1. 


EJEMPLO 5 s Determinacion de las ralces cubicas de un numero complejo 
Determine las tres rafces cubicas de z = 2 + 2 i, y grafique en el piano complejo. 

SOLUCION Primero expresaremos z en forma trigonometrica, con grados. En ese 
caso, r = V 2 2 + 2 2 = 2 V 2 , y 9= 45°. Por consiguiente, 

Z = 2V2 ( cos 45° + i sen 45°) 

Se aplica la formula para las rafces n-esimas (en grados) con n- 3, y se ve que las 
rafces cubicas de z son de la forma 


w k = (2 V2 ) 1/3 


cos 


45° + 360% ’ 


tsen 


45° + 360% 


para k = 0,1 y 2. Asf, las tres rafces cubicas de z son 

w 0 = V2 (cos 15° + / sen 15°) -1.366 + 0.3661 

= V2 (cos 135° + i sen 135°) = -1+1 

w 2 = V2 (cos 255° + i sen 255°) - - 0.366 + 1.366/ 

En la figura 4 se ven las graficas de las tres rafces cubicas de z, los cuales estan igual- 
mente espaciadas en el cfrculo de radio V2 . 
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EJEMPLO 6 ■ Solution de una ecuacion con la formula de las raices n-esimas 

Resuelva la ecuacion z 6 + 64 = 0. 

SOLUCION Itsta ecuacion se puede expresar en la forma z 6 — -64. Asi, las solucio 
nes son las raices sextas de -64, que se determinaron en el ejemplo 4. I 

EJERCICIOS 


1-24 ■ Escriba el nutnero complejo en forma trigonometrica, con 
argumento d entre 0 y 2v. 


31-38 ■ Exprese z, y z 2 en forma trigonometrica, y a continua¬ 
tion determine el producto Z|Z 2 y los cocientes z,/z 2 y 1/z,. 


1. 

1+1 

2. 

1 - V3i 

3. 

V2-V2i 

31. 

Zi = 

=V5 + 

i, z 2 = 1 + V^3 i 

4. 

1 — i 

5. 

2 V 3 -2i 

6. 

-1+i 

32. 

z, = 

= V~2- 

V~2 i, z 2 = 1 — i 

7. 

-Vh 

8 . 

- 3 - 3V3 i 

9. 

5 + 5i 

33. 

Zi = 

= 2 V3 

- 2i, z 2 = -1 + i 

10. 

4 

11. 

4V3 - 4 i 

12. 

8i 

34. 

Zi = 

= -V2i 

t, z 2 = — 3 — 3 y/i i 

13. 

i 

-20 

14. 

V3 + i 

15. 

3 +4i 

35. 

Zi = 

= 5 + 5i, 

z 2 = 4 

16. 

i(2 - 2ij 

17. 

3i(l + i) 

18. 

2(1-0 

36. 

Z t = 

= 4 \/3 

- 4i, z 2 = 8i 

19. 

4(V3 + 0 

20. 

-3 - 3i 

21. 

2 + t 

37. 

Zr = 

= -20, 

Z 2 =V3 +/ 

22. 

3 + V3 i 

23. 

V2 + V2 i 

24. 

-777 

38. 

Z| = 

= 3 + 4i, 

Z 2 = 2 — 2i 


25-30 * Determine el producto z t z 2 y el cociente z,/z 2 . Exprese su 
respuesta en forma trigonometrica. 

TT IT 3-1 T 3 IT 

25. z t = cos — + i sen —, z 2 = cos-i i sen — 

4 4 4 4 


I IT it I 

26. Zi = 31 cos-1- isen— I, 

1 V 6 6 r 


39-50 ■ Determine la potencia indicada aplicando el teorema de 
DeMoivre. 


z, — 5l cos-h isen- 


| 9ir 9ir 1 

27. z, = 7l cos— + i sen— I, 
1 \ 7 1 


I 3 tt 3ir 

z, = 2l cos-1- i sen — 

2 \ 7 7 


28. zi = V2 (cos 75° + i sen 75°), 
z 2 = 3 V 2 (cos 60° + i sen 60°) 

29. z, = 4(cos 200° + i sen 200°), 
z 2 = 25(cos 150° + i sen 150°) 

30. z, = 5 (cos 25° + i sen 25°), 
z 2 = 5 (cos 155° + i sen 155°) 


39. (1 + i) 20 
41. (2 V3 + 2i) 5 

(y/z V2 V 2 

43. -+- i I 

\ 2 2 / 

45. (2 - 20 s 

47. (-1-0 7 
49. (2V3 + 2i) 5 


40. ( I - V 3 i) 5 
42. (1 - if 

44. (V3 - i)" 10 

*(tt( 

48. (3 + V3 if 

50. (1 - if* 


51-60 ■ Determine las raices indicadas y grafiquelas en el piano 
complejo. 

51. Las raices cuadradas de 4 V3 +4 i. 

52. Las raices cubicas de 4 V3 +4 i. 

53. Las raices cuartas de —81*. 

54. Las raices quintas de 32. 

55. Las raices octavas de 1. 

56. Las raices cubicas de 1 + i. 


498 


CAPl'TULO 8 TRIGONOMETRIA ANALITICA 


57. Las rafces cubicas de i. 58. Las rafces quintas de i. 

59. Las rafces cuartas de -1. 

60. Las rafces quintas de -16 -16 V.l i. ; 


(b) Si z ^ 0 es cualquier numero complejo, y s n = z, de- 

muestre que las n rafces n-esimas distintas de z son s, sw, 
sw 2 , 5W 3 , . .sw" _l . 


61-66 a Resuelvalas ecuaciones siguientes. 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


61. 

z 4 +l=0 

62. z 8 - 

f = 0 

68. 

63. 

'"L 

1 

& 

1 

£ 

II 

O 

64. z 6 - 

1=0 


65. 

+ 

ii 

X. 

66. z 3 - 

1=0 



2 7T 

2tt 


69. 

67. 

(a) Sea w = cos-h 

i sen —, donde n es un entero 


n n 


positivo. Demuestre que 1, w, w 2 , w 3 ,.. w n 1 son las 
n rafces n-esimas distintas de 1. 


Sumas de raices de la unidad Calcule los valores exactos 
de las tres rafces cubicas de 1 (vease el ejercicio 67) y a 
continuation sumelas. Haga lo mismo con las rafces cuartas, 
quintas, sextas y septimas de 1. ^Cual cree que es la suma de 
las rafces n-esimas de 1, para toda n? 

Productos de raices de la unidad Calcule el producto de las 
tres rafces cubicas de 1 (vease el ejercicio 68). Haga lo mismo 
con las rafces cuartas, quintas, sextas y octavas de 1. ^Cual cree 
que sea el producto de las rafces n-esimas de 1, para toda n? 



VECTORES ___ 

En aplicaciones de las matematicas hay ciertas cantidades que se determinan por com- 
pleto mediante su magnitud; por ejemplo, longitud, masa, area, temperatura y energfa. 
Se habla de una longitud de 5 m o de una masa de 3 kg; solo se necesita un numero para 
describir cada una de esas cantidades. Esas cantidades se llaman escalares. 

Por otro lado, para describir el desplazamiento de un objeto se requieren dos nii- 
meros: la magnitud. y la direccion del desplazamiento. Para describir la velocidad de 
un objeto en movimiento se deben especificar tanto la rapidez como la direccion del re- 
corrido. Las cantidades como desplazamiento, velocidad, aceleracion y fuerza, que 
implican magnitud y tambien direccion, se llaman cantidades dirigidas. Una forma de 
representarlas, matematicamente, es utilizando vectores. 


B 



FIGURA 1 



jjjj DESCRIPCION GEOMETRICA DE LOS VECTORES 

Un vector en el piano es un segmento de recta que tiene una direccion asignada. Un 
vector se representa, como se ve en la figura 1, con una flecha que especifica la direc¬ 
cion. Ese vector se escribe AB. El punto A es el punto initial, y B es el punto termi¬ 
nal del vector AB. La longitud del segmento de recta se llama magnitud, o longitud 
del vector, y se representa por I AB I. Para representar los vectores tambien usaremos 

letras negritas; por ejemplo, escribiremos u = AB. 

Dos vectores se consideran iguales si tienen igual magnitud y la misma direction. 
Asi, todos los vectores de la figura 2 son iguales. Esta definition de igualdad tiene sen- 
tido si imaginamos que un vector representa un desplazamiento. Dos desplazamientos 
son iguales si tienen igual magnitud y la misma direccion. Asi, los vectores de la figu¬ 
ra 2 se pueden imaginar como son el mismo desplazamiento aplicado a objetos en 
lugares distintas en el piano. 

Si al desplazamiento u = AB sigue el desplazamiento v = BC, entonces el desplaza¬ 
miento resultante es AC, como se ve en la figura 3. En otras palabras, el desplazamiento 




SECCION 8.7 VECTORES 


499 



FIGURA 3 


FIGURA 4 

Suma de vectores 


FIGURA 5 

Multiplicacion de un vector por un escalar 


FIGURA 6 

Resta o sustraccion de vectores 


unico representado por el vector AC tiene el mismo efecto que los otros dos desplaza- 
mientos juntos. A1 vector AC se le llama suma de los vectores AB y BC, lo cual se 
expresa en la forma AC = AB + BC. (El vector cero, que se representa con 0, no indica 
desplazamiento alguno.) Asf, para determinar la suma de dos vectores u y v cua- 
lesquiera, se trazan vectores iguales a u y a V con el punto inicial de uno en el punto 
terminal del otro [vease la figura 4(a).] Si se traza a u y a v comenzando en el mismo 
punto, entonces u + v es el vector que forma la diagonal del paralelogramo definido por 
u y v, como se ve en la figura 4(b). 




Si a es un numero real y v es un vector, se define un nuevo vector av como sigue: 
El vector a\ tiene la magnitud I a 11 v I, y tiene la misma direccion que v si a > 0, o tiene 
la direccion opuesta a v si a < 0. Si a = 0, entonces av = 0, el vector cero. A este proce- 
so se le llama multiplicacion de un vector por un escalar, y su efecto es alargar o 
encoger al vector. La figura 5 muestra graficas del vector av para distintos valores de 
a. El vector (-l)v se representara por -v. Asf, -v es el vector que tiene la misma longi- 
tud que v, pero con direccion opuesta. 



La diferencia o resta de dos vectores, u y v, se define por medio de u - v = u + (-v). 
La figura 6 muestra que el vector u - v es la otra diagonal del paralelogramo definido 
por u y v. 





r 
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DESCRIPCION ANAUTICA DE VECTORES 

• - :• •' 

Ya hemos descrito los vectores en forma geometrica. Ahora presentaremos un metodo 
para describirlos usando coordenadas (esto es, analfticamente). Consideremos un veo 
' tor v en el piano coordenado, como el de la figura 7(a). Para ir del punto inicial de v a 
su punto terminal, hay que desplazarse a unidades hacia la derecha y b unidades hacia 
arriba. Representaremos al vector v en forma de un par ordenado de numeros reales 

v - (a, b) 

en donde a es el componente horizontal de v, y b es componente vertical de v. Se 
debe recordar que un vector representa una magnitud y una direccion, y no determinada 
flecha en el piano. Por consiguiente y de nuevo: el vector (a, b) tiene muchas represen- 
taciones distintas, que dependen de su punto inicial [vease la figura 7(b)]. 



x 



En la figura 8 se puede establecer la relacion entre una representacion geometrica de 
un vector y su representacion analftica. 



FORMA ANAUTICA DE UN VECTOR 


Si un vector v se representa en el piano, con un punto inicial P(x v y^) y un 
punto terminal Q(x 2 , yj, entonces . ■ ' ■ 


EJEMPLO 1 ■ Descripcion de vectores en forma analltica 

(a) Determine el vector u cuyo punto inicial es (—2,5) y su punto terminal es (3,7). 

(b) Si se traza el vector v = (3,7) con punto inicial en (2,4), ^cual es su punto 
terminal? 

(c) Trace las representaciones del vector w = (2,3) con puntos iniciales en (0,0), 

(2,2), (-2,-1) y (1,4). 

SOLUCION 

(a) El vector que se busca es 

u = { 3 — (—2), 7 - 5) = {5,2) 
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FIGURA 9 


(b) Sea (x, y) el punto terminal de v. Entonces 

(x-2,y-4) = (3,7) 

Por tanto, x-2 = 3 y y - 4 = 7, es decir, x - 5 y y = 11. El punto terminal 
es (5,11). 

(c) En la figura 9 se trazaron las representaciones del vector w. ® 

Ahora presentaremos defmiciones analfticas de las diversas operaciones que hemos 
descrito geometricamente para los vectores. Comencemos con la igualdad de vectores. 
Dijimos que dos vectores son iguales si tienen igual magnitud y la misma direction. Para 
los vectores u = (a v b,} y v = (a 2 , b 2 ), esto quiere decir que a, = a 2 y que b, = b 2 . En 
otras palabras, dos vectores son iguales si y solo si son iguales sus componentes respec- 
tivas. Asi, todas las flechas de la figura 7(b) representan al mismo vector, al igual que 
todas las flechas de la figura 9. 

La longitud de un vector tiene el siguiente significado, en terminos de componentes. 


La magnitud, o longitud de un vector v = (a, b) es 

|v| = Vs 2 + b 2 


E1EMPLO 2 ■ Magnitudes de vectores 

Determine la magnitud de cada uno de los siguientes vectores. 

(a) u = (2,-3) (b) v = (5,0) (c) w = (|J) 

SOIUCION 

(a) I u 1 = V2 2 + ( - 3) 2 = Vl3 

(b) I v 1 = V5 2 + 0 2 = V25 = 5 

(c) lwl=V(!) 2 + (!) 2 = V^ + i = i ■ 

Las siguientes definiciones de suma, resta y multiplication por escalar para los vec¬ 
tores, corresponden a las descripciones geometricas que se mencionaron antes. La figura 
10 indica como la definicion analitica de suma de vectores corresponde a la definicion 
geometrica. 



OPERACIONES ALGEBRAICAS CON VECTORES 


Si u = («],£,) y v = [oj, b^, entonces 

u + v = (a, + a 2 , b, + b^j 
u - v = (a, - Oj, b, - b 2 ) 

_ cu = (ca,, cb,), C e 











502 


CAPITULO 8 TRIGONOMETRIA ANALITICA 


EJEMPLO 3 a Operaciones con vectores 

Si u = (2, -3) y v = (-1,2), determine u + v, u - v, 2u, -3v y 2u + 3v. 

SOLUCION De acuerdo con las definiciones de las operaciones vectoriales, - 
u + v = (2, -3) + (-1,2) = (l, -l) 
u — v = (2, —3) - (-1,2) = (3, -5) 

2u = 2(2, —3) = (4, -6) 

-3v = -3(-l,2) = (3,-6) 

2u + 3v = 2(2,-3) + 3(-l, 2) = (4, -6) + (-3,6) = (l, 0) is 

Las siguientes propiedades de las operaciones vectoriales se deducen con facilidad 
a partir de las definiciones. El vector cero es el vector 0 - (0,0). En la suma vectorial 
desempena el xnismo papel que el numero 0 en la suma de numeros reales. 



_ Suma vectorial 

Multiplicacion por un escalar 

u + y = v + u 

c(u + v) = cu + cv 

u + (v + w) = (u + v) + w 

(c + d) u = cu + du 

D + 0 = U 

(cd) u = c(du) = d(cu) 

11 + (-u) = 0 

lu = u 

Longitud de un vector 

0 

II 

s 

0 

1 cu 1 = 1 c 11 u 1 

cO = 0 


A un vector de longitud 1 se le llama vector unitario. En el ejemplo 2(c), el vector 
w = (5 > 3) es un vector unitario. Hay dos vectores unitarios muy utiles, i y j, definidos 
por 

i = M j - ( 0 , l) 

Esos vectores son especiales, porque en terminos de ellos se puede expresar cualquier 
otro vector. 


VECTORES EN TERMINOS DE i Y j 


El vector v = (a, b) se expresa en terminos de i y j como sigue: 

v = (a, b) = <ri + by 


EJEMPLO 4 ■ Vectores en terminos de i y j 

(a) Exprese el vector u = (5, -8) en terminos de i y j . 

(b) Si u = 3i + 2j, y v = -i + 6j, escriba 2u + 5v en terminos de i y j. 
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SOLUCION 


(a) u = 5i + (-8)j = 5i-8j. 

(b) Con las propiedades de la suma y la multiplicacion por un escalar de vectores se 
:= ' demuestra que los vectores utilizan de la misma forma cOmo las expresiones 

algebraicas. Asi 


2u + 5v = 2(3i + 2j) + 5(-l + 6j) 
= (6i + 4j) + (-5i + 30j) 


= i + 34j 



Sea v un vector en el piano, con su punto inicial en el origen. La direccion de v es 
6, el angulo positivo minimo, en posicion normal, que forma la parte positiva del eje x 
y v (vease la figura 11). Si se conoce la magnitud y la direccion de un vector, entonces, 
de acuerdo con la figura 11, se determinan los componentes vertical y horizontal del 
vector. 


COMPONENTES HORIZONTAL Y VERTICAL DE UN VECTOR 


Sea v un vector de magnitud I v I y direccion 6. 
Entonces, v = (a, b) = ai + f>j, donde ; ; 


; - a = I v fcos 6 y b = I v I sen 6. 




EJEMPLO 5 ■ Componentes y direccion de un vector 

(a) Un vector v tiene longitud 8, y direccion tt/3. Determine las componentes hori¬ 
zontal y vertical, y exprese v en terminos de i y j. 

(b) Determine la direccion del vector u = - V3 i + j. 

SOLUCION 

(a) Como v = (a, b ), donde las componentes se definen por 

a = 8 cos -j = 4 y b = 8 sen ~ — 4 V3 

Por lo anterior, v = (4,4 V3) = 4i + 4 V3 j. 

(b) De acuerdo con la figura 12, la direccion 6 tiene la propiedad 

1 V3 

tan 6 =- 7= =-— 

- V3 3 

Asi, el angulo de referenda para 0es tt/6. Como el punto terminal del vector u 
esta en el cuadrante II, entonces 6 = 5 tt/6. 



APLICACIONES A VELOCIDADES Y FUERZAS 

A1 aplicar los vectores en la navegacion, se suele expresar la direccion de un vector en 
forma de rumbo, esto es, un angulo agudo medido a partir del norte o del sur. Por ejem- 
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plo, el rumbo N 30° E, indica una direccion que apunta a 30° al este del norte (vease la 
figura 13). 




FIGURA13 N 30 E N60W S70W S50E 



La velocidad de un objeto en movimiento se describe mediante un vector cuya 
direccion es la direccion del movimiento y cuya magnitud es la rapidez. La figura 14 
muestra algunos vectores u que representan la velocidad del viento en la direccion N 30° 
E y un vector v, que representa la velocidad de un avion que atraviesa este viento en el 
punto P. De acuerdo con la experiencia, es obvio que el viento afecta tanto la rapidez 
como la direccion de un avion. La figura 15 indica que la rata real del avion, en relacion 
con el suelo, se determina con el vector w = u + v. 

EJEMPLO 6 ■ Rapidez y direccion reaies de un avion 

Un aeroplano va rumbo al norte a 300 mi/ h. Atraviesa un viento cruzado de 40 mi/h, 
en direccion N 30° E, como se ve en la figura 14. 

(a) Determine la velocidad real del avion, en forma de un vector. 

(b) Determine la rapidez y direccion reales del avion. 

SO LU Cl ON La velocidad del avion en aire inmovil es v = Oi + 300j = 300j. Tambien 
se debe expresar la velocidad u del viento como un vector. Segun las formulas de las 
componentes de un vector, 



u = (40 cos 60°)i + (40 sen 60°)j 
= 20i + 20 V3 j 
= 20i + 34.64j 

(a) La velocidad real del avion se representa por el vector w = u + v. 

w = u + v = (20i + 20 V3 j) + (300j) 

= 20i + (20 V3 + 300)j 
a 20i + 334.64j 

(b) La rapidez real del avion se calcula con la magnitud de w. 


FIGURA 15 


| w | - V(20) 2 + (334.64) 2 - 335.2 mi/h 


La direccion del avion es 8, la del vector w. El angulo 8 tiene la propiedad de 
que tan 9 a 334.64/20 = 16.732, por lo que 8~ 86.6°. Por lo anterior, el avion 
sigue la direccion N 3.4° E. 
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EJEMPLO 7 a Calculo del rumbo 

Una mujer navega en un bote, desde una orilla de un rio recto, y desea desembarcar 
en un punto directamente frente a ella, en la margen opuesta. Si la rapidez del bote en 
agua inmovil es 10 mi/h y el rio corre hacia el este, a 5 mi/h, <,en que direccion debe 
dirigir su bote para llegar al punto deseado? 

SOLUCION Se escoge un sistema de coordenadas cuyo origen este en la position 
uncial del bote, como se ve en la figura 16. Sean u y v las velocidades del rio y del 
bote, respectivamente. Es claro que u = 5i y, como la rapidez del bote es 10 mi/h 
entonces I v I = 10; asi 


v — (10 cos 6)i + (10 sen 0)j 


siendo 6 el angulo que se ve en la figura 16. El rumbo real del bote esta definido i 
el vector w = u + v. entonces 


FIGURA 16 


w = u + v = 5i + (10 cos 6 )i + (10 sen 0)j 


— (5 + 10 cos 6 )i + (10 sen 0)j 

Como la mujer desea desembarcar en un punto directamente opuesto al otro lado del 
no, su direccion debe tener componente “horizontal” (longitudinal al rio) de 0. En 
otras palabras, debe elegir 6 de tal manera que 

5+10 cos 6 = 0 


cos 6= — £ 


150 / Fx 


FIGURA 17 


6 = 120 ° 

Por consiguiente, debe dirigir el bote hacia 6 = 120°, es decir, al N 30° W. m 

La fuerza tambien se representa con un vector. En forma intuitiva podemos imagi- 
nar que una fuerza describe un empujon o un tiron sobre un objeto, por ejemplo, un 
empuje horizontal sobre un libro para hacerlo cruzar una mesa, o un tiron de la gra- 
vedad terrestre sobre una pelota. La fuerza se mide en libras, en el sistema ingles (en 
newtons en el sistema metrico). Por ejemplo, un hombre que pesa 200 lb ejerce una 
uerza de 200 lb hacia abajo, sobre el piso. Si sobre un objeto actuan varias fuerzas, 
a uerza resultante que obra sobre el objeto es la suma vectorial de esas fuerzas. 

EJEMPLO 8 a Fuerza resultante 

Sobre un objeto en un punto P actuan dos fuerzas, F, y F 2 , cuyas magnitudes respec- 

tivas son 10 y 20 lb, como se ve en la figura 17. Calcule la fuerza resultante que 
actua en P. 
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17-22 

a Determine 

2u, -3v, u 

uy v 

dados. 


17. u 

= (2,7), v = 

(3,1) 

18. u 

= (-2,5), v = 

= (2.-8) 

19. u 

= (0,-1), v = 

: ( 2, 0 ) 

20. u 

= i, v = -2j 


21. u 

= 2i, v = 3i - 

-2j 

22. u 

= i + j, v = i 

-j 

23-26 

a Determine 

lul.lv 1,1 

y 1 u 1 

-1 v 1. 


23. u 

= 2i + j, v = 

3i-2j 

24. u 

= -2i + 3j, v 

= i-2j 

25. u 

f (.10,-1), v 

= (-2,-2) 

26. u 

= (-6,6), v = 

= (-2,-1) 


27-32 ■ Determine los componentes vertical y horizontal del 
vector cuya longitud y direccion se especifica, y escriba el vector 
en forma de una combinacion lineal de los vectores i y j. 


27. 

1 v 1 = 40, 

0 = 30° 

28. 

1 v 1 = 50, 

II 

O 

0 

29. 

1 v 1 = 1, 

0 = 225° 

30. 

1 v1 = 800, 

0= 125° 

31. 

II 

> 

0= 10° 

32. 

◄ 

II 

5 , 

0=300° 


33. Un hombre empuja una podadora de cesped, con 30 lb de 
fuerza, ejercida en un angulo de 30° respecto del piso. Calcule 
las componentes horizontal y vertical de la fuerza. 

34. Un avion vuela con direccion N 20° E, con una rapidez de 
500 mi/h. Calcule las componentes de la velocidad hacia el 
norte y hacia el este. 

35-40 ■ Calcule la magnitud y la direccion (en grados) de cada 

vector. 

35. v = (3,4) 

V2 V2 
2 ’ 2 

37. v = (-12. 5) 

38. v = (40.9) 

39. v = i + V3 j 

40. v = i + j 



41. Un piloto dirige su avion hacia el este. El reactor tiene una 
rapidez de 425 mi/h en aire inmovil. Hay un viento hacia el 
norte, de 40 mi/h. 

(a) Calcule la velocidad real del avion, en forma de un vector. 

(b) Calcule la rapidez y direccion reales del avion. 

42. Un avion vuela a traves del viento que sopla hacia el N 30° E 
con una rapidez de 55 mi/h. Su velocidad en aire inmovil es 
765 mi/h, y el piloto dirige su avion hacia el N 45° E. 

(a) Calcule la velocidad real del reactor, en forma de un 
vector. 

(b) Calcule la rapidez y la direccion reales del reactor. 

43. Calcule la rapidez y direccion reales del reactor del ejercicio 
42, si el piloto pone proa hacia el N 30° W. 

44. 1 Hacia que direccion debe dirigir el piloto del ejercicio 42 su 
avion, para que el rumbo real sea hacia el norte? 

45. Un rfo recto corre hacia el este, a 10 mi/h. Un lanchero co- 
mienza en la margen sur y pone proa en una direccion de 60° 
respecto a la orilla (vease la figura). La lancha de motor tiene 
una rapidez de 20 mi/h en agua inmovil. 

(a) Calcule la velocidad real de la lancha de motor, como un 
vector. 

(b) Calcule la rapidez y la direccion reales de la lancha. 



46. El lanchero del ejercicio 45 desea llegar a un punto de la mar¬ 
gen norte del rfo que esta directamente frente al punto de par- 
tida. ^En que direccion debe poner la proa? 

47. Un bote pone proa en direccion N 72° E. La rapidez del bote 
en agua inmovil es 24 mi/h. El agua corre directamente hacia 
el sur. Se ve que la direccion real del bote es directa hacia el 
este. Calcule la rapidez del agua y la rapidez real del bote. 

48. Una mujer camina hacia el oeste, a 2 mi/h, sobre la cubierta 
de un trasatlantico. El barco se dirige hacia el norte, a 25 mi/h. 
Calcule la rapidez y la direccion de la mujer en relacion con la 
superficie del agua. 



508 


CAPl'TULO 8 TRIGONOMETRiA ANALITICA 


49-54 a Las fuerzas F,, F 2 ,. . F„ que actuan en el mismo punto 
P estan en equilibrio si la fuerza resultante es cero, esto es, si 
F| + F 2 + • • • + F„ = 0. Calcule (a) Las fuerzas resultantes que 
actuan sobre P y (b) la fuerza adicional que se requiere (si es que 
se requiere) para que las fuerzas esten en equilibrio. 

49. Fj = (2, 5), F 2 = (3, -8) 

50. Fj = {3,-7), F 2 = {4,-2), F 3 = (-7,9) 

51. F,=4i-j, F 2 = 3i - 7j, 

F 3 = - 8i + 3j, F 4 = i + j 

52. F, = i-j, F 2 = i + j, F 3 = -2i + j 



55. Un peso de 100 lb cuelga de una cuerda, como se ve en la 
figura. Calcule las tensiones T, y T 2 en la cuerda. 



56. Las gruas de la figura estan izando un objeto que pesa 18,278 
lb. Calcule las tensiones T, y T 2 . 




A| DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

57. Vectores que forman un poligono Suponga que n vectores 
se pueden colocar punta inicial con punto terminal en el 
piano, de manera que formen un poligono. (La figura mues- 
tra el caso de un hexagono.) Explique por que la suma de 
esos vectores es 0. 




1. (a) Defina las identidades reclprocas. 

(b) Defina las identidades pitagoricas. 

(c) Defina las identidades de paridad. 

(d) Defina las identidades de cofuncion. 

2. Explique la diferencia entre una ecuacion y una 
identidad. 


3. ^Como se inicia la demostracion de una identidad 
trigonometrica? 

4. (a) Escriba las formulas para seno, coseno y tangente de una 

suma. 

(b) Escriba las formulas para seno, coseno y tangente de una 
resta. 
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5 . (a) Escriba las formulas para seno, coseno y tangente de un 

angulo doble. 

(b) Escriba las formulas para disminuir potencias. 

(c) Escriba las formulas de mitad de angulo. 

6 . (a) Escriba las formulas de producto a suma. 

(b) Escriba las formulas de suma a producto. 

7. (a) Defina la funcion sen -1 , seno inverso. ^Cuales son su 

dominio y rango? 

(b) ^Para que valores de x la ecuacion sen(sen - 1 x) = x 
es valida? 

(c ) ^Para que valores de x es valida la ecuacion 
sen - '(sen x) = x? 

8 . (a) Defina la funcion cos -1 , coseno inverso. ^Cuales son su 

dominio y rango? 

(b) ^Para que valores de x la ecuacion cos(cos - 1 x) = x es 
valida? 

(c ) 7 Para que valores de x es valida la ecuacion 
\ cos -1 (cos x) = X? 

9. (a) Defina la funcion tan -1 , tangente inversa. ^Cuales son su 

dominio y rango? 

(b) iPara que valores de x es valida la ecuacion 
tan(tan - 1 x) = x? 


(c) ^Para que valores dex es valida la ecuacion 
tan -1 (tan x) = x? 

10. ^Cual es la forma trigonometrica de un numero complejo z? 
^Cual es el modulo de z? ^Cual es el argumenlo dc z? 

11 . (a) ^Como se multiplican dos numeros complejos, si se ex- 

presan en forma trigonometrica? 

(b) ^Como se dividen dos numeros como los anteriores? 

12. (a) Enuncie el teorema de DeMoivre. 

(b) ^Como se determinan las rafces n-esimas dc un numero 
complejo? 

13. (a) 4 ,Cual es la diferencia entre un escalar y un vector? 

(b) Trace un diagrama que indique como sumar dos vectores. 

(c) Trace un diagrama que indique como restar dos vectores. 

(d) Trace un diagrama que indique como multiplicar un 
vector por los escalares 2 , |, -2 y - { ■ 

14. Si u = (a„ £»,}, v = (a 2 , b 2 ) y c es un escalar, escriba expre- 
siones para u + v, u - v, cu y I u I. 

15. (a) Si v = (a, b ), exprese a v en terminos de i y de j. 

(b) Escriba las componentes de v en termieor ; magnitud 
y la direccion de v. 


EJERCICIOS 


1-22 ■ Compruebe cada identidad. 
1 . cos 2 x esc x - esc x = -sen x 
1 


2 . 


1 — sen x 


= 1 + tan x 


3. 


cos 2 x — tan 2 x 


cot 2 x — sec 2 x 


4. 


5. 


1 + secx senx 


sec x 1 — cos x 


cos 2 x 


1 — sen x sec x — tan x 

6 . (1 - tan x)(l - cot x) = 2 - sec x esc x 

7. sen 2 x cot^x + cos 2 x tan 2 x = 1 

8 . (tan x + cot x ) 2 = csc 2 x sec 2 x 

sen 2 x 

9. -= tanx 

1 + cos 2 x 


cos(x + y) 

10 . -— = coty — tanx 

cos x sen y 


11 . tan — = esex — cotx 
2 


sen(x + y) + sen(x — y) 

12 . - 7 --- 7 -r = tanx 

cos(x + y) + cos(x — y) 

13. sen(x + y) sen(x - y) = sen 2 x - sen 2 y 


14. esex — tan — = cotx 
2 


15. 1 + tanx tan - = secx 
2 


sen 3x + cos 3x 

16. -— = 1 + 2 sen 2 x 

cos x — sen x 


I x x 1 

17. I cos-sen — I = 1 — sen x 

V 2 2 
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cos 3x — cos lx 

18. - = tan lx 

sen 3x + sen lx 

sen 2x cos 2x 


19. 


sen x cos x 
,\2 


20. (cos x + cos yf + (sen x - sen y) 2 = 2 + 2 cos (x + y) 


/ tt 1 1 + tan x 

21. tanl x H-I = -- 

\ 4 j 1 — tan x 

sec* — 1 x 

22. -= tan — 

sen x sec x 2 


41. tan x + sec x = V3 

42. 2 cos x - 3 tan x = 0 
fH§ 43. cos x = x 2 - 1 

BS 44. e ssax = x 

45-54 a Determine el valor exacto de la expresion. 
45. cos 15° 


5 TT 

46. sen — 
12 


it 

47. tan — 

8 


TT 7r 

48. 2 sen — cos — 
12 12 


! 23-26 ® (a) Graftque/y g. (b) ^Sugieren las graficas que la 
ecuacion y(x) = g(x) es una identidad? Demuestre su respuesta. 


23. f(x) = 1 — (cos- — sen — ) , g(x) = sen x 


49. sen 5° cos 40° + cos 5° sen 40° 
tan 66° — tan 6° 


50. 


1 + tan 66° tan 6° 


24. f(x) = senx + cos x, g(x) = Vsen 2 x + cos’x 

\ x 1 

25. f[x) = tan x tan-, g(x) =- 

2 cosx 

26. f(x) = 1-8 sen 2 x + 8 sen 4 jc, g(x) = cos 4x 


2 9 

51. cos-sen - 

8 


53. cos 37.5° cos 7.5° 


1 tt \^3 TT 

52. —cos-1-sen — 

2 12 2 12 


54. cos 67.5° + cos 22.5° 


55-60 a Determine el valor exacto de la ecuacion, si sec x = |. 
esc y = 3, y x y y estan en el cuadrante I. 


37. tan x + tan 2 x- 3tanx-3 = 0 

38. cos 2x csc 2 x = 2 cos 2x 


39. tan \ x + 2 sen 2x = esc x 


40. cos 3x + cos 2x + cos x = 0 



72. 



^ 27-28 ® (a) Grafique la o las funciones y haga una conjetura 

55. sen(x + y) 

56. cos(x-y) 

4 

2 

acerca de ellas. (b) Demuestre esa conjetura. 

57. tan(x + y) 

58. sen 2x 

l 


27. f[x) = 2 sen 2 3x + cos 6x 

y 

y 



X 

28. f(x) = senxcot —, g(x) = cosx 

59. cos — 

2 

60. tan — 

2 



61-68 ■ Determine el valor exacto de la expresion. 



29-44 « Resuelva la ecuacion en el intervalo [0, 2tt). 

61. sen -1 (V3/2) 

62. tan 1 (\/3/3) 



29. cos x sen x - sen x = 0 




: " ! - , j 

30. sen x - 2 sen 2 x = 0 

63. cos(tan -1 \/3 ) 

64. sen(cos _1 (\/3/2)) 

1 

-'i 

31. 2 sen 2 x - 5 sen x + 2 = 0 

65. tan(sen _l |) 

66. sen(cos _1 |) 

"■'t 

■? 


32. sen x - cosx-tan x = -l 

67. cos(2sen _1 |) 

68. cos(sen _1 ^ — cos -1 1) 


r - 

;■ -M 

33. 2 cos 2 x - 7 cos x + 3 = 0 

69-70 ■ Transforme la expresion a una funcion algebraica de x. 


;; ^ 

: i 

34. 4 sen 2 x + 2 cos 2 x = 3 

69. sen(tan l x) 

70. sec(sen ‘x). 

| 


1 — cos X 

35. — 3 36. sen x - cos 2x 

1 + cosx 

71-72 ■ Exprese a 0 en funcion de x. 

$ 
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73. Un satelite esta en orbita a una altura h sobre la superficie 
terrestre. Calcule la longitud del arco s entre los puntos P y Q, 
que representan los puntos mas alejados que puede “ver” el 
satelite. Exprese a s en funcion de h. El radio de la Tierra es 
3,960 mi. [ Sugerencia: primero exprese asen funcion de ft] 



74. i A que altura debe estar el satelite en el ejercicio 73 para ver 
Los Angeles y Nueva York al mismo tiempo? Esas ciudades 
estan a 2,450 mi de distancia. 

i 

i 

75-80' ■ Escriba el numero complejo en forma trigonometries, 
con un argumento entre 0 y 2 ir. 

75. 4 + 4i 76. —10£ 

77. 5 + 3i 78. 1 + V3 i 

79. -1 + i 80. -20 


81-84 a Determine la potencia indicada. 

81. (1-V3i) 4 82. (1 + i) 8 


83 


. (V3 + O’ 


84. 


\ V3 .1 
<2 + 2 l j 


85-88 ■ Calcule las rafces indicadas. 

85. Las rafces cuadradas de —16*. 

86. Las rafces cubicas de 4 + 4 y/iu 

87. Las rafces sextas de 1. 


88. Las rafces octavas de i. 

89-90 a Determine I u I, u + v, u - v, 2u, y 3u - 2v. 

89. u = {-2,3), v = (8, l) 

90. u = 2i+j, v = i-2j 

91. Determine el vector u cuyo punto inicial es P( 0, 3) y punto 
terminal es Q(3, -1). 

92. Determine el vector u cuya longitud es I u I = 20 y 
direccion 6 = 60°. 

93. Si el vector 5i - 8j se coloca en el piano con su punto inicial 
en P(5, 6), determine su punto terminal. 

94. Determine la direccion del vector 2i - 5j. 

95. Dos remolcadores tiran de un lanchon, como se ve en la fi- 
gura de abajo. Uno tira con una fuerza de 2.0 x 10 4 lb, 

en direccion N 50° E y el otro, con fuerza de 3.4 x 10 4 lb en 
direccion S 75° E. 

(a) Calcule la fuerza resultante, como vector, sobre el 
lanchon. 

(b) Calcule la magnitud y la direccion de la fuerza resultante. 



96. Un avion pone proa al N 60° E, a 600 mi/h en aire inmovil. 
En ese vuelo, comienza a soplar un viento de cola en direc¬ 
cion N 30° E a 50 mi/h. 

(a) Determine la velocidad del avion, como vector. 

(b) Calcule la rapidez y direccion reales del avion. 








EXAMEN 


1. Compruebe cada identidad 

tan x . 

(a)-= cscx(l - 

1 — cos x 


2. Resuelva cada ecuacion trigonometrica en el intervalo [0, 2ir) 
(a) 2 cos 2 x -i- 5 cos x + 2 = 0 ; (b) sen 2x - co; 


3. Calcuie todas las soluciones de esta ecuacion, en el intervalo [0, 2tt), con 5 decimales de 
precisidn. 


4. Sea x - 2 sen 0, ir/2 < 0 < ir/2. Simplifique la siguiente expresion: 


5. Determine el valor exacto de cacla expresion. 
(a) sen 8° cos 22° + cos 8° sen 22° 


6. Determine cos (a + /?), con los angulos ayfi definidos en las figuras siguientes 


7. (a) Exprese sen 3x cos 5x como una suma de funciones tngonometiicas. 

(b) Exprese sen 2x — sen 5x en forma de un producto de funciones trigonometricas 


y 9 esta en el cuadrante HI, determine tan(0/2) 


9. Trace las graficas de y = sen x y de y = sen l x y describa el dttminio de cada funcion. 


10. Exprese a 6, en cada figure, en funcion de x. 


11. Calcuie el valor exacto de cos(tan 


12. Seaz = 1 + V3i. 

(a) Escriba z en forma trigonometrica. 

(b) Determine el numero complejo z 9 . 















En este capftulo estudiaremos la geometrfa de las secciones conicas (o simpkmente 
conicas), que son las curvas que se forman por intersecar un piano con un par de conos 
circulares. Esas curvas tienen cuatro formas basicas, llamadas circulo, elapse, parabo¬ 
la e hiperbola, los cuales se ven en la figura siguiente. 






circulo 


elipse 


parabola 


hiperbola 


Los griegos antiguos los estudiaron porque consideraban que la geometria de las sec¬ 
ciones conicas es muy beila. El matematico Apolonio (262-190 a. C.) escribed una obra 
decisiva, en 8 volumenes, sobre el tema. En epocas mas recientes, las corneas ban de- 
mostrado su utilidad, a la vez que su belleza. Galileo descubrio, en 1590, que la trayec- 
toria de un proyectil disparado hacia arriba, formando un angulo con la horizontal, es 
una parabola. En 1609, Kepler encontro que los planetas se mueven en drbitas eHpticas 
alrededor del Sol. Newton, en 1668, fue el primero en construir un telescopic reflector, 
cuyo principio se basa en las propiedades de parabolas e hiperbolas. En el si gh', xx se 
han ideado muchas aplicaciones mas de las secciones conicas. Una de gran iniportan- 
cia es el sistema de radionavegacion LORAN, donde se aplican los puntos de intersec- 
cion de hiperbolas para determinar la ubicacion de barcos y aviones. Gtra aphcacidn es 
la litotripsia, metodo medico para eliminar calculos renales sin cirugfa; en e! se usa una 
propiedad de las elipses. Estas y otras aplicaciones de las secciones conicas se expli- 
caran en este capftulo. 

Ademas de estudiar las conicas examinaremos otras formas para describir puntos y 
curvas en el piano cartesiano: las coordenadas polares y las ecuaciories parametricas. 
En ambos temas se requiere un conocimiento detallado de la trigonometria. 



PARABOLAS ____ 

Anteriormente vimos que la grafica de la ecuacion y - ax 2 + bx + c es una curva en 
forma de U llamada parabola, que se abre hacia arriba o hacia abajo, segdn si ei signo 
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de a es positivo o negativo (vease la figura 1). El punto mas bajo o mas alto de la para¬ 
bola se llama vertice, y la parabola es simetrica respecto a su eje. 


FIGURA 1 

y = ax 1 + bx + c 




En esta seccion estudiaremos las parabolas desde un punto de vista geometrico, mas 
que algebraico. Comenzaremos con la definition geometrica de una parabola e indica- 
remos como a partir de ella se llega a la formula algebraica que conocemos. 


DEFINICION GEOMETRICA DE UNA PARABOLA 


Una parabola es el conjunto de puntos en el piano que cquidistan de un punto 
fijo F , llamado foco, y una recta fija l , llamada directriz. 


parabola e J e 




Esta definicion de ilustra en la figura 2. Observe que el vertice V de la parabola esta 
a la mitad entre el foco y la directriz, y que el eje de simetrfa es la recta que pasa por el 
foco, perpendicular a la directriz. 

En esta seccion restringiremos nuestra atencion a parabolas cuyo vertice esta en el 
origen, y que tengan eje de simetrfa horizontal o vertical. (En las secciones 9.4 y 9.5 
estudiaremos parabolas con posiciones mas generales.) Si el foco de una parabola de 
esas es el punto F(0, p), entonces el eje de simetrfa debe ser vertical, y la ecuacion 
de la directriz es y = -p. La figura 3 ilustra el caso en que p > 0. 

Si P{x, y) es cualquier punto de la parabola, la distancia de P al foco F, de acuerdo 
con la formula de la distancia, es 


Vx 2 + 0 ~pf 


y la distancia de P a la directriz es 

\y-(-p)\ = \y+p\ 

Segun la definicion de una parabola, esas dos distancias deben ser iguales: 

Vx 2 + {y-pf =\y + p\ 

X 2 + (y — p) 2 — !y+pl 2 = (y + p) 2 Eleve ai cuadrado arnbos I ados 
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X 2 + y 2 - 2 py + p 2 = y 2 + 2 py + p 2 Desarrolle 

X 2 -2 py = 2py Simplifique 

x 1 = 4py 

Sip >0, la parabola abre hacia arriba y si p <0, abre hacia abajo. Cuando se sustituye x 
por -x , la ecuacion no cambia, por Io que la grafica es simetrica respecto al eje y . En 
el siguiente cuadro resumimos lo que hemos encontrado: 



EJEMPLO 1 ■ Determination de la ecuacion de una parabola 

Deduzca la ecuacion de la parabola con vertice E(0,0) y foco F( 0,2), y trace su 
grafica. 

SOLUCION Como el foco es F(0,2), se deduce que p = 2 (y entonces la ecuacion 
de la directriz es y = -2). Por lo anterior, la ecuacion de la parabola es 

x 2 = 4(2)y * 2 = 4 py con p - 2 

x 2 — Sy 

Ya que p = 2 > 0, la parabola se abre hacia arriba. Vease la figura 4. 



FIGURA4 
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FIGURA 6 


EJEMPLO 2 ■ Determine ei foco y la directriz de una parabola a partir 
de su ecuacion 

Determine el foco y la directriz de la parabola y = — x 2 , y trace su grafica. 

SOLUCION A1 comparar la ecuacion y = —r 2 con la ecuacion general x 1 = 4 py, se 
ve que 4p = -1, asf que p = - J . El foco, es F(0, ) y la ecuacion de la directriz 

esy = |. La grafica se muestra en la figura 5. 8 

A1 reflejar la grafica de la figura 3 en la recta diagonal y = jc obtenemos el inter- 
cambio de los papeles de jc y y. Esto produce una parabola con eje horizontal. Con el 
mismo metodo que arriba se pueden demostrar las propiedades siguientes. 



EJEMPLO 3 ■ Parabola con eje horizontal 

Determine el foco y la directriz de la parabola 6jc + y 2 = 0, y trace su grafica. 

SOLUCION Primero escribimos la ecuacion en la forma y 2 = -6x . A1 comparar lo 
anterior con la ecuacion general y 2 = 4 px, vemos que -6 = 4 p, asf que p= -5 • P° r 
consiguiente, el foco esta en (— \ , 0 ) y la ecuacion de la directriz es x — 5 • 

Ya que p = -§ < 0, la parabola abre hacia la izquierda, lo que se ve en la figura 6 . 

Se pueden usar las coordenadas del foco para estimar el “ancho” de una parabola, 
al trazar su grafica. El segmento de recta que pasa por el foco y es perpendicular al eje, 
con sus extremos en la parabola, se llama lado recto, y su longitud es el diametro 
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Arqufmedes (287-212 a. C.) fue el 
matematico mas grande del mundo 
antiguo. Nacio en Siracusa, colonia 
griega en Sicilia, una generacion des¬ 
pues de Euclides. Adquirio renombre 
conio genio de la mecanica, por sus 
muchos inventos tecnicos: diseno 
poleas para levantar pesadas naves, y 
el tomillo para transportar agua a 
niveles mas altos. Se dice que usd 
espejos parabolicos para concentrar 
los rayos del Sol e incendiar la flota 
romana que atacaba Siracusa. Una 
vez, el rey Heron II de Siracusa 
sospecho que un orfebre guardaba 
parte del oro destinado a su corona, y 
que lo reemplazaba con caintidades 
iguales de plata. Pidio consejo a 
Arqufmedes. A1 sumergirse en un 
bano publico, Arqufmedes descubrio 
la solucidn de ese problema, al obser- 
var que el volumen de su cucrpo era 
igual al volumen del agua derramada 
de la tina. Dice la leycnda que de 
inmediato como a casa, gritando 
Eureka! jEureka!” (“|lo encontrd! 
jlo encontrel”). E&te incidente ates 
tigua sus enormes poderes de concfen- 
tracion. A pesar de su destreza tecnica, 
lo que mas enorgullecio a Arqufmedes 
fueron sus descubrimientos matemati- 
cos. Entre ellos estdn las fdrmulas del , 
volumen de unaesfera, V = (f Jot 3 ; la 
superficie de una esfera,5 = 4‘i;r 2 yun" 
cuidadoso analisis de las propiedades 
de las parabojas y otras conicas. 


focal de la parabola. En la figura 7 vemos que la distancia de un extreme) Q del lado 
recto a la directriz es 1 2 p I. Asf, la distancia de Q al foco tambien debe ser I 2p I, por 
la definicion de la parabola; por consiguiente el diametro es I 4/> I. En el siguiente 
ejemplo emplearemos el diametro focal para determinar el “ancho” de una parabola, 
al graficarla. 


FIGURA 7 



EJEMPLO 4 m Trazo de una parabola con ayuda del diametro focal 

Determine el foco, la directriz y el diametro focal de la parabola y ~\x 2 y trace su 
grafica. 

SOLUCION Primero se pone la ecuacion en forma x 2 = 4 py. 

y= 

X 2 = 2y Mulliplique ambos lados por 2 

En esta ecuacion vemos que 4 p = 2, por lo que el diametro focal es 2. Al despejar p se 
obtiene p - \ , por lo que el foco esta en (0, \) y la ecuacion de la directriz es y =-\. 
Como el diametro focal es 2, el lado recto se extiende una unidad hacia la izquierda y 
una hacia la derecha del foco. Con los datos anteriores trazamos la grafica de la figura 8 



FIGURA 8 


m 


Las parabolas tienen una propiedad que las hace utiles en el diseno de reflectores 
para lamparas y telescopios. La luz de una fuente que se coloca en el foco de una super¬ 
ficie con seccion transversal parabolica se refleja de tal manera que es paralela al eje de 
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FIGURA 9 

Reflector parabolico 


FIGURA 10 

Un reflector parabolico 
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la parabola (vease la ftgura 9). Asf, un reflector parabolico refleja la luz y forma un haz 
de rayos paralelos. A1 reves, la luz que llega al reflector parabolico en forma de rayos 
paralelos al eje de simetrfa, se concentra en el foco. Esta propiedad de reflexion, que se 
puede demostrar mediante el calculo, se aplica para construir telescopios reflectores. 

EJEMPLO 5 B Determination del foco de un reflector de faro 

Un faro buscador tiene un reflector parabolico que forma un “cuenco” de 12 pul- 
gadas de orilla a orilla, y 8 pulgadas de profundidad, como se ve en la figura 10. Si 
el filamento del bulbo esta en el foco, £a que distancia del vertice del reflector se 
encuentra? 



SOLUCION Definimos un sistema coordenado en el corte transversal del reflector, 
de tal manera que su vertice este en el origen y su eje sea vertical (vease la figura 
11). En esas condiciones, la ecuacion de esta parabola tiene la forma x 2 = 4 py. En 
la figura 11 vemos que el punto (6,8) esta en la parabola. Aprovechamos esto para 
calcular p. 


6 2 = 4p(8) E) punto (6,8) satisface la ecuaci6n x 1 ~ 4 py 

36 = 32 p 
P= 1 

El foco es F(0, |), asf que la distancia entre el vertice y el foco es § = 1§ pulg. 
Como el filamento esta en el foco, esta a 1 § pulg del vertice del reflector. ■ 

En el ejemplo siguiente graficaremos una familia de parabolas, para demostrar como 
afecta el cambio de la distancia del foco al vertice al “ancho” de la parabola. 


EJEMPLO 6 ■ Familia de parabolas 

(a) Deduzca las ecuaciones de las parabolas que tienen vertice en el origen, y focos 
F,(0, §),F 2 (0, A),F 3 (0,l)yF 4 (0,4). 

(b) Trace las graficas de las parabolas de la parte (a). que conclusion se puede 
llegar? 

SOLUCION 

(a) Como los focos estan en la parte positiva del eje y, las parabolas abren hacia 
amba y sus ecuaciones son de la forma x 2 = 4 py, deducimos las siguientes 
ecuaciones: 
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FIGURA 12 Familia de parabolas 


Ecuacion Forma de la ecuacion para 

Foco p x 2 = 4py la calculadora grafica 


Fi(0, I) 

P= § 

x l =b 

y = lx 2 

o, b 

P= \ 

in' 

II 

y = 0.5X 2 

F 3 ( 0, 1) 

P = 1 

II 

y = 0.25X 2 

F 4 ( 0,4) 

P - 4 

'O' 

i-H 

II 

y = 0.0625X 2 


(b) Las graficas se muestran en la figura 12. Se nota que cuanto mas cerca esta el 
foco del vertice, la parabola es mas angosta. 




EJERCICIOS 


1-12 a Determine el foco, la directriz y el diametro focal de la 
parabola, y trace su grafica. 

1. y? = 4x 2. £ = y 

3. x 2 = 9y 4. y 2 = 3x 


5. y = 5x? 


6 . y = -2x 2 


7. x = -8y 2 8. x = fy 2 

9. x 2 + 6y = 0 10. x-7/ = 0 


11 . 5x + 3-y 2 = 0 


12 . &C 2 + 12y = 0 


13-24 ® Deduzca una ecuacion de la parabola que tiene su vertice 
en el origen y que cumple con la o las condiciones dadas. 

13. Foco F(0,2) 14. Foco F(0, -\ ) 

15. Foco F(-8,0) 16. Foco F(5,0) 


19. Directriz y = -10 20. Directriz x = -1 

21. Foco en el eje de las x positivas, a 2 unidades de la directriz 

22. La ordenada al origen de la directriz es 6 

23. Se abre hacia arriba, y su foco esta a 5 unidades del vertice 

24. Diametro focal 8 y el foco en la parte negativa del eje y 


25-32 ■ A partir de la grafica deduzca una ecuacion de cada 
parabola. 



17. Directriz x = 2 


18. Directriz y - 6 
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33. Una lampara tiene un reflector parabolico, como se ve en la 
figura de abajo. El bulbo se coloca en el foco, y el diametro 
focal es 12 cm. 

(a) Deduzca una ecuacion de la parabola. 

(b) Calcule el diametro d(C, D) de la abertura a 20 cm del 
vertice. 



34. El reflector de una antena de satelite tiene corte transversal 
parabolico, y el receptor esta en el foco F. El reflector tiene 


1 pie de profundidad y 20 de diametro, de orilla a orilla (vease 
la figura). iA que distancia del vertice esta el receptor de la 
antena parabolica? 



35. En el puente colgante de la figura, la forma de los cables 
de suspension es parabolica. Los pilones, u horcas (tones de 
apoyo), estan separados 600 metros de distancia, y el punto 
mas bajo de los cables portadores esta a 150 m por debajo del 
extremo superior de los pilones. Deduzca la ecuacion de la 
parte parabolica de los cables, colocando el origen del sistema 
de coordenadas en el vertice. 

NOTA: Esta ecuacion se usara para determinar la longitud 
del cable necesario para construir el puente. 



36. El telescopio Hale, del Observatorio 
de Monte Palomar, tiene un espejo de 
200 pulgadas de diametro, como se 
ve en la figura. Ese espejo tiene una 
forma parabolica que concentra la 
luz de las estrellas en el foco prima- 
rio, el cual es el foco de la parabola. 
El espejo tiene 3.79 pulgadas de 
profundidad en su centra. Calcule la 
distancia focal del espejo paraboli¬ 
co, que es la distancia del vertice al 
foco. 
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i 37 . (a) Deduzca ecuaciones de la familia de parabolas con vertice 
' en el origen, cuyas directrices tienen ecuaciones y = \ , 

y = l,y=4yy=8. 

(b) Trace las graficas. lA que conclusion llega? 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


38. Las parabolas en ia realidad En el texto se describieron 
varios ejemplos de las aplicaciones de las parabolas. Describa 
otros casos de la vida real donde intervengan parabolas. Con- 
suite una enciclopedia cientffica en una biblioteca, o busque 
en Internet. 

39. Cono de luz de una linterna sorda Cuando se sujeta una lin- 
tema sorda en position horizontal, se forma un area iluminada 


en el piso, como se ve en la figura de abajo. ^Es posible dirigir 
la linterna en cierto angulo de tal manera que el contomo del 
area iluminada sea una parabola? Explique su respuesta. 



9.2 


ELIPSES _ 

Una elipse es una curva ovalada que parece un circulo alargado; para que quede mas 
claro, presentamos la siguiente definicion. 


P 




DEFINICION GEOMETRICA DE UNA ELIPSE 


Una elipse es el conjunto de todos los puntos en el piano tales que la suma de 
sus distancias a dos puntos fijos F ] y F 2 es conslante. (vease la figura 1.) Esos 
dos puntos fijos son los focos de la elipse. 


La definicion geometrica sugiere un metodo sencillo para dibujar una elipse. Se 
coloca una hoja de papel sobre una cartulina y se clavan chinches en los dos puntos que 
deban ser los focos de la elipse. Se amarran los extremos de un hilo a las chinches, 
como se ve en la figura 2. Con la punta de un lapiz se mantiene tenso el hilo. A conti- 
nuacion se mueve con cuidado el lapiz, en tomo a los focos, manteniendo siempre tenso 
el hilo. El lapiz describira una elipse, porque la suma de las distancias de la punta del 
lapiz a los focos siempre sera igual a la longitud del hilo, que es constante. 

Si el hilo es un poco mas largo que la distancia entre los focos, la elipse que se 
describe tendra una forma alargada, como en la figura 3(a), pero si los focos estan cer- 



FIGURA 3 


(a) 


(b) 
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canos en relacion con la longitud del hilo, la elipse sera casi circular, como en la fi¬ 
gure 3(b). 

Para obtener la ecuacion mas sencilla de una elipse, se colocan los focos en el eje x 
en F,(-c, 0) y en F 2 (c, 0), de tal manera que el origen quede a la mitad entre ellos 
(vease la figura 4). Por comodidad, describimos la suma de las distancias de un punto 
de la elipse a los dos focos como 2 a . Entonces, si P(x, y ) es cualquier punto de la 
elipse: 


d(P, F,) + d(P, F 2 ) = 2 a 

y entonces, de acuerdo con la formula de la distancia, 

V(x + c) 2 + y 2 + V(x - c) 2 + y 2 = 2 a 
o V(x - c ) 2 + y 2 — 2a — V(je + c) 2 + y 1 


Si elevamos al cuadrado ambos lados y multiplicamos, obtendremos 

x 2 - lex + c 2 +y 2 - 4a 2 - 4a V(x + c) 2 + y 2 + (x 2 + lex + c 2 + y 2 ) 
que se simplifica a 

4a V (x + c) 2 + y 2 — 4a 2 + 4 ex 
Dividimos por 4 ambos lados, y de nuevo elevamos al cuadrado: 


a 2 [(x + c ) 2 + y 2 ] = ( a 2 + exf 
a 2 x? + la 2 ex + a 2 c 2 + a 2 y 2 - a 4 + la 2 cx + c 2 x z 


(a 2 - c 2 )* 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c z ) 




Como la suma de las distancias de P a los focos debe ser mayor que la distancia entre 
los focos, la > 2c, es decir, a > c. Por consiguiente, a 2 - c 2 > 0, y se puede dividir 
cada lado de la ecuacion anterior por a 2 {a 2 - c 2 ) para obtener 


# y 2 
a 2 + a 2 - c 2 


= 1 


Por conveniencia, hacemos b 2 = a 2 —c 2 (siendo b > 0). Como b 2 < a 2 , se tiene que 
b < a. Entonces, la ecuacion de arriba se transforma en 


x- y 

—y + 77 = 1 con a > b 
ar b 


Esta es la ecuacion de la elipse. Para graficarla se necesita conocer las intersecciones 
con los ejes x y y. Al hacer y = 0 se obtiene 



por lo que x 2 = a 2 ox = ±a. Por tanto, la elipse cruza el eje x en (a, 0) y en (-a , 0). 
A estos puntos se les llama vertices de la elipse, y el segmento que los une se llama eje 
mayor. Su longitud es la. 
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( 0 , 6 ) 



| ( 0 ,- 6 ) 

FIGURA 5 

x 2 y 2 

—- -I—- = 1 con a > 6 

2 l2 

a o 


En la ecuacion estandar de una elipse, 
a 2 es el denominador mas grande, y 6 2 el 
menor. Para calcular c 2 se resta el deno¬ 
minador menor del denominador mas 
grande. 


Igualmente, si hacemos x — 0, obtendremos y — ±b , por lo que la elipse cruza al eje 
y en (0, 6) y en (0, -b). El segmento que une esos puntos se llama eje menor de la 
elipse, y su longitud es 2b . Observe que 2a > 2b , por lo que el eje mayor es mas largo 
que el menor. 

En la seccion 1.8 describimos varias pruebas para detectar la simetrfa en una gra- 
fica. Si reemplazamos x por -x, o y por -y en la ecuacion de la elipse, esa ecuacion no 
cambia. Por tanto, la elipse es simetrica respecto a los ejes x y y, y en consecuencia, 
tambien respecto al origen. Por esta razon, al origen se le llama centro de esa elipse. 
La grafica completa se muestra en la figura 5. 

Si se colocan los focos de la elipse en el eje y , en (0, ±c) y no en el eje x , se invierten 
los papeles de x y de y en la explicacion anterior, y se obtiene una elipse vertical. Con lo 
anterior llegamos a la siguiente descripcion de las elipses. 
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X 2 / 

— + — = 1 
16 12 


EJEMPLO 1 b Trazo de una elipse 

Determine los focos, vertices y longitudes de los ejes mayor y menor de la siguiente 
elipse, y trace su grafica. 



SOLUCION Como el denominador de x 2 es mas grande, la elipse tiene eje mayor 
horizontal. De acuerdo con lo anterior, a 2 = 9 y b 2 = 4, por lo que c 2 - a 2 -b 2 = 9 
-4 = 5. Entonces, a = 3,b = 2y c = V5 . 

focos (± V5,0) 

vertices (±3,0) 

LONGITUD DEL EJE MAYOR 6 

LONG1TUD DEL EJE MENOR 4 

La grafica se ve en la figura 6. 1 

EJEMPLO 2 ■ Obtenga la ecuacion de una elipse 

Los vertices de una elipse estan en (±4,0) y los focos estan en (±2,0). Determine su 
ecuacion y trace la grafica. 

SOLUCION Como los vertices estan en (±4,0), entonces a — 4. Los focos estan en 
(±2,0), por lo que c = 2. Para escribir la ecuacion se necesita conocer b . Como 
c 2 - a 2 -b 2 , entonces 


2 2 = 4 2 — b 2 


b 2 = 16-4=12 


Por lo tanto, la ecuacion de la elipse es 


x 2 y 2 
— + 2 - = 1 

16 12 


La grafica de esta ecuacion se ve en la figura 7. 


E 


EJEMPLO 3 ■ Determinar los focos de una elipse 

Determine los focos de la elipse 16x 2 + 9y 2 — 144, y trace su grafica. 

SOLUCION A1 dividir por 144 obtenemos 


x 2 v 2 
— + 77 = 1 

9 16 


Como 16 > 9, esta elipse tiene sus focos en el eje y , a - 4 y b - 3. 
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Entonces 


c 2 = a 2 - b 2 - 16 - 9 = 7 
c=V7 

Asi, los focos estan en (0, ± V7). La grafica se muestra en la figura 8. 



EXCENTRICIDADES DE 6RBITAS 
DE LOS PLANETAS 


Las orbitas de los planetas son elipses 
y el Sol esta en uno de sus focos. Para 
la mayor parte de los planetas esas 
elipses tienen una excentricidad muy 
pequena, y en consecuencia cast son 
circulates. Sin embargo, Mercurio y 
Pluton, los planetas mils interior y ex¬ 
terior que se eonocen, tienen orbitas 
sensiblemente elfpticas. 


Planeta 

Excentricidad 

Mercurio 

0.206 

Venus 

0.007 

Tierra 

0.017 

Marte 

0.093 

Jupiter 

0.048 

Satumo 

0.056 

Urano 

0.046 

Neptuno 

0.010 

Pluton 

0.248 


FIGURA 8 

16.x 2 + 9y* = 144 



Antes, en esta seccion, vimos que (figura 3) si 2 a solo es un poco mayor que 2c, la 
elipse es larga y delgada, mientras que si 2 a es mucho mayor que 2c, la elipse es casi 
circular. La desviacion de la forma de la elipse en comparacion con la de un cfrculo se 
mide por la razon entre c y a. 


DEFINICION DE LA EXCENTRICIDAD 


,,2 


x 2 y 2 x 2 y“ 

Para la elipse = 1 o ry+ ^= 1 (siendo a > b > 0), la 

a 2 b b a 

excentricidad e es el numero 


e = 


donde c = Va 2 — b 2 . La excentricidad de las elipses satisfacen 0 < e < 1. 


Asf, si e es cercana a 1, entonces c casi es igual a a y la elipse tiene forma alargada, pero 
si e es cercana a 0, la elipse tiene casi la forma de un circulo. La excentricidad es una 
medida del “estiramiento” de la elipse. 
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Johannes Kepler (1571-1630) fue el 
primero en describir el movimiento de 
Jos planetas en forma correcta. Segun 
la cosmologfa de sus tiempos, se 
postulaban sistemas complicados de 
cfrculos moviendose sobre otros cfrcu- 
los para describir esos movimientos. 
Kepler busco una descripcion mas 
sencilla y mas armoniosa. Como 
astrdnomo oficial de la corte imperial 
de Praga, cstudio las observaciones de 
Tycho Brahe, astrdnomo danes, cuyos 
dates en esa eppea eran los mSs exac- 
tos de que se dispoma. Despues de 
numcrosos intenlos de llegar a una 
teoria, Kepler hizo cl notable descu- 
brimiento dc quo las drbitas de los 
planetas son elfpticas. Sus tres grandes 
leyes del movimiento planetario son: 
1. La dibita de cada planeta es una 
elipse, con el Sol en uno dc sus 


2. El segmento de recta que une al 
Sol eon un planeta barre areas 
iguales en tiempos iguales (vease 
la ligura de abajo). 

3. El euadrado del periodo dc revolu- 
cion de un planeta es proporcional 
al cubo de la longitud del eje ma¬ 
yor de su orbila. 

Su formulacion de esas leyes es, 
quiza, la deduccion mas impresionan- 
te, a partir tie dates empi'ricos, en la 
histdria de la ciencia. 






En la figura 9 vefnos varias elipses, para ilustrar el efecto de la variacion de la excen- 
tricidad e. 



e = 0.86 e = 0.96 

FIGURA 9 Elipses con diferentes excentricidades 


EJEMPLO 4 ■ Determinar la ecuacion de una elipse a partir 
de su excentricidad y focos 

Deduzca la ecuacion de la elipse con focos en (0, ±8) y excentricidad e = j, y trace 
su grafica. 

SOLUCION Los datos son e = | y c = 8. Entonces 

4 8 

— = — Excentricidad e = da 

5 a 

4a = 40 Multiplicacion cruzada 

a= 10 

Para calcular b aprovecharemos que c 2 = a 2 -b 2 . 

8 2 = 10 2 - b 2 
b 2 = 10 2 - 8 2 = 36 


b = 6 

La ecuacion de la elipse es 

x 2 v 2 

— + ^- = 1 

36 100 

Como los focos estan en el eje y , la elipse tiene orientacion vertical. Para trazarla. 
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calcularemos las intersecciones: las intersecciones en x estan en ±6 y con el eje y 
estan en ±10. La grafica se ve en la figura 10. 




La atraccion gravitacional hace que los planetas describan orbitas eliptscas alrededor 
del Sol, con este en uno de los focos. Esta notable propiedad fue observada por pt imera 
vez por Johannes Kepler, e Isaac Newton la dedujo despues a partir de su ley de la 
gravedad del inverso de la distancia al cuadrado, mediante el calculo. Las orbitas de los 
planetas tienen distintas excentricidades, pero la mayor parte son cast circulates. 

Las elipses, como las parabolas, tienen una propiedad de reflexion interesanre, que 
se aprovecha en varias aplicaciones practicas. Si una fiiente luminosa se co'Soca m an 
foco de una superficie reflectora con seccion transversal eliptica, toda la luz se reflejara 
en la superficie y llegara al otro foco, como se ve en la figura 11. Este principio, que se 
aplica a las ondas sonoras igual que a la luz, se usa en la litotripsia, tratarniento para 
los calculos renales. El paciente se coloca en una tina de agua con seccion transversal 
eliptica, de tal modo que el calculo se ubique con exactitud en un foco. En el otro foco 
se generan ondas sonoras de gran intensidad, que se reflejan en la tina y van hacia el 
calculo, destruyendolo con un dano mfnimo a los tejidos que lo rodcan. 8f pec icrt' e 
ahorra el trauma de la cirugla, y se recupera en dfas, y no en semanas. 

La propiedad de reflexion de las elipses se usa tambien para construsi rck de 
murmullos. El sonido, que viene de un foco, se refleja en las paredes y e! techo de un 
recinto ellptico y pasa al otro foco. En esos recintos se oyen hasta los murmullos 
susurrados en un foco. Entre las galenas de murmullos mas famosas estan fa Galena 
Nacional Estatutaria del Capitolio de Estados Unidos en Washington, D. C., y is del 
Tabemaculo Mormon, en Salt Lake City, Utah.* 



*N.R. En el Convento del Desierto de los Leones, Mexico, DJ 3 ., tambien existe una de estas gaierias. 


FIGURA 11 
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9.2 1 EJERCICIOS 


1-14 a Determine los vertices, focos y excentricidad de cada 
elipse. Calcule las longitudes de los ejes mayor y menor y trace 
la grafica. 

x 2 y 2 x 2 y 2 

1. — + — = 1 2. — + — = 1 
25 9 16 25 


3. 9X 2 + 4y 2 = 36 
5. x 2 + 4/ = 16 
7. 2x 2 +y 2 = 3 
9. x 2 + 4y 2 = 1 


11 . lx 2 + |y 2 = \ 


4. 4X 2 + 25y 2 = 100 
6. 4X 2 +y 2 = 16 
8 . 5x 2 + 6^ = 30 
10. 9X 2 + 4y 2 = 1 
12. x 2 = 4 - 2/ 


19-30 b Deduzca la ecuacion de la elipse que cumpla con las 
siguientes condiciones. 

19. Focos en (±4,0), vertices en (±5,0) 

20. Focos en (0, ±3), vertices en (0, ±5) 

21. Longitud del eje mayor 4, longitud del eje menor 2, focos 
en el eje y. 

22. Longitud del eje mayor 6, longitud del eje menor 4, focos 
en el eje x. 

23. Focos en (0, ±2), longitud del eje menor 6 

24. Focos en (±5,0), longitud del eje mayor 12 


13. y 2 = 1 r- 2X 2 


14. 20x 2 + 4y 2 = 5 


25. Extremos del eje mayor en (±10,0), distancia entre focos 6 


15-18 ■ Deduzca una ecuacion de cada elipse cuya grafica se 


muestra a! continuacion. 




26. Extremos del eje menor en (0, ±3), distancia entre focos 8 

27. Longitud del eje mayor 10, focos en el eje x; la elipse pasa 
por el punto ("\/5,2) 

28. Excentricidad |, focos en (0, ±2) 

29. Excentricidad 0.8, focos en (±1.5,0) 

30. Excentricidad V3 /2, focos en el ejey, longitud del eje 
mayor 4 

31-32 » Determine los puntos de interseccion de cada par de 
elipses. Trace las graficas de cada par de ecuaciones en los mis- 
mos ejes de coordenadas, e identifique los puntos de interseccion. 


4X 2 + y 2 = 4 

31. 

4X 2 + 9y 2 = 36 



33. Los planetas describen orbitas elfpticas alrededor del Sol, y 
el Sol esta en uno de los focos de la elipse. El punto de la 
orbita en el que el planeta esta mas cercano al Sol se llama 
perihelio, y el punto donde esta mas alejado se llama afelio. 
Esos puntos son los vertices de la orbita. La distancia de la 
Tlerra al Sol es 147 millones de kilometres en el perihelio, y 
153 millones de kilometres en el afelio. Deduzca la ecuacion de 
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la orbita de la Tierra. (Coloque el origen en el centro de la 
orbita, y al Sol en el eje x .) 



34. Con una excentricidad de 0.25, la orbita de Pluton es la mas 
excentrica en el sistema solar. La longitud aproximada del eje 
menor de su orbita es 10,000 millones de kilometres. Calcule 
la distancia de Pluton al Sol en el perihelio y en el afelio. 
(vease el ejercicio 33.) 

35. Para un objeto en orbita eliptica en tomo a la Luna, los puntos 
de la orbita que estan mas cerca y mas lejos del centro de la 
Luna se llaman perilunio y apolunio, respectivamente. Son 
los vertices de la orbita. El centro de la Luna esta en uno de los 
focos de la orbita. La nave espacial Apollo 11 se puso en orbi¬ 
ta lunar cuyo perilunio estaba a 68 millas y el apolunio a 195 
millas de la superficie del satelite. Suponiendo que la Luna es 
una esfera de 1075 millas de radio, deduzca una ecuaci6n de 
la orbita de la Apollo 11. (Coloque los ejes de coordenadas 
de tal modo que el origen quede en el centro de la orbita, y los 
focos esten en el eje x.) 



36. Un carpintero construira la cubierta de una mesa eliptica a 
partir de una hoja de madera contrachapada (triplay), de 
4 por 8 pies. Trazara la elipse con el metodo de “tachuelas 
e hilo” que se ve en las figuras 2 y 3. ^Que longitud de 
cordon usara, y a que distancia clavara las tachuelas si la 


elipse debe tener el tamano maximo que admita la hoja o.. 
madera contrachapada? 



37. El fronton de una puerta se construye con la forma de !a ir.itad 
superior de una elipse, como se ve en la siguientc figura. E; 
fronton tiene 20 pulgadas de alto en su punto de maxima 
altura, y 80 pulgadas de ancho en su base. Calcule la altura 
del fronton a 25 pulgadas del centro de la base. 



38. El cfrculo amriMar de una elipse es aquel cuyo radio es iguai 
a la mitad de la longitud del eje menor, y cuyo centre esta 
en el centro de la elipse (vease la figura de abajo). For eonsi- 
guiente, el cfrculo auxiliar es el cfrculo de taiuauc 
que puede caber en una elipse. 1 

(a) Deduzca la ecuacion del cfrculo auxiliar de ki elipw. 
x 2 + 4y 2 = 16. 

(b) Para la elipse y su cfrculo auxiliar de la parte (a), 
demuestre que si (s, t) es un punto del cfrculo auxiliar, 
entonces (2s , t) es un punto de la elipse. 



39. El lado recto de una elipse es un segmento de recta per 
pendicular al eje mayor, en cualquiera de los focos, y lot; 


1 N. del T.: El cfrculo principal es aquel cuyo radio es igual a sa smtad de la 
longitud del eje mayor de la elipse, con centro en el centro de la ehpse. Uno 
de los metodos graficos para trazar una elipse parte de sus cfrculos principal 
y auxiliar. 
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eXtremos del segniento estan en la elipse, como se ve en la 
figura. Demuestre que la longitud del lado recto es 2 b 2 /a , 
cuando la ecuacion de la elipse es 


"ri—r = 1 con a > b 
a 2 b 2 


44. Cono de luz de una iinterna sorda Una lintema sorda 
se dirige hacia un muro, como se ve en la figura. ^Cual es 
la forma del contomo del area iluminada? Explique su res- 
puesta. 



Demuestre que todas las elipses representadas por esta 
ecuacion tienen los mismos focos, independientemente del 
valor de k. 

|||| 41. Use un dispositivo graficador para trazar cada elipse, despe- 
jando y y graficando ambas soluciones. 

(3) K + M = 1 (b) 6x 2 + y 2 = 36 

g 42. (a) Con una graficadora trace la mitad superior (la parte que 
esta en el primero y el segundo cuadrante) de la familia 
de elipses x 2 + ky 2 = 100, para k = 4,10,25 y 50. 

(b) i,Q u e tienen en comun los miembros de esta familia de 
elipses? ^En que difieren? 
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43. Trazo de una elipse en un pizarron Trate de trazar una 
elipse, tan exactamente como pueda, en un pizarron. ^Como 
se ayudarfa con un cordon y dos amigos para su trazo? 


45. iEs una elipse? Se envuelve una botella cilfndrica con una 
hoja de papel, y a continuacion se traza un cfrculo en el papel, 
con el compas, cuando este se desenrolla y esta piano, £la 
forma que resulta es una elipse? No necesita demostrar su 
respuesta, pero puede hacer el experimento y ver el trazo que 
se obtiene. 




HIPERBOLAS ____ 

Aunque la forma de las elipses y las hiperbolas es totalmente distinta, sus definiciones 
y ecuaciones son parecidas. En lugar de usar la suma de las distancias a dos focos fijos, 
como en el caso de la elipse, se usa la diferencia de las distancias, para definir una 
hiperbola. 
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FIGURA 1 

p esta en la hiperbola si 
\d(P, Fj) - d(P, F 2 ) I = 2a 




m p 


Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos en el piano cuya diferencia 
de distancias a dos puntos fijos F, y F 2 es constante. (Vease la figura 3.) Esos 
dos puntos fijos son los focos de la hiperbola. 


Como en el caso de la elipse, se obtiene la ecuacion mas simple de la hiperbola cuan- 
do los focos estan en el eje x en (±c, 0), como se ve en la figura 1. De acuerdo con la 
definicion, si P(x, y) esta en la hiperbola, entonces d(P, F x ) - d(P, F 2 ) o bien d(P, F 2 ) 
- d(P, F,) debe ser igual a una constante positiva, que llamaremos 2a. Por tanto. 


d(P, F,) - d(P, F 2 ) = ±2a 


o sea V(x + c ) 2 + y 2 - V(x - c ) 2 + y 2 = ±2 a 

Si procedemos como lo hicimos en el caso de la elipse (section 9.2), simplificaremos 
lo anterior a 


(c 2 - fl 2 )^ 2 - a 2 y 2 = a 2 (c 2 - a 2 ) 


En la figura 1 , vemos que en el triangulo PF, F 2 ocurre I d( P, F,) - d (P, F 2 ) I < 2c . En 
consecuencia, 2a < 2c ,o a < c . Asf, c 2 - a 2 > 0, por lo que hacemos i\b 2 =c 2 - a 2 . 
Con lo anterior se simplifica la ultima ecuacion, para obtener 



Es la ecuacion de la hiperbola. Si sustituimos x por —xoy por —y la ecuacion per- 
manece inalterada, lo que quiere deck que la hiperbola es simetrica respecto a los ejes x 
y y , asf como respecto al origen. Las intersecciones en x son ±a , y los puntos (a, 0) y 
(-a, 0) se les llama vertices de la hiperbola. No hay intersection en y , porque al hacer 
x — 0 en la ecuacion de la hiperbola se obtiene —y 2 = b 2 , lo cual es imposible. Ademas, 
la ecuacion d@ la hiperbola implica que , c ' 


X 2 V 2 

-v = +1 ^ 1 


asf x 2 la 2 5* 1. Entonces, x 2 3 = a 2 , de donde x 5 = a o x ^ —a . Esto significa que la 
hiperbola esta formada por dos partes, que se llaman ramas. El segmento que une los 
dos vertices de las ramas es el eje transversal de la hiperbola, y al origen se le llama 
centro. 

Si colocamos los focos de la hiperbola en el eje y , y no en el eje x , se obtiene el efec- 
to de invertir los papeles de x y y en la deduction de la ecuacion de la hiperbola. Esto 
da lugar a una hiperbola con eje transversal vertical. 



534 


CAPiTULO 9 TEMAS DE GEOMETRtA ANALITICA 


Las propiedades principales de las hiperbolas aparecen en el siguiente cuadro. 





Las asmtotas que se mencionan en este cuadro son las rectas a las que tiende la 
hiperbola cuando los valores de x y y se hacen grandes. 

Para determinar las asmtotas en el primer caso del cuadro, se despeja a y de la 
ecuacion, y se obtiene 
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A1 crecer x, a 2 /x 2 se acerca a cero. En otras palabras, cuando x -» sucede que 
a 2 lx 2 —»0. Asi,cuando x es grande, se puede aproximar el valor de y cony -±(b/a)x. 
Esto demuestra que esas rectas son asmtotas de la hiperbola. 

Las asmtotas son auxiliares esenciales para graficar una hiperbola; con ellas se de- 
termina la forma. Una manera comoda de deterimnarlas es graficar primero los puntos 
(a, 0), (-a, 0), (0, b) y (0, -b). Acontinuation se trazan segmentos horizontales y ver- 
ticales que pasen por esos puntos, formando con ellos un rectangulo, como se ve en la 
figura 2(a), a este se le llama rectangulo central de la hiperbola. Las pendientes de las 
diagonales del rectangulo central son ±b/a, asi que al prolongarlas obtenemos las asm¬ 
totas y =±(b/a)x, que se trazan en la parte (b) de la figura. Por ultimo, se grafican los 
vertices y se usan las asmtotas como guxa para trazar el resto de la hiperbola, como 
se ve en la parte (c). (Para graficar una hiperbola con eje transversal vertical se usa un 
metodo semejante.) 



b 






-a 

0 


a x 


-b 



(a) Rectangulo central 
FIGURA 2 
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(b) Asmtotas 


x y 

Pasos para graficar la hiperbola -j — ~z — 1 

a b 



COMO TRAZAR UNA HIPERBOLA 

1. TRAZAR EL RECTANGULO CENTRAL. Es el rectangulo con centra en el ori- 
gen, cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados, que cruza a uno de ellos 
en ±a ^ al otro en ±b. 

2. TRAZAR LAS ASINTOTAS. Son las rectas obtenidas prolongando las diago¬ 
nales del rectangulo central. 

3. LOCALIZAR LOS VERTICES. Son las dos intersecciones en x, o las dos 
intersecciones en y. 

4. TRAZAR LA HIPERBOLA. Comenzar en un vertice y trace una rama de la 
hiperbola, tendiendo a las asmtotas. Trazar del mismo modo la otra rama. 


* N. del R. x —» oo, se lee,equis tiende a inftnito. 
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TRAYECTORIAS DE LOS COMETAS 

La trayectoria de un cometa es una 
elipse, una parabola o: una hiperbola, 
y el Sol esta en uno de los focos. Se 
puede demostrar lo anterior , mediante 
el calculo y las leyes del movimiento 
dc Newton* Si la trayectoria es una 
parabola o' una hiperbola, el cometa 
nunca regresa. Si es una elipse, se 
puede detenninar con exactitud cuau 
do y ddtide se podra ver de nuevo. El 
cometa Halley tiene una orbita eltpti- 
ca, y rcgresa cada 75 anos; la ultima 
vez que se 1c vio fue en 1987. El cq- 
meta mds brillantc del siglo xx fue el 
Ilalc-Bopp, visto.cn 1997. Su orbita 


* James Stewart, Calculus, 3° Edicion 
(Pacific Grove, Ca: Brooks/Cole, 1995), 
pags. 745--747. 


EJEhflPLO 1 s Hiperbola con eje transversal horizontal 

Determine los vertices, los focos y las asmtotas de la siguiente hiperbola, y trace su 
grafica. 

9x 2 - 16y 2 = 144. 

SOLUCION Primero dividiremos ambos lados de la ecuacion por 144, para llevarla a 
la forma reducida: 


16 9 


1 


Como el termino en x 2 es positivo, la hiperbola tiene eje transversal horizontal; 
sus vertices y focos estan en el eje x. Sus vertices estan en (±4,0). Ya que a — 16 y 
b 2 = 9, se obtiene c = Vl6 + 9 = 5 . Asi, los focos estan en (±5,0). Como a = 4 
y b = 3, las ecuaciones de las asmtotas son y = ±\x. Despues de trazar el rectangulo 
central y las asmtotas se completa el trazo de la hiperbola, como en la figura 3. 


F1GURA 3 

9X 2 - 16/ = 144 





EJEMPLO 2 ■ Hiperbola con eje transversal vertical 

Determine los vertices, focos y asmtotas de la siguiente hiperbola y trace su grafica. 


x 2 - 9y 2 +9 = 0. 



FIGURA 4 

x 2 — 9/ + 9 = 0 


SOLUCION Escribimos la ecuacion de la hiperbola en forma reducida. 


x 2 - 9/ = - 9 


Divida por -9 


Como el termino en y 2 es positivo, la hiperbola tiene eje transversal vertical; sus 
focos y vertices estan en el eje y. Sus vertices estan en (0, ±1). Ya que a 2 = 1 y b =9, 
se obtiene que c = Vl + 9 = VlO . Por tanto, los focos estan en (0, ±10). Como 
a = 1 y b =3, las ecuaciones de las asmtotas son y = ± \x. Se trazan el rectangulo 
central y las asmtotas, y a continuacion se completa la grafica, como se ve en la 
figura 4. 1 
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2 2 

^=1 
9 7 



4 


EJEMPLO 3 e Trazo de ia ecuacion de una hiperbola a partir 
de sus vertices y sus focos 

Obtenga la ecuacion de la hiperbola que tiene sus vertices en (±3,0) y sus focos en 
(±4,0), y trace su grafica. 

SOLUCION Como los vertices estan en el eje x, la hiperbola tiene horizontal su eje 
transversal. La ecuacion de la hiperbola tiene la forma 


x 


2 


3 2 



Entonces, a - 3 y c = 4. Se calcula b con la ecuacion a 2 + b 2 - c 2 . 


3 2 + b 2 - 4 2 

b 2 = 4 2 - 3 2 = 7 
b= V7 

Asf, la ecuacion de la hiperbola es 

9 

La grafica es la que se ve en la figura 5. 



EJEMPLO 4 ■ Determinar de la ecuacion de una hiperbola a partir 
de sus vertices y asintotas 

Obtenga la ecuacion y localice los focos de la hiperbola con vertices en (0, ±2) y 
cuyas asintotas tienen ecuaciones y = ±2x. Trace su grafica. 

SOLUCiON Ya que los vertices estan en el eje y, la hiperbola tiene eje transversal 
vertical, y a =2. A partir de la ecuacion de las asintotas, vemos que 



Ya que a - 2 


Por tanto, la ecuacion de la hiperbola es 


r 

4 


■ x 2 = 1 


Para localizar los focos se calcula c 2 - a 2 - b 2 =2 2 + l 2 = 5,asic = V5 . Entonces 
los focos estan en (0, ± V5 ). La grafica aparece en la figura 6. 1 


A1 igual que las parabolas y elipses, las hiperbolas tienen una interesante propiedad 
de reflexion. La luz que se dirige hacia un foco de un espejo hiperbolico se refleja hacia 
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el otro foco, como se ve en la figura 7. Esta propiedad se aprovecha para construir los 
telescopios del tipo Cassegrain. Se coloca un espejo hiperbolico dentro del tubo del te- 
lescopio, de tal modo que la luz reflejada por el reflector parabolico primario se dirija 
hacia un foco del espejo hiperbolico. A continuacion, la luz se reenfoca en un punto mas 
accesible, atras del reflector primario (figure 8). 



X w 




x, x \\ 


7HS 


/ 




/ 



FIGURA 7 

Propiedad reflectora de las hiperbolas 


FIGURA 8 

Telescopio tipo Cassegrain 



FIGURA 9 

Sistema LORAN para determinar 
la ubicacion de un barco. 


En el sistema de navegacion LORAN (del ingles LOng RAnge Navigation, nave- 
gacion de gran alcance) se usan hiperbolas a bordo de un barco para localizarlo. En la 
figure 9, las estaciones de radio en A y B transmiten senales simultaneas para que las 
reciba el barco en P . La computadora de a bordo convierte la diferencia de tiempos 
de recepcion de las senales en una diferencia de distancia, d{P, A)-d(P,B). Por defini- 
cion de una hiperbola, esa diferencia ubica al barco en una rama de una hiperbola que 
tiene focos en A y en B. Se sigue el mismo procedimiento con las otras dos estaciones 
de radio en C y D, con lo que se localiza el barco en una segunda hiperbola. En la prac- 
tica solo se necesitan tres estaciones, porque una puede ser un foco de ambas hiperbo¬ 
las. La localizacion de P se calcula, con exactitud mediante la computadora, con las 
coordenadas del punto de interseccion de esas dos hiperbolas. 



EJERCICIOS 


1-12 a Determine los focos, 
la, y trace su grafica. 

vertices y asmtotas de cada hiperbo- 

5. x 2 -y 2 = 1 

6. 9/-4/ = 36 

x 2 y 2 

1. -— = 1 

2 2 

y x 

2. - - =1 

7. 25/ -9x 2 = 225 

8. x 2 -/ + 4 = 0 

4 16 

9 16 

9. x 2 - 4/ — 8 = 0 

10. x 2 - 2/ = 3 

2 * 2 


3. y 2 - =1 

4 -V 2 = 1 

11. 4/ — x 2 = 1 

12. 9X 2 - 16/ = 1 

25 

2 7 
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13-16 a Deduzca la ecuacion de la hiperbola cuya grafica aparece 

a continuacion. 

13. 




15. 


16. 




(b) Determine una ecuacion de la hiperbola con locos cr< 
(±c, 0) cuyas asintotas sean perpendiculares enirc si. 

30. Se dice que las hiperbolas 



son conjugadas entre si. 

(a) Demuestre que las hiperbolas 

xt'-Ay 2 +16 = 0 y Ay 2 - x 2 + 16 = 0 

son conjugadas entre si, y trace sus graficas en ei misino 
sistema coordenado. 

(b) ^Que tienen en comun las hiperbolas de la parte (aiV 

(c) Demuestre que cualquier par de hiperbolas conjugadas 
tienen la relation que descubrio en la parte (b). 

31. A1 deducir la ecuacion de la hiperbola, al cornienzo tic csla 
section, dijimos que la ecuacion 

V(x + cf + y 2 - V(x - c) 2 + y 2 = ±2a 

se simplifica y resulta 


(c 2 - flV - a 2 y 2 = a 2 (c 2 - a 2 ) 


17-28 * Deduzca una ecuacion de la hiperbola que cumpla con 
las condiciones dadas. 

17. Focos en (±5,0), vertices en (±3,0) 

18. Focos en (0, ±10), vertices en (0, ±8) 

19. Focos en (0, ±2), vertices en (0, ±1) 

20. Focos en (±6,0), vertices en (±2,0) 

21. Vertices en (±1,0), ecuaciones de asintotas y = ±5x 

22. Vertices en (0, ±6), ecuaciones de asintotas y = ± \x 

23. Focos en (0, ±8), ecuaciones de asintotas y = ± \x 

24. Vertices en (0, ±6); la hiperbola pasa por (-5,9) 

25. Ecuaciones de asintotas y = ±x , la hiperbola pasa por (5,3) 

26. Focos en (±3,0); la hiperbola pasa por (4, 1) 

27. Focos en (±5,0); longitud del eje transversal 6 

28. Focos en (0, ±1); longitud del eje transversal 1 

29. (a) Demuestre que las asintotas de la hiperbola x 2 - y 2 = 5 

son perpendiculares entre si. 


Describa los pasos para demostrar lo anterior. 

32. (a) Para la hiperbola 



calcule los valores de a, by c,y determine las coorde- 
nadas de los focos F, y F 2 . 

(b) Demuestre que el punto P(5,y ) esta en esta hiperbola. 

(c) Calcule d(P, F\) y d(P, F 2 ). 

(d) Compruebe que la diferencia entre d(P, F\) y P, F 2 ) 
es 2a. 

33. Vease la figura 9 del texto. Suponga que las estacione.-: tie ra¬ 
dio en A y B estan a 500 millas de distancia, y que ei baveo 
en P recibe la serial de la estacion A 2,640 microsegundos 
(fis) antes que la senal emitida en B. 

(a) Suponga que las senales de radio viajan a 980 pks/,u s, 
calcule d(P, A) - d(P, B). 

(b) Determine una ecuacion de la rama de la hiperbola de ia 
derecha de la figura. Ponga A y B en el eje y, y el ongen 
a la mitad de la distancia entre ellas. Exprese las distau- 
cias en millas. 

(c) Si A esta justo al norte de B , y P esta justo al este de A , 
1 ?l que distancia esta P de A ? 
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34. Algunos cometas, como el Halley, son parte permanente del 
sistema solar, y describen orbitas eh'pticas en tomo al Sol. 
Otros, atraviesan el sistema solar solo una vez, y describen 
una trayectoria hiperbolica, con el Sol en uno de los focos. La 
figura siguiente muestra la trayectoria de uno de esos cometas. 
Deduzca una ecuacion de la trayectoria, suponiendo que el 
maximo acercamiento del cometa al Sol es 2 x 10 9 mi, y que 
la trayectoria que trafa antes de acercarse al sistema solar 
forma un angulo recto con la trayectoria con que continua 
despues de dejar ese sistema. 



35. Las hiperbolas son cofocales si tienen los mismos focos. 
(a) Demuestre que las hiperbolas 


y_ 

k 


x 2 


16- k 


= 1 


con 0 < k < 16 


son cofocales. 


m 


(b) Con un dispositivo graficador, trace las rampas superio- 
res de la familia de hiperbolas de la parte (a), con k = 1, 
4, 8 y 12. ^Como varia la forma de la grafica al aumen- 
tar kl 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


36. Hiperbolas en ei mundo real En el texto se describieron 
varios ejemplos de las aplicaciones de la hiperbola. Describa 
otros casos de la vida diaria donde intervengan las hiperbolas. 
Consulte una enciclopedia cientffica o busque en Internet. 


37. Luz de una lampara La luz de una lampara forma un area 
iluminada en la pared, como se ve en la figura siguiente. ^Por 
que el contomo de esta area iluminada es una hiperbola? 
i,Como se debe sujetar una lintema sorda para que su haz 
luminoso forme una hiperbola en el suelo? 



■ CONICAS TRASLADADAS 

En las secciones anteriores estudiamos parabolas con vertice en el origen, y elipses e 
hiperbolas con centra en el origen. Nos limitamos a esos casos porque las ecuaciones 
que se manejan tienen forma mas sencilla. Ahora estudiaremos conicas cuyos vertices y 
centres no necesariamente estaran en el origen, y determinaremos la forma en que se 
modifican las ecuaciones. 

Tambien estudiamos transformaciones de funciones, cuyo efecto es trasladar sus 
graficas. En general, paracualquier ecuacion en x y y , si se reemplaza x por x-ho por 
x + h, la grafica de la nueva ecuacion es la misma que la de la ecuacion anterior, solo 
que trasladada en direccion horizontal; si y se reemplaza por y - k o por y + k, la gra¬ 
fica se desplaza verticalmente. En el siguiente cuadro mostramos los detalles. 
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LCAS DE ECUACIONES ^ 




Si h y k son numeros reales positivos, al reemplazar x por x-ho por x + h, y 
al reemplazar y por y — k o por y + k, se producen los siguientes efectos en la 
grafica de cualquier ecuacion en x y y. 


Sustitucion 

1. Reemplazar x por x-h 

2. Reemplazar x por x + h 

3. Reemplazar y por y—k 

4. Reemplazar y por y + k 


Como se traslada la grafica 

h unidades a la derecha 
h unidades a la izquierda 
k unidades hacia arriba 
k unidades hacia abajo 


Por ejemplo, veamos la elipse cuya ecuacion es 



cuya grafica esta en la figura 1. Si la trasladamos de modo que su centre este en el punto 
( h, k) en lugar de en el origen, su ecuacion se transforma en 

(x ~ hf ( y-kf _ 

a 2 b 2 


FIGURA 1 
Elipse trasladada 



EJEMPLO 1 b Trazo de la grafica de una elipse trasladada 
Trace la grafica de la elipse 

(x + lf (y-2f •' • 

4 9 


y determine las coordenadas de los focos. 


SOLUCION La elipse 


(x + l ) 2 


(y- 2) 2 


= 1 


4 


9 


(Elipse trasladada) 
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esta trasladada, de tal fonna que su centra esta en (-1,2). Esta se obtuvo a partir de la 
elipse 




(Eiipse con el centra en el origen) 


al ser trasladada 1 unidad hacia la izquierda y 2 unidades hacia arriba. Los extremos 
de los ejes menor y mayor de la elipse sin trasladar estan en (2,0), (-2,0), (0, 3) y 
(0, -3). A esos puntos de les aplican las traslaciones indicadas para obtener los puntos 
correspondientes de la elipse: 


(2,0) (2- 1,0 + 2) = (1,2) 

(-2,0) - (-2-1,0+ 2) = (-3,2) 


(0,3) - (0-13+ 2) = (-1,5) 



(x + lf | (y-2f _ i 
4 9 


(0,-3) -* (0- 1,-3 + 2) = (-1,-1) 


Con lo anterior trazamos la grafica de la figura 2. 

Para localizar los focos de la elipse trasladada primero se determinan los corres¬ 
pondientes antes de la traslacion, cuando el centro esta en el origen. Ya que a 2 = 9 y 
b 2 = 4, entonces c 2 = 9- 4 = 5, y c = V5 . Los focos, por lo tanto, estan en (0, ± v5 ). 
Con la traslacion de 1 unidad hacia la izquierda y 2 unidades hacia arriba, obtenemos 

(0,V5) -» (0-1, V5 +2) = (-l,2 + V5) 

(0,-V5) -» (0-1,-V5 +2) = (-l,2-V5) 

Por lo anterior, los focos de la elipse trasladada estan en 

(-1,2 + V5) y (-1,2-V5) ■ 


Al aplicar translaciones a parabolas e hiperbolas se obtienen las ecuaciones y sus 
graficas que muestran en las figuras 3 y 4. 


\ 

' y , y- 

(A,k) 

(h,k) 

y. 

x 

(A, k) 

0 

”1 

0^^ x 0 


0 X 


(a) (x - hf = 4p(y - k) (b) (x - h) 2 = 4 p(y - k) (c) (y-k) 2 = 4p(x - h) (d) (y - k) 2 = 4 p(x - h) 

p >0 p <0 p>0 p<0 


FIGURA 3 Parabolas trasladadas 
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FIGURA 4 
Hiperbolas trasladadas 





FIGURA 5 

x 2 - 4x = 8y - 28 


EJEMPLO 2 ■ Grafica de una parabola trasladada 

Determine el vertice, el foco y la directriz, y trace la grafica de la siguiente parabola. 

x 2 - 4x = 8y - 28 

SOLUCION Para transformar esta ecuacion a una de las formas de la figura 3, se 
completa el cuadrado en x. 

x 2 _ 4 X + 4 = 8y - 28 + 4 S urae 4 para completar el cuadrado 
(x-2) 2 = 8y-24 

(x — 2) 2 = 8(y — 3) (Parabola trasladada) 

Es una parabola que abre hacia arriba, con su vertice en (2,3). Se obtiene de la 
parabola 

X 2 = 8 y (Parabola con vertice en el origen) 

trasladada 2 unidades a la derecha y 3 unidades hacia amba. Ya que 4p = 8, entonces 
p —2, por lo que el foco esta 2 unidades arriba del vertice, y la directriz 2 unidades 
abajo del vertice. Asi, el foco esta en (2,5) y la ecuacion de la directriz es y — 1. La 
grafica se muestra en la figura 5. s 

EJEMPLO 3 s Grafica de una hiperbola trasladada 
Demuestre que la siguiente ecuacion representa una hiperbola: 

9X 2 - 72x - 16/ - 32y = 16 

Determine su centra, vertices, focos y asintotas, y trace su grafica. 

SOLUCION 

Primero se completan los cuadrados en x y en y: 

9CX 2 - 8x ) - 16 (y 2 + 2y ) = 16 

9(/ - 8x + 16) - 16 (y 2 + 2y + 1) = 16 + 9 • 16 - 16 • 1 Complete los cuadrados 

9(x - 4) z - 16(y + l) 2 = 144 Uivida por 144 

(x-4) 2 (y + 1) 2 


16 


9 


(Hiperbola trasladada) 
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Es una hiperbola con centra en (4, -1) y con eje transversal horizontal. 

CENTRO (4,-1) 

Su grafica tendra la misma forma que la hiperbola sin trasladar 

x 2 y 2 

— — = 1 (Hiperbola con centre en el origen) 

16 9 

Ya que a 2 = 16 y b 2 = 9, entonces a=4,b-3yc= Vu 2 + b 2 = Vl6 + 9 - 5. 
Asf, los focos estan 5 unidades a la izquierda y a la derecha del centra, y los vertices 
estan 4 unidades a cada lado del centra. 

focos (-1, -1) y (9, -1) 

vertices (0, -1) y (8, -1). 

Las ecuaciones de las asfntotas de la hiperbola no trasladada sony = ± | x, por lo que 
las de la hiperbola trasladada se determinan como sigue: 

ASfNTOTAS (y + 1) = ±| (x - 4) 

y + 1 -±\x T 3 

y = |x — 4 y y = -|x + 2 

Para ayudamos a trazar la hiperbola, trazaremos el rectangulo central; llega a 4 uni¬ 
dades a la derecha e izquierda del centra, y a 3 unidades arriba y abajo del centra. 
Una vez trazado el rectangulo, trazamos las asfntotas y completamos la grafica de la 
hiperbola trasladada, que se ve en la figura 6. 


FIGURA 6 

9x 2 -72x- 16y 2 - 32y = 16 



Si desarrollamos y simplificamos las ecuaciones de cualquiera de las conicas trasla- 
dadas que se ven en las figuras 1,3 y 4, siempre obtendremos una ecuacion de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

donde A y C no son 0 en forma simultanea. A1 reves, si partimos de una ecuacion de 
esta forma, completamos el cuadrado en x y y para ver que conica representa. En 
algunos casos, sucede que la ecuacion solo es la de un par de rectas, o de un solo punto, 
o bien no se puede trazar la grafica. Esos casos se llaman de conicas degeneradas. El 
siguiente ejemplo ilustra uno de estos casos. 
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EJEMPLO 4 m Ecuacion que conduce a una conica degenerada 
Trace la grafica de la ecuacion 


9a 2 - y 2 + 18jc + 6y = 0 

SOLUCION Como los coeficientes dex 2 y y 2 son de signo contrario, parece que 
esta ecuacion representa a una hiperbola (como la ecuacion del ejemplo 3). Para ver 
si sucede asf, completamos los cuadrados: 

9(x 1 + 2x ) - (y 2 - 6y ) = 0 

9C* 2 + 2x+ l)-(y 2 -6y + 9) = 0 + 9- 9 


9(x + l) 2 — (y — 3) 2 = 0 


(x + 1) 2 07 9 3) -0 

Divida por 9 

Para que se ajuste lo anterior a la forma de la ecuacion de una hiperbola, necesitamos 
una constante distinta de cero a la derecha del signo igual. De hecho, al continuar el 
analisis se demuestra que es la ecuacion de un par de rectas que se intersecan: 

(y - 3) 2 = 9(x + l) 2 


y - 3 = ±3(x + 1) 

Saque rai'z cuadrada 

y = 3(x + 1) + 3 o 

y = -3(x +1) + 3 

y = 3x +6 

y = -3x 


La grafica de esas rectas esta en la figura 7. • 

Como a primera vista la ecuacion del ejemplo 4 parecfa ser una hiperbola pero, 
despues se vio que representaba simplemente un par de rectas, se dice que su grafica es 
la de una hiperbola degenerada. Tambien se pueden presentar elipses y parabolas 
degeneradas al completar el o los cuadrados de una ecuacion que representa a una coni- 
ca. Por ejemplo, la ecuacion 


4X 2 + y 2 - 8x + 2y + 6 = 0 

parece ser de una elipse, porque los coeficientes de x 2 y y 2 tienen igual signo. Pero al 
completar el cuadrado se llega a 


(*-l) 2 + 


(y + i ) 2 

4 


1 

4 


que no tiene solucion alguna (porque la suma de dos cuadrados no puede ser negativa). 
En consecuencia esta ecuacion es degenerada. 
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Resumiendo, llegamos al siguiente teorema: 


ECUACION GENERAL DE UNA CONICA TRASLADADA 


La grafica de la ecuacion 

Ax? + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

en la que A y C no son 0 en forma simultanea, es una conica o una conica 
degenerada. En los casos no degenerados, la grafica es 

1. una parabola si A o C es 0. 

2. una elipse si A y C tienen el mismo signo, o un ctrculo si A = C. 

3. una hiperbola si A y C tienen signos contrarios. 


i 





9.41 EJERC1CIOS 


1-4 a Localice el centro, los focos y los vertices de cada elipse, 
y determine las longitudes de los ejes mayor y menor. A continua- 
cion trace la grafica. 


1. 


2 . 


3. 


4. 


(x-2f | (y-lf l 
9 4 


(^~3 Y 
16 


+ (y + 3f = l 


* , 0 - + 5) 2 ,_ 1 
9 25 


(x + 2) 2 


4 


+ /=1 


5-8 b Determine el vertice, el foco y la ecuacion de la directriz de 
cada parabola, y trace su grafica. 

5. (x — 3) 2 = 8(y + 1) 6. (y + 5) 2 = -6*+ 12 

7. -4(x + | ) 2 = y 8. y 2 =l6x-S 

9-12 a Localice el centro, los focos y los vertices de cada hiper¬ 
bola, y determine las ecuaciones de sus asfntotas. A continuacion 
trace su grafica. 

(x + lf (y~3f t 
9 16 

10. (x - 8) 2 - (y + 6) 2 = 1 

, {x + l) 2 

... 

.2, Lri2-(, + 3)>-i 

25 


13-18 a Deduzca una ecuacion de la conica que corresponde a 
cada grafica. 





4 * 






SECCI6N 9.4 CONICAS TRASLADADAS 


547 



31. Determine cual debe ser el valor de F para que la grafica de la 
ecuacion 


4jc 1 +y 2 + 4(x - 2y) + F = 0 
sea (a) una elipse, (b) un punto o (c) el conjunto vacfo. 

32. Deduzca una ecuacion de la elipse que comparte un vertice y 
un foco con la parabola x 2 + y = 100, y que tiene su otro foco 
en el origen. 



19-30 ■ Complete el cuadrado para determinar si la ecuacion 
representa una elipse, parabola, hiperbola o conica degenerada. 
A continuacion trace la grafica de la ecuacion. Si es una elipse, 
determine el centra, los focos, los vertices y las longitudes de los 
ejes mayor y menor. Si es una parabola, determine el vertice, el 
foco y la ecuacion de la directrix. Si es una hiperbola, determine 
el centra, los focos, los vertices, y las ecuaciones de las directri¬ 
ces. Si la ecuacion no tiene grafica, explique por que. 

19. 9x 2 -36x + 4y 2 = 0 

20. y 2 = 4(x + 2y) 

21. x 2 -4y z -2x+ 16y = 20 

22. x 2 + 6x+ 12y + 9 = 0 

23. 4X 2 + 25/ - 24x + 250y + 561 = 0 

24. 2x 2 +y 2 = 2y+ 1 


BS 33. Este ejercicio es acerca de parabolas cofocales, esto es, fami- 
lias de parabolas que tienen el mismo foco. 

(a) Trace las graficas de la familia de parabolas 

x 2 =4p(y+p) 

para p =—2,—f , —1, —|, 1, § y 2. 

(b) Demuestre que cada parabola de esta familia tiene su foco 
en el origen. 

(c) Describa el efecto que tiene, sobre la familia, acercar el 
vertice al origen. 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


34. Una familia de conicas cofocales Las conicas que compar- 
ten un foco se Hainan cofocales. Examine la familia de coni¬ 
cas que tienen un foco en (0, 1) y un vertice en el origen 
(vease la figure de abajo) 

(a) Deduzca ecuaciones de dos elipses distintas que tengan 
esas propiedades. 

(b) Deduzca ecuaciones de dos hiperbolas distintas que ten¬ 
gan esas propiedades. 

(c) Explique por que solo hay una parabola que tiene esas 
propiedades. Deduzca su ecuacion. 

(d) Trace las graficas de las ecuaciones que dedujo en (a), (b) 
y (c), en los mismos ejes coordenados. (Para las hiperbo¬ 
las, solo grafique las ramas superiores.) 

(e) ^Como se relacionan las elipses e hiperbolas con la 
parabola? 


25. 16* 2 - 9/ - 96x + 288 = 0 

26. 4x 2 -4x-8y + 9 = 0 

27. x 2 + 16 = 4(/ + 2x) 

28. x 2 -y 2 = I0(x-y)+ 1 

29. 3jt 2 + 4y 2 -6*-24y + 39 = 0 

30. x 2 + 4/ + 20* - 40y + 300 = 0 
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ROTACION DE EJES _ ' 

En la seccion 9.4 estudiamos conicas con ecuaciones de la forma 


v F 


P(X, y) 
P(X, Y) 


\ 


s' l\ 

1 \ / 




^ 1 

_ 

——w- 




FIGURA 1 


/\\Y 


FIGURA 2 


Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

Vimos que su grafica es siempre una elipse, parabola o hiperbola con ejes verticales u 
horizontales (excepto en los casos degenerados). En esta seccion estudiaremos la ecua- 
cion mas general de segundo grado 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

y veremos que su grafica tambien es una conica. De hecho, al girar los ejes coordenados 
un angulo adecuado, se elimina el termino Bxy para asf aplicar nuestros conocimientos 
de las secciones conicas y analizar la grafica. 

En la figura 1, los ejes x y y se han girado un angulo agudo 0 en tomo al origen, para 
producir un nuevo par de ejes, que llamaremos ejes X y Y. Un punto P cuyas coorde- 
nadas son (x, y) en el sistema sin girar, tiene coordenadas (X , Y) en el nuevo sistema. Si 
representamos por r la distancia de P al origen, y hacemos que 6 sea el angulo que 
forma el segmento OP con el nuevo eje X, podemos ver, en la figura 2, (al considerar 
los dos triangulos rectangulos que allf se ven) que 

X=r cos 6 Y = r sen 0 

x = r cos (0 + 0) y = r sen (9 + <j>) 

Aplicando la formula del coseno de una suma, vemos que 

x = r cos(0 + 0) 

= r(cos d cos 0 - sen 6 sen 0) 

= (r cos 6) cos 0- O' sen 6) sen 0 

= X cos ip ~ Y sen 0 

De igual manera podemos aplicar la formula del seno, de una suma a la ecuacion de y 
para obtener y = X sen <p + Y cos 0. Si se consideran estas ecuaciones de x y y como un 
sistema de ecuaciones lineales en las variables X y Y (vease el ejercicio 27), obtendre- 
mos ecuaciones para X y Y en funcion de x y y , como se ve en el siguiente cuadro. 




Si los ejes x y y en un piano coordenado se giran el dngulo agudo 0 para pro¬ 
ducir los ejes X y Y, como se ve en la figura 1, entonces las coordenadas (x, y) 
y (X,Y) de un punto en los pianos xyyXY se relacionan como sigue: 

x = X cos 0-7sen 0 X = xcos 0 + y sen 0 

y = X sen 0 + Kcos 0 Y=—x sen <p + y cos 0 
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EJEMPLO 1 8 Rotacion de ejes 

Si los ejes coordenados se giran 30°, determine las coordenadas XY del punto cuyas 
coordenadas xy son (2, -4). 

SOLUCION Aplicamos las formulas de rotacion de ejes con x = 2, y = -4 y (f> = 30° 
para obtener 


X = 2 cos 30 c 


(( l\ i — 

+ (-4) sen 30° - 2l I - 4l — I = V3 — 2 

f\\ ( V3\ i — 

Y= -2 sen 30° + (-4) cos 30° = -2l - I - 4l — I = - 1 - 2V3 


Las coordenadas XY son ( — 2 + V3, — 1 — 2\^3 ). s 

EJEMPLO 2 a Rotacion de una hiperbola 

Demuestre, rotando 45° los ejes coordenados, que la grafica de la ecuacion xy = 2 es 
una hiperbola. 

SOLUCION Aplicamos las formulas de rotacion de ejes con </> = 45°, para obtener 


jc = X cos 45° - Y sen 45° = 


X Y 

V2 V2 


y = X sen 45° + Fcos 45° = ^ 


A1 sustituir estas ecuaciones en la ecuacion original resulta 


*L + X\ 2 
V2 V2)\V2 y/z) 


— — — = 2 
2 2 


4 4 


En esta ecuacion se reconoce una hiperbola con vertices en (±2,0) en el sistema de 
coordenadas XY. Las ecuaciones de sus asfntotas son Y = ±X, que corresponden a los 
ejes coordenados del sistema xy (vease la figura 3). ® 

Se puede aplicar el metodo del ejemplo 2 para transformar cualquier ecuacion de la 
forma 

Ax? + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

en una ecuacion en X y Y que no contenga termino en XY, eligiendo un angulo de rota- 
cion adecuado. Para determinarlo, hacemos girar los ejes xy un angulo <p y sustituimos x 
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y y con las formulas de rotacion de ejes: 

A(X cos <p-Y sen <j>) 2 + B(X cos <p - Y sen <p)(X sen <p+Y cos tp) 

+ C(X sen (j>+ Y cos <p) 2 + D(X cos <p-Y sen <p) 

+ E(X sen <p + Y cos <p) + F - 0 

Si desarrollamos io anterior y agrupamos los terminos semejantes, Ilegamos a una ecua- 
cion de la forma 

A'X 2 + B'XY + C'Y 2 + D'X+E'Y+F' = 0 

en la que 

A' = A cos 2 <p + B sen <p cos <j> + C sen 2 (p 
B' = 2(C - A) sen (j> cos <p + B(cos 2 <p - sen 2 r/<) 

C' = A sen 2 (j> - B sen 0 cos <p+ C cos 2 (j> 

D' = D cos (p + E sen <p 
E' = —D sen (j> + E cos <p 
F' = F 

Para eliminar el termino en XY se debe escoger 0 de tal manera que B' — 0, esto es, 

2 (C - A) sen <p cos <p + B(c os 2 (p - sen 2 (p) = 0 

(C - A) sen 2 <p + B cos 2<p = 0 Formulas de seno y coseno de) 

angulo dobie 

B cos 2 <p= (A — C) sen 2 <p 
A-C 

COt 2<p = -—~— Divida por sen 2 tj> 

B 

Los desarrollos anteriores demuestran el siguiente teorema: 



EJEMPLO 3 ■ Eliminar el termino xy 

Con una rotacion de ejes, elimine el termino xy de la ecuacion 
6V3 x 2 + 6xy + 4V3 y 2 = 21V3 
Identifique y trace la curva correspondiente. 
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SOLUCION Para eliminar el termino xy rotamos los ejes un angulo 0 9 ue satisfaga lo 
siguiente: 

A — C 6V3 - 4V3 V3 

cot 20 - B 6 3 


Por consiguiente, 20 = 60° y 0 = 30°. Con este valor de 0 se obtiene 


x = 




y = 




Formulas de rotacion de ejes: 

cos d) — -. sen ip — ■ 

7 ' 2 


Sustituimos estos valores de x y y en la ecuacion original, como sigue. 





X FV3\ 

2 + 2 j 



YV3 J 


= 21V3 



FIGURA 4 

6V3x 2 + + 4\/3 y 2 = 21V3 


A1 desarrollar y agrupar los terminos semejantes obtenemos 

lV3X 2 + 3V3 Y 2 = 2lV3 

X 2 Y 2 r 

-1-- = 1 Divida por 21 V 3 

3 7 

Es la ecuacion de una elipse en el sistema de coordenadas XY. Los focos estan en el 
eje Y. Como a 2 = 7 y b 2 = 3, la longitud del eje mayor es 2 V7 , y la del eje menor 

es 2 V3 . Esta elipse se ve en la figura 4. B 

En el ejemplo anterior pudimos determinar 0 sin dificultad, porque recordamos que 
cot 60° = V3/3. En general, la determinacion de 0 no es tan facil. En el siguiente ejem¬ 
plo veremos como se aplican las siguientes formulas del angulo medio, validas para 
0 < 0 < 7 t/2 , para determinar 0 (vease la seccion 7.3): 

1 1 + cos 20 . 1 1 - cos 20 

cos 0 = y- - - sen 0 = ^^ 


EJEMPLO 4 ^ Eliminacion del termino en xy 

Haga una rotacion de ejes para eliminar el termino xy de la ecuacion 


64X 2 + 96xy + 36J 2 - 15x + 20y — 25 — 0 


Identifique y trace la curva. 


SOLUCION 
la ecuacion 


Para eliminar el termino xy rotamos los ejes un angulo 0 que satisfaga 


cot 20 = 


A - C _ 64-36 
B ~ 96 


1 _ 

24 


96 
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En la figura 5 se ve un triangulo para el que cot 2<p = ^. Se reconoce que 

cos 2<j> = 5 s 

por lo que, aplicando las formulas del angulo medio obtenemos 


COS 4> = 




4 

5 



Entonces se aplican como sigue las formulas de rotacion de ejes: 


FIGURA 5 


=tX-lY 


y = lX + lY 



FIGURA 6 

Mx 2 + 96xy + 36^ — 15jc + 2Oy — 25 = 0 


A1 sustituirlas en la ecuacion original, llegamos a 

64(iX-lY) 2 + 96(IX-lY)(lX + lY) 

+ 36(fX + t Y) 2 -15(fX-fY) + 20(fX + f F)-25 = 0 
Desarrollamos y agrupamos los terminos semejantes: 

100X 2 + 25F- 25 = 0 

—4X 2 = Y— 1 Simpiifique 

Reconocemos esta ecuacion como la de una parabola que abre hacia la parte negativa 
del eje Y, cuyo vertice esta en (0,1), en las coordenadas XY. Como 4 p = -4, entonces 
p = - 1, por lo que el foco esta en (0,0) y la ecuacion de la directriz es Y = 2. Usando 

4> = cos' 1 1 = 37° 


La figura 6 muestra esta grafica. ® 

En los ejemplos 3 y 4 identificamos el tipo de conica rotando los ejes. El siguiente 
teorema presenta las reglas para identificar el tipo de conica, en forma directa a partir 
de la ecuacion, sin rotar los ejes. 


IDENTIFICACION DE LAS CONICAS MEDIANTE EL DISCRIMINANTE 


La grafica de la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 1 + Dx + Ey + F = 0 

puede ser una conica o una conica degenerada. Cuando no es degenerada, la 
grafica es , 

1. una parabola, si B 2 - 4AC = 0. 

2. unaelipse, si B 2 - 4AC < 0. 

3. una hiperbola, si B 2 -4AC> 0. 

La cantidad B 2 — 4 AC se llama el discriminante de la ecuacion. 
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m Demostracion Si rotamos los ejes un angulo <f> obtenemos una ecuacion de la 
forma 

A'X 2 + B'XY + C'Y 2 + D'X + E'Y+F' = 0 

donde A',B',C ',..se determinan con las formulas de la pagina 646. Con un calcu- 
lo directo se demuestra que 


{B') 2 - 4A'C' = B 2 -4AC 

Por tanto, la expresion B 2 - 4AC permanece inalterada para cualquier rotacion. En 
particular, si escogemos una rotacion que elimine al termino en xy (B' = 0), llegare- 
mos a 


A'X 2 + C'Y 2 + D'X + E'Y + F' = 0 


En este caso, B 2 - 4AC = -4A'C'. Asf, B 2 - 4AC - 0 si A' o C' son cero; B 2 - 4AC < 0 
si A' y C' tienen el mismo signo, y B 2 - 4AC > 0 si A' y C' tienen signos contrarios. 
Segun el cuadro de la pagina 642, estos casos corresponden a que la grafica de la ulti¬ 
ma ecuacion sea una parabola, una elipse o una hiperbola, respectivamente. □ 

En la demostracion indicamos que el discriminante no cambia en cualquier rotacion; 
por esta razon se dice que el discriminante es invariante bajo rotacion. 

EJEMPLO 5 ■ Identificacion de una conica mediante el discriminante 
Use el discriminante para identificar la grafica de la siguiente ecuacion. 

3X 2 + 5xy -2y 2 + x- y + 4 = 0 

SOLUCION Como A = 3, B = 5 y C = -2, el discriminante es 
B 2 - 4AC = 5 2 - 4(3)(-2) = 49 > 0 

Por consiguiente, la grafica es una elipse. B 


-- 9-51 EJERCICIOS 

1-6 a Determine las coordenadas XY del punto dado cuando los 
ejes coordenados se rotan el angulo indicado. 


1. (1,1), 0=45° 

2. (-2,1), 0 = 30° 

3. (3,-V3), <p= 60° 

4. (2,0), <j>=15° 

5. (0,2), <p = 55° 

6. ( V5 ,4V2 ) , 0 = 45° 


7-10 a Determine, en coordenadas XY, la ecuacion dada de la 
conica, cuando los ejes coordenados se rotan el angulo indicado. 

?■ y — (x- l) 2 , 0 = 45° 

8.x 2 —y 2 = 2y, 0 = cos _1 | 


9. x 2 + 2\ / 3xy-y 2 = 4, <p= 30° 

10. xy = x+y, <p=‘ ir/4 

11 -24 ■ (a) Use el discriminante para determinar si la grafica de la 
ecuacion es una parabola, una elipse o una hiperbola. (b) Haga una 
rotacion de ejes para eliminar el termino xy. (c) Trace la grafica. 

11. xy = 8 

12. xy + 4 = 0 

13. x 2 + 2xy + y z + x-y = 0 

14. 13* 2 + 6 \fixy + ly 2 =\6 
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15. a 2 + 2 V3xy-y 2 + 2 = 0 

16. 21x 2 + 10 V3 Ay + 3 ly 2 = 144 

17. llx 2 - 24xy + 4y 2 + 20=0 

18. 25JC 2 - \20xy + I44y 2 - 156x — 65y = 0 

19. V3x 2 + 3xy = 3 

20. 153a 2 + 192xy + 91 y 2 = 225 

21. 2 V3 ^ -6xy + x + 3y = 0 

22. 9X 2 - 24 xy + I6y 2 = 100(x - y — 1) 

23. 53a 2 + 12xy + 73y 2 = 40x - 30y + 75 

24. (lx + 24y) 2 = 600a - 175y + 25 

25. (a) Haga una rotacion de ejes para demostrar que la siguiente 

ecuacion representa una hiperbola: 

7a 2 + 48xy - 7/ - 200a - 150y + 600 = 0 

(b) Determine las coordenadas del centro, los vertices y los 
focos, en el sistema XY y el sistema Ay. 

(c) Determine las ecuaciones de las asmtotas en las coorde¬ 
nadas XY y en las Ay. 

26. (a) Use rotacion de ejes para demostrar que la siguiente ecua- 

cidn representa una parabola: 

2 V2(x + y) 2 = 7x + 9y 

(b) Determine las coordenadas XY y Ay del vertice y foco. 

(c) Determine la ecuacion de la directriz, en coordenadas 
XY y Ay. 

27. Obtenga a X y Y de las ecuaciones 

a = X cos <p-Y sen <j> 
y = X sen <p +Y cos <p 


en funcion de a y y. [Sugerencia: comience multiplicando la 
primera ecuacion por cos (j> y la segunda por sen <p, y a conti- 
nuacion sume las dos ecuaciones para obtenerX.] 

28. Demuestre que la grafica de la ecuacion 

V^ + \^=l 

es parte de una parabola, girando 45° los ejes. [ Sugerencia: 
primero transforme la ecuacion en una donde no intervengan 
radicales.] 

29. Sean Z, Z' y R las matrices 

a] [x 

Z = Z' = 

y\ [y 

cos tp - sen (j> 

R = 

sen <j> cos <j> 

Demuestre que las formulas de rotacion de ejes se escriben 
como sigue: 

Z = RZ' y Z' = R~ l Z. 

@ DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

30. Invariantes algebraicos Una cantidad es invariante bajo 
rotacion si no cambia cuando se giran los ejes coordenados. 
En el texto se demostro que, para la ecuacion general de una 
conica, la cantidad B 2 - 4AC es invariante bajo rotacion. 
Aplique las formulas para A' y C', de la pagina 646, para 
demostrar que tambien la cantidad A + C es invariante bajo 
rotacion. ^Es invariante bajo rotacion la cantidad FI 

31. Invariantes geometricos ^Espera usted que la distancia 
entre dos puntos sea invariante bajo rotacion? Demuestre su 
respuesta comparando las distancias d(P, Q) y d(P', Q'), 
siendo P' y Q' las imagenes de P y Q bajo una rotacion de 
ejes. 


COORDENADAS POLARES 


Un sistema coordenado es un metodo para especificar el lugar de un punto en el piano. 
Hasta ahora hemos manejado el sistema de coordenadas rectangulares (o cartesianas) 
que describe los lugares mediante una cuadrfcula ortogonal. El uso de las coordenadas 
rectangulares es similar a localizar un lugar en una ciudad cuando se dice, por ejemplo, 
que esta en la esquina de la Calle 48 y la Avenida 7. Pero tambien podrfamos describir 
lo anterior diciendo que esta a 3 millas al noroeste del centro. En lugar de especificar 
su ubicacion con una cuadrfcula de calles y avenidas, la podemOs describir citando su 
distancia y direccion respecto a un punto fijo. 
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eje polar 


FIGURA 1 


En el sistema de coordenadas polares se usan distancias y direcciones para especi- 
ficar los lugares de puntos en el piano. Para establecer ese sistema se determina pri- 
mero un punto fijo O, llamado origen (o polo). A continuation se traza un rayo (una 
semirrecta) que comience en O , llamada eje polar. Este eje se suele trazar horizon- 
talmente hacia la derecha de O, y coincide con la parte positiva del eje x en las coor¬ 
denadas rectangulares. Ahora, sea P cualquier punto en el piano. Sea r la distancia de 
P al origen y sea 6 el angulo entre el eje polar y el segmento OP, como se ve en la 
figura 1. Entonces, el par ordenado (r, 6) especifica en forma unica el lugar de P. En 
lo sucesivo escribiremos P(r, 6) y llamaremos a r y 6 las coordenadas polares de P. 
Usaremos la convencion que 6 es positivo si se mide en direccion contraria a la de las 
manecillas del reloj, partiendo del eje polar; es negativo si se mide en la misma direc¬ 
cion que las manecillas. Se acostumbra expresar a 6 en radianes. Si r = 0, entonces 
P = 0, independientemente del valor de 6, por lo que (0, 6) representa al polo, para 
cualquier valor de 6. 

Ya que los angulos 6 + 2nir, para n = ±1, ±2, ±3,... tienen todos el mismo lado ter¬ 
minal que el angulo 6, cada punto tiene una cantidad infinita de representaciones en 
coordenadas polares. Por ejemplo (2, tt/3), (2,7 tt/3) y (2, -5ir/3) representan al mismo 
punto P , como vemos en la figura 2. 



O 

FIGURA 2 



Ademas, tambien se admite que r tenga valores negativos, sobreentendiendo que si -r 
es negativo, entonces el punto P(-r, 6) esta alejado r unidades del origen en direccion 
opuesta a la indicada por 6. Asf, el punto P de la figura 2 tambien se describe con las 
coordenadas (-2,4rr/3), o (-2, -2vl3). Segun esta convencion, las coordenadas (r, 6) y 
(-r, 0 + 7r) representan al mismo punto (vease la figura 3). De hecho, cualquier punto 
P(r, 6) tambien se puede representar con 


P(r, 6 + 2mf) y P(-r, 8+(2n+ l)7r) 


para todo entero n. 


P(r, 9) 

FIGURA 3 

EJEMPLO 1 s Graficas de puntos en coordenadas polares 
Grafique los puntos cuyas coordenadas polares son las siguientes. 

(a) (1, 37r/4) (b) (3,-7 t/ 6) (c) (3,3 if) (d) (-4, tt/4) 
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SOLUCION Las graficas de esos puntos se ven en la figura 4. Observe que el punto 
de la parte (d) esta a 4 unidades del origen, formando el angulo 5-7 t/ 4, porque el valor 
dado de r es negativo. 




Con frecuencia se presentan casos en donde se deben manejar en forma simultanea 
coordenadas polares y rectangulares. La relacion entre los dos sistemas se ilustra en la 
figura 5, donde el eje polar coincide con la parte positiva del eje x. Las formulas del 
siguiente cuadro se obtuvieron de esa figura, aplicando las definiciones de las funciones 
trigonometricas y el teorema de Pitagoras. (No obstante que en la figura se ve el caso 
en el que r > 0 y 8 es agudo, las formulas son validas para cualquier angulo 8 y cual- 
quier valor de r .) 


RELACION ENTRE COORDENADAS POLARES 
Y RECTANGULARES 


1. Para pasar de coordenadas polares a rectangulares, se aplican las formulas 

x - r cos 8 y y = r sen 8 

2. Para pasar de coordenadas rectangulares a polares, se aplican las formulas 

r 2 = x? + y 2 y tan0=— (x * 0) 

x 


EJEMPLO 2 ■ Conversion de coordenadas polares en rectangulares 


Determine las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares son 
(4, 27r/3). 

SOLUCION Como r = 4 y 6 = 2ir/3, entonces 


„ . 277 

x = r cos 8 = 4 cos — = 4 
3 



-2 


y 


277 

= r sen 8 = 4 sen — = 4 


V3 

2 


= 2V3 


Asf, las coordenadas rectangulares del punto son (-2,2 V3). 
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EJEMPLO 3 ■ Conversion de coordenadas rectanguiares en polares 

Determine las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas rectanguiares 
son (2, -2). 

SOLUCION Con x = 2 y y = -2, obtenemos 

r 2 = x 2 + y 2 = 2 2 + (-2) 1 = 8 
por lo que r = 2 V2 o -2 V2. Tambien 

y — 2 

tan 8 = — = —— = - 1 
* 2 

por lo que 0 = 3-77/4 o -tt/ 4. Como el punto (2, -2) esta en el cuadrante IV (vease la 
figura 6), se representa en coordenadas polares en la forma (2 V2 , -77/4), o como 

(-2 V2, 3-77/4). ® 

Observe que las ecuaciones que relacionan coordenadas polares y rectanguiares no 
determinan a r o a 8 en forma unica. Cuando usemos esas ecuaciones para determinar 
las coordenadas polares de un punto, hay que tener cuidado de que los valores que se 
escojan de r y 8 determinen un punto en el cuadrante correcto, como se vio en el ejem- 
plo 3. 




grAficas de ecuaciones polares 


La grafica de una ecuacion polar r =j{ 8) consta de todos los puntos P que tienen al 
menos una representation polar (r, 8) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion. En los 
dos ejemplos siguientes veremos que los crrculos centrados en el origen, y las rectas 
que pasan por el origen, tienen ecuaciones particularmente sencillas en coordenadas 
polares. 


EJEMPLO 4 ■ Trazo de la grafica de una ecuacion polar 
Trace la grafica de la ecuacion r = 3. 

SOLUCION La grafica consta de todos los puntos cuya coordenada r es 3; esto es, 
de todos aquellos que estan alejados 3 unidades del origen. Por lo anterior, es el 
cfrculo de radio 3 con centra en el origen, como se ve en la figura 7. 


En general, la grafica de la ecuacion r = a es el circulo de radio I a I con centra en el 
origen. Al elevar al cuadrado ambos lados de esta ecuacion obtenemos r 2 = a 2 , y como 
r 2 = x 2 + y 2 , la ecuacion equivalente en coordenadas cartesianas es x 2 + y 2 = a 1 . 


EJEMPLO 5 ■ Trazo de la grafica de una ecuacion polar 

Trace la grafica de la ecuacion 6 = it/3, y exprese la ecuacion en coordenadas rec¬ 
tanguiares. 

SOLUCION La grafica consta de todos los puntos cuya coordenada 8 es 77/3. Es la 
recta que pasa por el origen, y forma un angulo de v/3 con el eje polar (vease la figu¬ 
ra 8). Observe que los puntos (r, -77/3) en la recta, cuando r > 0, estan en el cuadrante I, 
mientras que aquellos con r < 0 estan en el cuadrante HI. Si el punto (x, y) esta en 



FIGURA 8 
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esta recta, entonces 

— = tan 6 = tan ■— = V3 
x 3 

Asi, la ecuacion de esta recta en coordenadas cartesianas es y- V3 x. & 

Para trazar la grafica de una ecuacion polar que no sea tan obvia como las de los 
ejemplos anteriores, se usan dos tecnicas. Una es graficar los puntos calculados con 
valores de 6 suficientes para despues unirlos y obtener una curva continua. Es lo que 
hicimos cuando aprendimos a graficar funciones en coordenadas cartesianas. La otra 
es pasar la ecuacion polar a coordenadas rectangulares, esperando que la ecuacion 
resultante sea una de las que ya conocemos. En el siguiente ejemplo usaremos ambos 
metodos. 

EJEMPLO 6 b Trazo de la grafica de una ecuacion polar 

(a) Trace la grafica de la ecuacion polar r = 2 sen 6. 

(b) Convierta la ecuacion de la parte (a) a coordenadas rectangulares. 

SOLUCION 

(a) Primero usaremos la ecuacion para calcular las coordenadas polares de varios 
puntos de la curva. En la siguiente tabla vemos los resultados. 



En la figura 9 graficamos esos puntos, y a continuation los unimos para bosque- 
jar la curva. Parece que la grafica es un circulo. Solo hemos usado valores de 6 
entre 0 y 77, porque obtendrfamos los mismos puntos (expresados con coordena¬ 
das negativas de r) si hicieramos que 9 estuviera en el intervalo de 77 a 2ir. 



r 2 = 2r sen 8. 
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Para aplicar las formulas que relacionan las coordenadas polares y carte '.anas, 
reemplazamos r 2 por x 2 + y 2 , y y por r sen fi, para llegar a la ecuacion on coor¬ 
denadas rectangulares: 

x 2 + y 2 = 2y 

x 2 + y 2 - 2y — 0 Reste 2v 

X 2 + (y — l) 2 = 1 Complete el cuadrado en y 

Es la ecuacion de un cfrculo de radio 1, centrado en el punto (0,1). a 


En general, las graficas de ecuaciones de la forma 

r-2a sen fi y r -2a cos fi 

son cfrculos de radio I a 1 con centra en los puntos cuyas coordenadas polares son (a, tt/2) 
y (a, 0), respectivamente. 



FIGURA 10 
r = 2 + 2 cos 6 


EJEMPLO 7 ■ Trazo de la grafica de una ecuacion polar 

(a) Trace la grafica de r = 2 + 2 cos 6. 

(b) Pase la ecuacion de la parte (a) a coordenadas rectangulares. 

SOLUCION 

(a) En lugar de graficar puntos como en el ejemplo 6, trazaremos la grafko d.: r = 2 
+ 2 cos Be n coordenadas rectangulares, como en la figura 10. Podemo; ;iginar 
que esta grafica es una tabla de valores que nos permite leer, de un vistw.o los 
valores de r que corresponden a valores crecientes de 6. Por ejemplo, vcmos que 
cuando 6 aumenta de 0 a nr/2, la coordenada r , que es la distancia a O. .inu- 
ye de 4 a 2, asi que trazamos la parte correspondiente de la grafica poirv en ia 
figura 11(a). Cuando 6 aumenta de tt/2 a it, en la figura 10 vemos qta* ?• dj*-mi- 
nuye de 2 a 0, por lo que trazamos la siguiente parte de la grafica como . 
figura 11(b). A1 aumentar fide tr&3vf2,r aumenta de 0 a 2, como (c). 

Por ultimo, cuando fi aumenta de 3tt/2 a 2tt, r aumenta de 2 a 4, co <ra 
parte (d). Si dejamos que 0 aumente a mas de 2ir, o que disminuyf. » • > de 0, 
simplemente describiriamos una vez mas esta trayectoria. A1 combinar la; por- 
ciones de la grafica en las partes (a) a (d) de la figura 11, se obtiene la gal a > 
completa, como la de la parte (e). 




(a) (b) 

FIGURA 11 Etapas en el trazo de r = 2 + 2 cos 0 




(c) 


(d) 



(e) 


(b) Primero multiplicamos ambos lados de la ecuacion por r: 

r 2 = 2r + 2rcosfi 
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Sustituyendo r 2 -x 1 +y 2 y y = r cos 0, pasamos dos de los tres terminos de la 
ecuacion a coordenadas cartesianas, pero para eliminar la r restante se necesita 
mas trabajo: 

x 2 + y 2 = 2r + 2y 
x 2 + y 2 - 2y = 2r 

(x 2 + y 2 - 2yf - At 2 Bleve al cuadrado ambos lados 

(x 2 + y 1 - 2y) 2 = 4(x 2 + y 2 ) Yu que r 2 = A - 2 + y 2 

En este caso, la ecuacion rectangular es mucho mas complicada que la polar, asi 
que la forma polar es la mas util. m 

La curva de la figura 11 se llama cardioide, por su forma de corazon. En general, la 
grafica de cualquier ecuacion de la forma 

r = a( l±cos0 ) o r = a(l ± sen 0) 

es una cardioide. 

EJEMPLO 8 s Trazo de la grafica de una ecuacion polar 

Trace la grafica de r = cos 26. 

SOLUCION Como en el ejemplo 7, primero trazamos la grafica de r = cos 26 en 
coordenadas rectangulares, como se ve en la figura 12. Al aumentar 0 de 0 a tt/4, 
segdn esa figura, r disminuye de 1 a 0, por lo que trazamos en la figura 13 la parte 
correspondiente de la curva polar (indicada por ©). Cuando 6 aumenta de v/4 a tt/2, 
el valor de r pasa de 0 a -1. Esto quiere decir que la distancia al origen aumenta de 0 
a 1, pero en lugar de estar en el cuadrante I, esta parte de la curva polar (identificada 
por @) esta en el lado contrario del origen, en el cuadrante III. El resto de la curva se 
traza en forma parecida, y las flechas y los numeros indican el orden en el que se 
trazan las partes. La curva resultante tiene 4 hojas, y se llama rosa de 4 hojas. 




FIGURA 12 

Grafica de r = cos 2d en coordenadas rectangulares 


FIGURA 13 

Rosa de 4 hojas r = cos 26, trazada en 
coordenadas polares 


■ 
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(a) Simetrfa respecto al eje polar 

FIGURA 14 


En general, la grafica de una ecuacion de la forma 

r = a cos nd o r = a sen n9 

es una rosa de n hojas si n es impar, o de 2 n hojas, si n es par, como en el ejemplo 8. 

Al trazar la grafica de una ecuacion polar se aconseja aprovechar la simetrfa. Presen- 
tamos una lista de 3 pruebas de simetrfa; en la figura 14 se ve por que dan resultado 
esas pruebas. 


PRUEBAS DE SIMETRIA 


1. Si una ecuacion no cambia al sustituir 6 por -0, la grafica es simetrica 
respecto al eje polar (figura 14(a)]. 

2. Si una ecuacion no cambia al sustituir r por -r, la grafica es simetrica 
respecto al polo [figura 14(b)], 

3. Si una ecuacion no cambia cuando se sustituye 0 por it - 0, la grafica es 
simetrica respecto a la recta vertical 0 = ir/2 (el eje y ) [figura 14(c)], 




Las graficas de las figuras 7,11(e) y 13 son simetricas respecto al eje polar. La de la 
figura 13 tambien es simetrica respecto al polo. Las figuras 9 y 13 muestran graficas 
simetricas respecto a 0 = ir/2. Observe que la rosa de 4 hojas, de la figura 13 pasa las 3 
pruebas de simetrfa. 



FIGURA 15 

r = sen 6 + sen 3 (50/2) 


GRAFICA DE ECUACIONES POLARES CON DISPOSITIVOS GRAFICADORES 

Aunque es util graficar a mano las ecuaciones polares sencillas, cuando se encara una 
grafica tan complicada como la de la figura 15 se necesita una calculadora grafica o 
una computadora. Por fortuna, la mayor parte de las calculadoras graficas pueden trazar 
directamente graficas de ecuaciones polares. 

EJEMPLO 9 ■ Trazo de la grafica de una ecuacion polar 

Grafique la ecuacion r = cos(20/3). 

SOLUCiON Necesitamos determinar el dominio de 6. Nos preguntamos: ^cuantas 
rotaciones completas se necesitan para que la grafica comience a repetirse? La grafica 
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se repite cuando se obtiene el mismo valor de r en 9 y en 9 + 2nir. Por lo tanto, se 
debe determinar un entero n tal que 


2(0 + 2mr) 29 

cos---= cos — 

3 3 


Para que sea valida esta igualdad, 4mrl3 debe ser multiple de 2tt, lo cual sucede por 
primera vez cuando n = 3. En consecuencia, obtenemos toda la grafica si elegimos 
valores de 6 entre 0=Oy0=O+ 2(3 )tt = 6tt. Esa grafica se ve en la figura 16. 


1 


-l 


FIGURA 16 

r = cos (20/3) -1 B 


Hi EJEMPLO 10 ■ Una famiiia de ecuaciones polares 

Grafique la famiiia de ecuaciones polares r = 1 + c sen 0, para c = 3,2.5,2,15 y 1. 
^Como cambia la forma de la grafica cuando c cambia? (Esas curvas se llaman cara¬ 
coles, debido a su forma para determinados valores de c.) 

SOLUCION La figura 17 muestra las graficas obtenidas en computadora, con los va¬ 
lores especificados de c. Para c > 1, la grafica tiene un bucle intemo, cuyo tamano 
disminuye al disminuir c. Cuando c = 1, el bucle desaparece, y la grafica se transfor¬ 
ma en una cardioide (vease el ejemplo 7). 








FIGURA 17 Una famiiia de caracoles r = 1 + c sen 6 en el rectangulo de visualizacion [-25,2.5] por [-05,45]. ® 


El cuadro siguiente es un resumen de las graficas polares elementales que se usan en 
calculo. 






Caracoles 
r = a±b sen 0 
r = a ± b cos 0 
(a>0,b>0) 

La orientacion 
depende de la funcion 
trigonometrica (seno o 
coseqo) y del signo de b 

Rosas 

r = a sen n.0 
r- a cos n0 

De n hojas si n es impar 
De 2 n hojas si n es par 



a<b 

caracol con 
bucle intemo 



r = a cos 7B 
rosa de 4 hojas 





a = b 
cardioide 


a>b 

caracol aplanado 


a»2b 

caracol convexo 





r—a cos 30 
rosa de 3 hojas 


r~a cos 40 
rosa de 8 hojas 


r = a cos 50 
rosa de 5 hojas 


Lemniscatas 

Curvas en forma 
de 8 



t 2 = a 2 sen 20 
lenmiscata 



r i = a 2 cos 20 
lemniscata 


EJERCICIOS 


1-6 ■ Grafique el punto que tenga las coordenadas polares dadas. 
A continuacion escriba otras dos representaciones del punto en 
coordenadas polares, una con r < 0 y la otra con r > 0. 


1. (3, 77/2) 


2. (2,3-77/4) 


3. (-1, 7tt/6) 


7-12 ■ Determine las coordenadas rectangulares del punto cuyas 
coordenadas polares se presentan. 


7. (4, 7t/6) 


8. (6,277/3) 


9. ( V2 , -7r/4) 


4. (-2.-7T/3) 


5. (-5,0) 


6. (3, 1) 


10. (-1,5tt/2) 


11. (5,5tt) 


12. (0,1377) 
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13-18 * Convierta las coordenadas rectanguiares a coordenadas 
polares con r > 0 y 0 0 < 2tt. 

13. (-1,1) 14. (3 Vi ,-3) 15. (V8 , V8) 

16. (-V6,-V2) 17. (3,4) 18. (1,-2) 

19-24 ■ Convierta cada ecuacion a su forma polar. 

19. x = y 20. x 2 + y 2 = 9 21. y = x 2 

22. y = 5 23. x = 4 24. V-y^l 


IBS 61-64 s Con un dispositivo graficador trace la curva de cada 
88 ecuacion polar. Defma el dominio de 0 para asegurar que se cubra 
toda la grafica. 

61. r = cos( 0 / 2 ) 

62. r = sen(80/5) 

63. r = 1 + 2 sen( 0 / 2 ) (neffoide) 

64. r = Vl — 0.8 sen 2 0 (hipopeda) 


25-38 * Convierta cada ecuacion polar a coordenadas cartesianas. 
25. r = 7 26.0=-jr 

27. r cos 0 = 6 28. r = 6 cos 0 


fSS 65. Grafique la famiiia de ecuaciones polares r = 1 + sen nd para 
n = 1 , 2 , 3,4 y 5 . iComo se relaciona la cantidad de bucles 
con /i? 


29. i 2 = tan0 

1 

31. r =-- 

sen 0 — cos 0 

1 

33. r = 1 + cos 0 


30. 


32. 

34. 


r 2 = sen 20 
1 

1 + sen 0 
_ 4 

1 + 2 sen 0 


ISS 66 . Grafique la famiiia de ecuaciones polares r = 1 + c sen 20 
con c = 0.3,0.6,1,1.5 y 2. <,Como cambia la grafica al 
aumentar c? 

67-70 ■ Indique la correspondencia de cada ecuacion polar con 
las graficas identificadas con I a IV. Explique las razones de sus 
respuestas. 


35. r = 2 sec 0 
37. sec 0=2 


36. r = 2- cos 0 
38. cos 20= 1 


39-60 ■ Trace la grafica de cada ecuacion polar. 
39. r = 3 
41. 0 = —7 t/2 


43. 7 = 6 sen 0 
45. 7 = -2 cos 0 
47. 7 = 2 - 2 cos 0 


40. 7 = — 1 

42. 0 = 5-77/6 

44. 7 = cos 0 

46. 7 = 2 sen 0+2 cos 0 

48. 7 = 1 + sen 0 


67. 7 = sen(0/2) 
69. 7 = 0 sen 0 


68 . 7=1/ V0 
70. 7 = 1+3 cos (30) 




49. 7 = -3(1 + sen 0) 50. r = cos 0- 1 

51.7=0, 0 2= 0 (espiral) 

52 . 70 = 1, 0 > 0 (espiral recfproca) 

53. 7 = sen 20 (rosa de cuatro hojas) 

54. 7 = 2 cos 30 (rosa de ties hojas) 

55. r 2 = cos 20 (lemniscata) 

56. r 2 = 4 sen 20 (lemniscata) 




57. 7 = 2 + sen 0 (caracol) 

58. 7 = 1 - 2 cos 0 (caracol) 

59 . 7 = 2 + sec 0 (concoide) 

60. 7 = sen 0 tan 0 (cisoide) 


71. (a) Demuestre que la distancia entre los puntos cuyas coorde¬ 
nadas polares son (7, , 0,) y (r 2 , 0 2 ) es 

Vr 2 + r 2 — 2 r x r 2 cos(0 2 - 0j) 

[ Sugerencia: use la ley de los cosenos.] 
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(b) Calcule la distancia entre los puntos cuyas coordenadas 
polares son (3,3ir/4) y (-1,7 17 / 6 ). 

72. Demuestre que la grafica de r = a cos 8 + b sen 6 es un 
clrculo, localice su centro y determine su radio . 


74. Eleccion de un sistema comodo de coordenadas Compare 
la ecuacion polar del clrculo r = 2 con su ecuacion en coorde¬ 
nadas rectangulares. ^En cual sistema coordenado es mas sen- 
cilla la ecuacion? Haga lo mismo para la ecuacion de la rosa 
de 4 hojas r = sen 28. ^Cual sistema coordenado escogeria 
para estudiar esas curvas? 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


73. Transformacion de graficas polares iComo se relacionan 
las graficas de r = 1 + sen (0 - tt/6) y r = 1 + sen (0 - tt/3) 
con la de r = 1 + sen 6P. En general, £Como se relacionan la 
grafica de r 8 - a) y la de r =f[ 8)1 


75. Eleccion de un sistema comodo de coordenadas Com¬ 
pare la ecuacion rectangular de la recta y = 2 con su ecua¬ 
cion polar. ^En cual sistema de coordenadas la ecuacion es 
mas simple? iQue sistema coordenado escogena para es¬ 
tudiar rectas? 



ECUACIONES POLARES DE C6NICAS 


Antes, en este capitulo, definimos una parabola en funcion de un foco y una directriz, 
pero definimos a la elipse e hiperbola en terminos de dos focos. En esta seccion pre- 
sentaremos un tratamiento mas unificado de los tres tipos de conicas, en funcion de un 
foco y una directriz. Si colocamos el foco en el origen, entonces la ecuacion polar de 
una seccion conica es sencilla. Ademas, en la forma polar, la rotation de las conicas es 
simple. Las ecuaciones polares de las elipses son fundamentales para deducir las leyes 
de Kepler del movimiento planetario. 


\ 



DESCRIPCION EQUIVALENTE DE LAS CONICAS 


Sean F un punto fijo (el foco) F una recta fija (la directriz) y e un numero 
positivo fijo (la excentricidad). El conjunto de lodos los puntos P tales que la 
razon de la distancia de P a F, y la distancia de P a F es igual a la constante e, 
es una conica. Esto es, el conjunto de todos los puntos tales que 

d(P,F) _ 

, - ; ; : , > d(P,€) 6 

es una conica. La conica es una parabola si e — 1 , una elipse si e < 1 o una 
hiperbola si e > 1. 


■ Demostracion Si e = 1, entonces d(P, F) = d(P, €), por lo que la condicion 
dada es la definicion de la parabola que se presento en la seccion 9.1. 

Ahora, supongamos que e ^ 1. Coloquemos el foco F en el origen, y la directriz 
paralela al eje y , d unidades hacia la derecha. Por consiguiente, la ecuacion de la 
directriz es x = d, y es perpendicular al eje polar. Si el punto P tiene coordenadas 
polares (r, 6), en la figura 1 vemos que d(P, F) = r , y que d(P, €) = d -r cos 8. Asf, 
la condicion d(P, F)/d(P, F) = e,o d(P, F) = e ■ d(P, F) se transforma en 

r — e(d- r cos 0) 

Si elevamos al cuadrado ambos lados de esta ecuacion polar y la pasamos a coorde- 
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nadas rectangulares llegaremos a 


x 1 +y 2 = e\d-x) 2 


(1 - e 2 )* 2 + 2de 2 x + y 2 = e 2 ^ Desarrolle y simplifique 



+ 


e 2 (f 


1-e 1 (1 - e 2 ) 2 


Di vida por 1 - e 2 y complete 
el cuadrado 


Si e < 1, al dividir ambos lados de esta ecuacion por e z d 2 /( 1 — e 2 ) 2 se obtiene una 
ecuacion de la forma 




(x-h) 2 y 2 _ 
a 2 b 2 


donde 


— eP'd 


e 2 d 2 

' (1-e 2 ) 2 


b 2 


e 2 d 2 

1-e 2 


Es la ecuacion de una elipse con centro en (h, 0). En la seccion 9.2 vimos que los 
focos de una elipse estan a la distancia c del centro, siendo c 2 =a 2 -b 2 .En nuestro 
caso 



e*d 2 
(1- e 2 ) 2 


Asi, c = e 2 d/(l -e 2 )=-h, que confmna que el foco defmido en el teorema es el 
mismo foco que se definio en la seccion 9.2. Tambien se deduce que e = c/a. 

Si e > 1, con una demostracion parecida se ve que la conica es una hiperbola con 
e = c/a, siendo c 2 = a 2 +b 2 . n 

Eri la demostracion vimos que la ecuacion polar de la conica de la figura 1 es 
r = e(d - r cos 6). Al despejar r se obtiene 

_ ed 
T 1 + e cos 9 

Si se escoge la directriz a la izquierda del foco (x = —d), se obtiene la ecuacion 
r = edl( 1 - e cos 0). Si la directriz es paralela al eje polar (y = doy = -d), en la ecua¬ 
cion se obtiene sen 9 en lugar de cos 9. Estas observaciones se resumen en el siguiente 
cuadro y en la figura 2. 
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FIGURA 2 

EJEMPLO 1 a Obtener una ecuacion polar de una conica 

Deduzca una ecuacion polar de la parabola que tiene su foco en el origen, cuya direc- 
triz es la recta y = —6. 

SOLUCION Usamos e = 1 y d - 6, y en la parte (d) de la figura 2 vemos que la 
ecuacion polar de la parabola es 

6 

f = -— H 

1 — sen 0 

EJEMPLO 2 ■ Identificacion y trazo de una conica 
Una conica esta determinada por la ecuacion polar 

- 10 
3 — 2 cos 6 

Identifique la conica y trace su grafica. 

SOLUCION Dividimos el numerador y denominador por 3, y la ecuacion se trans- 
forma en 
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FIGURA 3 

10 

r =- 

3 — 2 cos 6 


Vemos que la ecuacion representa a una elipse con e = §, cuyo eje mayor es paralelo 
al eje polar (por la presencia de cos 9 en la ecuacion). Para determinar los extremos 
del eje mayor despejamos @ = Oy0=7renla ecuacion. Asf se obtienen los puntos 
V,(10,0) y V 2 (2, tt). La distancia entre esos dos puntos es 12, y asf 2 a = 12 y a = 6. 
El centra de la elipse esta en C(4,0), el punto intermedio de Vj V 2 ■ Para trazar la gra- 
fica se necesita calcular b . Como c =ae = 6(§) = 4, entonces 

b 2 = a 2 - c 2 = 6 2 - 4 2 = 20 

por lo que b = V20 = 4.47. Con esta information se hace el bosquejo de la grafica, 
que vemos en la figura 3. a 


EJEMPLO 3 a Identification y trazo de una conica 
Una conica se representa por la ecuacion polar 

_ 12 
r 2 + 4 sen 9 


Identiffquela y trace su grafica. 

SOLUCION Al dividir numerador y denominador por 2, la ecuacion se transforma en 

6 

r 1 + 2 sen 6 



12 

r =- 

2 + 4 sen 6 


Vemos que la ecuacion representa a una hiperbola con e = 2, cuyo eje transversal es 
perpendicular al eje polar (por la presencia de sen 9) . Los vertices se presentan 
cuando 6- tt!2 y 9 = 3 tt/2, as! que son V\(2, tt/2) y V 2 (-6, 3tt/2) - V 2 (6, 7r 2 ) 
Las intersecciones en x se presentan cuando 9 = 0 y 9 = tt, estan en (6, 0) y (6, 7r). 
Estas intersecciones en x ayudan a trazar la rama inferior de la hiperbola (figura 4). 

La distancia entre los dos vertices es 4; por tanto 2a = 4 y a - 2. Para calcular b 
pdmero determinamos c = ae = 2-2 = 4, y entonces 

b 2 = c 2 -a 2 = 4 2 — 2 2 = 12 

asf que b = Vl2 = 3.46 . Conocer a y b nos ayuda a trazar las asfntotas y a com- 
pletar la grafica, que vemos en la figura 4. ■ 


Cuando se rotan las secciones conicas es mucho mas comodo hacerlo con ecua- 
ciones polares que con cartesianas. Tan solo se aprovecha que la grafica de r =fi 9 -a) 
es la de r =J{ 9) girada un angulo a en tomo al origen en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj (vease el ejercicio 73 de la seccion 9.6). 


^ EJEMPLO 4 ■ Rotacion de una elipse 

Supongamos que se rota la elipse del ejemplo 2, un angulo de tt/4 en tomo al origen. 
Deduzca una ecuacion polar de la elipse que resulta y trace su grafica. 
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FIGURA 5 


SOLUCION La ecuacion de la elipse rotada se obtiene reemplazando 6 por 8 - tt/4 
en la ecuacion del ejemplo 2. Entonces, la nueva ecuacion es 

_ 10 

r 3 — 2 cos(0- 7r/4) 

Con esta ecuacion graficamos la elipse rotada, que se ve en la figura 5. Observe que 
la rotation fue en tomo a su foco izquierdo, que esta en el origen. B 

En la figura 6 se uso una computadora para trazar varias conicas y demostrar el efec- 
to de variar la excentricidad e. Se observa que cuando e es cercana a 0, la elipse es casi 
circular, y se alarga cada vez mas a medida que aumenta e . Naturalmente, cuando e = 1, 
la conica es una parabola. A1 aumentar c mas alia de 1,1a conica es una hiperbola cada 
vez mas abierta. 



e = 0.5 
FIGURA 6 





e=1.4 



e = 4 



EJERCICIOS 


1-8 a Deduzca una ecuacion polar de la conica que tenga su foco 
en el origen y que satisfaga las condiciones dadas. 

1. Elipse, excentricidad §, directriz x = 3 

2. Hiperbola, excentricidad f, directriz x = -3 

3. Parabola, directriz y = 2 

4. Elipse, excentricidad |, directriz y = -4 

5. Hiperbola, excentricidad 4, directriz r = 5 sec 9 

6. Elipse, excentricidad 0.6, directriz r = 2 esc 0 

7. Parabola, vertice en (5, ir/2) 


8. Elipse, excentricidad 0.4, vertice en (2,0) 


9-16 h (a) Calcule la excentricidad e identifique cada conica. 
(b) Trace la conica e identifique los vertices. 


4 

9. r — - - 

1 + 3 cos 0 


10. 


_ 8 
3 + 3 cos 6 


11 . r = 


13. r = 


1 — cos 0 

_6 _ 

2 + sen 0 


12. r = 


10 


14. r = 


3 — 2 sen 0 

5_ 

2 — 3 sen 0 


7 8 

15 r = —-- 16. r —- 

2 - 5 sen 0 3 + cos 0 

IBS 17 . (a) Calcule la excentricidad y determine la ecuacion de la 

directriz de la conica r = 1/(4 -3 cos 0) y grafique la co¬ 
nica y su directriz. 

(b) Si esa conica se rota un angulo de -jt/ 3 respecto al origen, 
escriba la ecuacion resultante y trace su grafica. 

■S3 18. Grafique la parabola r = 5/(2 + 2 sen 0) y su directriz. Tam- 
bien la curva que se obtiene rotando esa parabola en tomo a 
su foco, un angulo de tj76. 
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mm 19 ‘ Grafl <l ue las conicas r = e/(l - e cos 9) con e = 0.4,0.6,0.8 
y 1.0, en una sola pantalla. ^Como afecta el valor de e a la 
forma de la curva? 

fH 20. (a) Grafique las conicas r = ed/( 1 + e sen 6 ) para c = ly 

para varios valores de d . ^Como afecta el valor de d a la 
forma de la conica? 

(b) Grafique esas conicas para d = 1 y diversos valores de e. 
4 Como afecta el valor de e a la forma de la conica? 

21. (a) Demuestre que la ecuacion polar de una elipse con direc- 
triz x =-d se puede escribir como sigue: 

f = a (l ~ e 1 ) 

1 — e cos 6 

(b) Deduzca una ecuacion polar aproximada para la orbita 
eliptica de la Tierra en tomo al Sol (que esta en uno de 
los focos), sabiendo que la excentricidad aproximada es 
de 0.017 y que la longitud aproximada del eje mayor 
es de 2.99 x 10 8 km. 


22 . (a) Los planetas giran en tomo al Sol describiendo orbitas 

elfpticas con el Sol en uno de los focos. Las posiciones de 



un planeta cuando esta mas cercano y mas alejado del Sol 
se llaman perihelio y afelio, respectivamente. Use el re- 
sultado del ejercicio 21(a) para demostrar que la distancia 
de un planeta al Sol en el perihelio es a{\ - e) y en el afe- 
lio es a(l + e). 

(b) Con los datos del ejercicio 21(b), calcule las distancias de 
la Tierra al Sol en el perihelio y en el afelio. 


23. La distancia de Pluton al Sol es de 4.43 x 10 9 km en el 
perihelio, y de 7.37 x 10 9 km en el afelio. Con los resulta- 
dos del ejercicio 22, calcule la excentricidad de la orbita de 
Pluton. 


jkj DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

24. Distancia a un foco Cuando determinamos las ecuaciones 
polares de las conicas, colocamos un foco en el polo. Es facil 
calcular la distancia de ese foco a cuaiquier punto de la edni- 
ca. Explique la forma en que se obtiene esa distancia a partir 
de la ecuacion polar. 


25. Ecuaciones polares de orbitas Cuando un satelite describe 
una orbita en tomo a la Tierra, su trayectoria es una elipse, y 
el centro de la Tierra esta en uno de los focos. ^Por que los 
investigadores usan coordenadas polares, y no cartesianas, 
para rastrear la position de los satelites? En este caso, es 
importante su respuesta del ejercicio 24. 


ECUACIONES PARAMETRICAS _ 

Hasta ahora hemos descrito a una curva mediante una ecuacion, que cumplen las coor¬ 
denadas de todos los puntos de esa curva. Por ejemplo, sabemos que la ecuacion 
representa a una parabola en coordenadas cartesianas, y que r = sen 6 a un circulo en 
coordenadas polares. Ahora estudiaremos otro metodo para describir una curva en el 
piano, metodo que en muchos casos es mas util y natural que con las ecuaciones rec- 
tangulares o polares. En este metodo, las coordenadas x y y de los puntos en la curva 


se expresan por separado, como funciones de t, una variable adicional llamada pa- 
rametro: 


x=At) y = g(t ) 

A las anteriores se les llama ecuaciones parametricas de la curva. Al sustituir un valor 
de t en cada ecuacion se determinan las coordenadas de un punto (x, y). Al variar t , el 
punto (x, y) = (/'(/), g(t)) cambia de lugar y describe la curva. Si nos imaginamos que 
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t representa al tiempo, podremos imaginar que cuando t aumenta, hay una partfcula en 
el punto (je, y) = (f(t),g(t )) que se mueve a lo largo de la curva. 

EJEMPLO 1 h Trazo de una curva parametrica 
Trace la curva definida por las ecuaciones parametricas 

x= Z 2 -3t y = t -1 

Elimine el parametro t para obtener una sola ecuacion para la curva en las variables 

* y y- 

SOLUCION Para cada valor de t se obtiene un punto en la curva. Por ejemplo, si 
t = 0, entonces x = 0 y y =-l,yel punto correspondiente es (0, -1). En la figura 1 
graficamos los puntos (x, y) calculados con los valores de t de acuerdo con la si- 
guiente tabla: 



Cuando aumenta t, una partfcula cuya posicion esta determinada por las ecuacio¬ 
nes parametricas se mueve a lo largo de la curva, en direction de las flechas. La 
curva parece ser una parabola. Lo confirmamos eliminando el parametro t de las 
ecuaciones parametricas, reduciendolas a una sola ecuacion como describiremos a 
continuation. Primero despejamos a t de la segunda ecuacion, y obtenemos t = y + 1. 
Al sustituir esto en la primera ecuacion, se obtiene 

x = (y+ l) 2 - 3(y + 1) = y 2 = - y - 2 

Esta curva es la parabola x = y 1 -y - 2. s 

Vemos que habriamos obtenido la misma grafica que la del ejemplo 1 con la para- 
metrizacion 


x-t 2 -t-2 y = t 

porque los puntos de esta curva tambien satisfacen la ecuacion x = y 2 - y - 2. Pero el 
mismo valor de t produce puntos distintos en la curva, con esas dos parametrizaciones. 
Por ejemplo, cuando t = 0,1a partfcula que describe la curva en la figura 1 esta en (0, -1), 
mientras que en la parametrizacion de las ecuaciones de arriba la partfcula ya esta en 
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(-2,0) euando 7=0. Por consiguiente, unaparametrizacion contiene mas information 
que tan solo la curva que se parametriza; tambien indica como se recorre la curva. 




EJEMPLO 2 @ Elimination del parametro 

Describa y grafique la curva representada por las ecuaciones parametricas 
x = cos t y = sen t 0 =£ 7 =£ 2rr 

SOLUCION Para identificar la curva eliminamos el parametro. Como cos 2 7 + sen 2 
7 = 1, y como x = cos t y y = sen 7 para cada punto (x, y) en la curva, entonces 

x 2 + y 2 = (cos 7) 2 + (sen 7) 2 = 1 

Esto quiere decir que todos los puntos de la curva satisfacen la ecuacion x 2 + y 2 = 1, 
por lo que la grafica es un cfrculo de radio 1 centrado en el origen. A1 aumentar 7 de 
0 a 2tt , el punto determinado por las ecuaciones parametricas parte de (1,0) y se 
mueve en sentido contrario al de las manecillas del reloj, una vez en tomo al cfrculo, 
como se ve en la figura 2. Vemos que se puede interpretar al parametro 7 como el 
angulo que se indica en la figura. g 

EJEMPLO 3 ■ Deduccion de las ecuaciones parametricas de una grafica 

Deduzca las ecuaciones parametricas de la recta de pendiente 3 que pasa por el 
punto (2, 6). 

SOLUCION Comenzamos en el punto (2,6), y nos movemos hacia arriba a la 
derecha, a lo largo de esta recta. Como la recta tiene pendiente 3, por cada unidad 
que recorremos hacia la derecha debemos movemos 3 unidades hacia arriba. En otras 
palabras, si aumentamos / unidades la abscisa, debemos aumentar simultaneamente 
37 unidades la ordenada. Esto nos conduce a las ecuaciones parametricas 

x = 2 + t y =6 + 37 

Para confirmar que esas ecuaciones representan a la recta deseada, eliminaremos al 
parametro. Despejamos a 7 en la primera ecuacion y lo sustituimos en la segunda, para 
obtener 


y = 6 + 3(* -2) = 3x 

Entonces, la forma simplificada (pendiente-ordenada al origen) de esta recta es y = 3x , 
que representa a una recta de pendiente 3 que pasa por (2,6), como se especifico. En 
la figura 3 vemos esta grafica. @ 


EJEMPLO 4 ■ Trazo de una curva parametrica 
Trace la curva cuyas ecuaciones parametricas son 

x = sen 7 y= 2- cos 2 7 

SOLUCION Para eliminar el parametro aplicamos primero la identidad trigonometri- 
ca cos 2 7 = 1 — sen 2 7, y la segunda ecuacion cambia a 


y = 2 - cos 2 7 = 2 - (1 - sen 2 7) = 1 + sen 2 7 
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( 1 , 2 ) 


+ 


X 


Ahora sustituimos a sen t = x de la primera ecuacion, para obtener 

y = 1 + x 2 

por lo que el punto (x, y) describe la parabola y = 1 + x 2 . Sin embargo, como -1 =£ sen 
t *£ 1, entonces -1 =£ x 1, y las ecuaciones parametricas solo representan a la parte 
de la parabola que esta entre x = -1 y x = 1. Ya que sen t es una funcion periodica, el 
punto (x, y) = (sen t, 2 - cos 2 /) se mueve yendo y viniendo una cantidad infinita de 
veces a lo largo de la parabola, entre los puntos (-1,2) y (1,2), como se indica en la 
figura 4. ■ 

EJEMPLO 5 a Ecuaciones parametricas de ta cicloide 

A1 rodar un cfrculo por una recta, la curva que describe un punto fijo P en la circun- 
ferencia del cfrculo se llama cicloide (vease la figura 5). Si el circulo tiene radio a y 
rueda a lo largo del eje x , y si el punto P parte del origen, deducir las ecuaciones 
parametricas de la cicloide. 



SOLUCION La figura 6 muestra al cfrculo y al punto P, despues de rodar el cfrculo 
un angulo 6 (en radianes). La distancia d(O.T) que ha rodado el cfrculo debe ser igual 
que la longitud del arco PT que, segun la formula de la longitud de un arco, es igual a 
ad (vease la seccion 6.1). Esto quiere decir que el centro del cfrculo es C(aO, a). 


FIGURA 6 



Sean (x, y) las coordenadas de P. Entonces, de acuerdo con la figura 6 (que repre- 
senta el caso en que 0 < 6 < vemos que 

^ = d{0, T)-d{P,Q) = ad-a sen d=a(d -sen d) 
y = d(T, Q - d(Q, Q = a - a cos d = o(l - cos 0) 

y las ecuaciones parametricas de la cicloide son 


;t=a(0-sen0) y=a(l-cos0) 
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La cicloide tiene varias propiedades fisicas interesantes. Es la “curva de descenso 
mas rapido” en el sentido siguiente. Elijamos dos puntos P y Q que no esten imo direc- 
tamente arriba (o abajo) del otro, y unamoslos con un alambre. Supongamos que una 
cuenta se desliza por el alambre bajo la influencia de la gravedad, sin tener en cuenta la 
friccion. De todas las formas posibles en que se puede amoldar un alambre, la cuenta se 
deslizara de P a Q con maxima rapidez cuando la forma sea la mitad de un arco de 
cicloide invertida (vease la figura 7). Tambien, la cicloide es la “curva de descenso 
igual”, en el sentido que no importa donde se coloque una cuenta B en un alambre en 
forma de cicloide, tarda el mismo tiempo en deslizarse hasta el extremo inferior (vease 
la figura 8). Estas propiedades de la cicloide, bastante sorprendentes, fueron demostra- 
das, mediante el cdlculo, por varios matematicos y ffsicos del siglo xvn, como Johann 
Bernoulli, Blaise Pascal y Christian Huygens. 



FIGURA 7 



ggi USO DE DISPOSITIVOS DE GRAFICAClbN PARA TRAZAR 
CURVAS PARAMETRICAS 

La mayor parte de las calculadoras graficas y de los programas de compute para graficas 
se pueden emplear para graficar ecuaciones parametricas. Son muy utiles para trazar 
curvas complicadas, como la de la figura 9. 


FIGURA 9 

x = t + 2 sen 2t,y=t+2 cos 5t 
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EJEMPLO 6 ■ Trazado de curvas parametricas 

Use un dispositivo graficador para trazar las siguientes curvas parametricas. Describir 
sus semejanzas y diferencias. 


(a) x = sen 2f 
y = 2 cos t 


(b) x = sen 3 1 
y = 2 cos t 


SOLUCION En las partes (a) y (b), la grafica estara dentro del rectangulo detenni- 
nado por -1 «£ x 1, -2 y =s 2, porque el seno y el coseno de cualquier numero 
estan entre -1 y 1. Por consiguiente, usamos el rectangulo de visualizacion [-1.5,1.5] 
por [-2.5,2.5], 
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2.5 



(a) x - sen 2t,y = 2 cos t 


2.5 



iiiiipiiiiipi 




'mm 


-2.5 

(b) x = sen 3t, y = 2 cos t 

FIGURA 10 


(a) Como 2 cos t es periodica, y su periodo es 27r, y ya que el periodo do sen 2 1 es 
77 , si dejamos que varie en el intervalo 0 =£ ? =£ 277 se obtiene la granca comple- 
ta, que se ve en la figura 10 (a). 

(b) De nuevo, al dejar que t tiene valores entre 0 y 277 se obtiene la grafica completa, 
que se ve en la figura 10 (b). 

Ambas graficas son curvas cerradas, es decir, que forman bucles con el rnismo 
punto inicial y punto final; tambien, ambas graficas se cruzan. Sin embargo, la de la 
figura 10 (a) tiene dos bucles, como el numero 8 , mientras que la de la figura 10 (b) 
tiene 3 bucles. ® 

Las curvas que se obtuvieron en el ejemplo 6 se llaman figuras de Lissajous. Una 
figura de Lissajous es la grafica de un par de ecuaciones parametricas de ia forma 

x — A sen to, t y = B cos ai 2 1 

en donde A , B , to, y co 2 son constantes reales. En vista de que sen w x t y cos w 2 t que- 
dan entre -1 y 1, una figura de Lissajous estara dentro del rectangulo determmado por 
-A=Sr=sA,-S=Sy=£B. Aprovechamos esto para escoger un rectangulo de visua- 
lizacion al graficar una figura de Lissajous, como en el ejemplo 6 . 

Recordemos, de la seccion 9.6, que las coordenadas cartesianas (x, y) y las coorde- 
nadas polares (r, 6) se relacionan mediante las ecuaciones x = r cos 8, y - r sen 6. Por 
consiguiente, podremos graficar la ecuacion polar r = /( 9) cambiandola a la forma 
parametrica como sigue: 

x = r cos 0 =J{6 ) cos 8 

Ya que r = /( it) 

y — r sen 6 -j{8) sen 8 


Si sustituimos a 8 por la variable parametrica acostumbrada t , llegamos al r.iguiente 
resultado: 


ECUACIONES POLARES EN FORMA PARAMETRICA 


La grafica de la ecuacion polar r = f( 8) es igual que la de las ecuaciones 
parametricas 

x =j{t) cos t y =fit) sen t 




EJEMPLO 7 B Forma parametrica de una ecuacion polar 

Se tiene la ecuacion polar r = In 8 ,1 =£ 8 1077. 

(a) Expresela en forma parametrica. 

(b) Trace la grafica de las ecuaciones parametricas de la parte (a). 

SOLUCION 

(a) La ecuacion polar dada equivale a las ecuaciones parametricas 

x-lntcosr y= In t sent 

(b) Ya que In 1077 = 3.45, usaremos el rectangulo de visualizacion [-3.5, si] por 
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[-3.5,3.5] y dejaremos que / vane de 1 a IOct- 31.42. La grafica resultante se 
ve en la figura 11, y se llama espiral logaritmica. 



H 


B 9.8 EJERCICIOS 

1-22 h (a) Trace la curva representada por las ecuaciones para¬ 
metricas. (b) Deduzca una ecuacion de la curva en coordenadas 
rectangulares, eliminando el parametro. 

1. x = 2f, y = t + 6 

2. x = 6/ — 4, y = 3z, f 5= 0 

3. x= z 2 , y = t- 2, 2 =s / 4 


4. jc = 2/ + 1, y = (/+ |) 2 

5. jc = V/, y = 1 — / 

6. x = Z 2 , y = / 4 +l 

1 

7. x= - , y = / + 1 

8. x = / + 1, y = —-— 
/ + 1 

9. x = 4Z 2 , y = 8Z 3 

■*-» 

1 

II 

II 

H 

o 

11. jc = 2 sen /, y = 2 cos /, 

0 / =S 7T 

12. jc = 2 cos /, y = 3 sen /, 

0 =s / =s 2-rr 

13. jc = sen 2 /, y = sen 4 / 

14. x = sen 2 /, y = cos / 

15. x = cos /, y = cos2/ 

16. x = cos 2/, y = sen 2/ 

17. x = sec /, y = tan /, 0 

/< -it/2 


18. x = cot /, y = esc /, 0 < t < -u 

19. x = e', y = e~‘ 

20 . x = e 2 ‘, y = e\ / 5 = 0 

21 . jc = cos 2 /, y = sen 2 / 

22. x = cos 3 /, y = sen 3 /, 0 =£ Z =S 2ir 

23-26 ■ Deduzca ecuaciones parametricas de la recta cuyas 
propiedades se describen. 

23. Pendiente §, pasa por (4, -1). 


24. Pendiente -2, pasa por (-10, -20). 

25. Pasa por (6,7) y (7, 8). 

26. Pasa por (12,7) y por el origen. 

27. Deduzca las ecuaciones parametricas del cfrculojc 2 +y 2 = a 2 . 

28. Deduzca ecuaciones parametricas de la elipse 

x 2 y 2 
-Z + ^=l 


29. Demuestre, eliminando al pardmetro 6, que las siguientes 
ecuaciones parametricas representan a una hiperbola: 

r = a tan 0 y = b sec 6 

30. Demuestre que las siguientes ecuaciones parametricas repre¬ 
sentan a una parte de la hiperbola del ejercicio 29: 

jc = a\ft y — bVt + 1 


31-34 ■ Trace la curva determinada por las ecuaciones 
parametricas. 

31. jc = / cos /, y = / sen /, / & 0 


32. x = sen /, y = sen 2/ 


33. 


jc = 


3/ 

1 + z 3 ’ 


y = 


3Z 2 

1 + z 3 


34. x = cot /, y = 2 sen 2 /, 0 < / < it 


35. Si se dispara un proyectil con rapidez inicial de v 0 pies/s, 
apuntando en un angulo a sobre la horizontal, la position del 
proyectil a los / segundos se determina con las ecuaciones 
parametricas 

x = (u 0 cos a)/ y = (v 0 sen a)/ -16z 2 
(donde x y y estan expresados en pies). Muestre que la 
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trayectoria del proyectil es una parabola, eliminando el 
parametro t. 

36. Acerca del ejercicio 35, suponga que un rifle dispara una bala 
al aire, con una rapidez inicial de 2048 pies/s, apuntando a 30° 
sobre la horizontal. 

(a) ^Cuantos segundos tardara la bala en llegar al suelo? 

(b) i,A que distancia llegara la bala al suelo? 

(c) i,Gial es la altura maxima a la que llega la bala? 


i 37-42 ■ Use un dispositivo graficador para tarzar la curva repre- 
1 sentada por cada par de ecuaciones paramdtricas. 

37. x = sen t, y = 2 cos 3 1 


38. x = 2 sen t, y = cos 4/ 

39. x = 3 sen 5f, y = 5 cos 3 1 

40. x = sen At, y = cos 3t 

41. x = sen(cos t), y = cos(t 3/2 ), 0 r 2tt 

42. x = 2 cos t + cos 2 1 , y = 2 sen t - sen 2 1 


j 43-46 ■ (a) Exprese la ecuacion polar en forma parametrica. 

(b) Use un dispositivo graficador para trazar las ecuaciones para- 
metricas que dedujo en la parte (a). 


43. r = e s 


0 «£ 0 «4-7r 


44 . r- sen 0+2 cos 0 

4 

45. r = - 

2 — cos 0 


46. r = 2 senS 


47-50 ■ Defina la correspondencia entre las ecuaciones para- 
metricas y las graficas I-IV. Explique los argumentos de sus 
respuestas. 

47. x = t* — 2t, y = t 2 - t 

48. x - sen 3 1 , y = sen At 

49. x = t + sen 2 1, y = t + sen 3 1 

50. x - sen(f + sen t), y = cos(f + cos f) 






51. Suponga que en el ejemplo 5 el punto P que describe la 
curva no esta en la orilla del cfrculo, sino en un punto fijo 
dentro del cfrculo, a una distancia b del centra (siendo b < a). 
La curva que describe P se llama cicloide acortada (o tro- 
coide acortada). Muestre que las ecuaciones parametricas de 
la trocoide son 

x = ad-b sen 0 y = a - b cos 0 
Trace la grafica. 

52. En el ejercicio 51, si el punto P e&tafuera del cfrculo, a la 
distancia b del centra (siendo b > a), la curva que describe P 
se llama cicloide alargada (o trocoide alargada). Demuestre 
que las ecuaciones parametricas de la cicroide alargada son 
iguales que las de la cicloide acortada, y trace la grafica para 
el caso en que a = 1 y b = 2. 

53. Un cfrculo C de radio b rueda en el interior de un cfrculo 
mayor de radio a , centrado en el origen. Sea P un punto del 
cfrculo menor, cuya posicion inicial en el punto (a, 0) se ve 
en la figura de abajo. La curva que describe P se llama 

hipocicioide. 



(a) Demuestre que las ecuaciones parametricas de la hipo¬ 
cicioide son 


I a — b 

x — (a — b) cos 6 + b cos - -0 

V ’ b 


. x a-b 

y = (a — b) sen 8 — b senl —-— 0 I 
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(b) Si a = 4b , la hipocicloide se llama astroide. Demuestre 
que en este caso, las ecuaciones parametricas se pueden 
reducir a 


x = a cos 3 # y = a sen 3 # 

Trace la curva y elimine el parametro para obtener una 
ecuacion de la astroide en coordenadas cartesianas. 

54. Si el circulo C del ejercicio 53 rueda en el exterior del circulo 
mayor, la curva que describe P se llama epicicloide. Deduzca 
ecuaciones parametricas para esa curva. 

55. En la figura de abajo, el circulo de radio a esta fijo y, para 
cada 6, el punto P esta en la mitad del segmento QR. La curva 
descrita por P , para 0 < 6 < tr se llama arco largo. Deduzca 
ecuaciones parametricas para esa curva. 



56. Un cordon se enrolla en un circulo, con un lapiz atado a su 
extremo; despues se desenrolla manteniendolo tirante. La 
curva que describe el punto P (el lapiz) en el extremo del 
cordon se llama evolvente, como se ve en la figura siguiente. 
Si el circulo tiene radio a y esta centrado en el origen, y si la 
posicion inicial de P es (a, 0), demuestre que las ecuaciones 
parametricas de la evolvente, en funcion del parametro G son 

x = a(cos 6=6 sent?) y = a(sen 6-6 cos#) 



57. Elimine el parametro 6 en las ecuaciones parametricas del 
cicloide (ejemplo 5) con el fin de encontrar una ecuacion 
coordenada cartesiana de la section de la curva dada por 
0 =S 0 77 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


58. Mas informacion en las ecuaciones parametricas En esta 
section dijimos que las ecuaciones parametricas contienen 
mas informacion que tan sdlo la forma de una curva. Escriba 
un parrafo que explique esa afirmacion. Incluya el siguiente 
ejemplo y sus respuestas a las siguientes preguntas. 

La posicion de una particula se describe con las ecuaciones 
parametricas 


x = sen t y = cos t 

en donde t representa al tiempo. Se sabe que la particula se 

mueve en un circulo. 

(a) ^Cuanto tarda la particula en recorrer una vez el circulo? 
Deduzca ecuaciones parametricas para que se mueva en el 
circulo al doble de velocidad. 

(b) La particula, ^se mueve en sentido de las manecillas del 
reloj o en sentido contrario en el circulo? Deduzca ecua¬ 
ciones parametricas para el caso en que se mueva en 
direction contraria en el circulo. 


ii.. 
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REPASO 


REVISI6N DE CONCEPTOS 


1. (a) Cite la definicion geometrica de una parabola. /Que son el 

foco y la directriz de la parabola? 

(b) Trace la parabola x 2 = 4 py para el caso p > 0. Identifique 
en su diagrama el vertice, el foco y la directriz. /Que 
sucede si p <0? 

(c) Trace la parabola y 2 = 4px, junto con su vertice, foco y 
directriz, para el caso p > 0. /Que sucede si p <0? 

2. (a) Cite la definicion geometrica de una elipse. /Que son los 

focos de la elipse? 

(b) Para la elipse cuya ecuacion 



donde a > b > 0, /cuales son las coordenadas de los ver¬ 
tices y los focos? /Cuales son los ejes mayor y menor? 
Dustre su explicacion con una grafica. 

(c) De una expresiqn de la excentricidad de la elipse de la 
parte (b). 

(d) Escriba la ecuacion de una elipse con los focos en el eje y. 

3. (a) Cite la definicion geometrica de una hiperbola. /Que son 
los focos de la hiperbola? 

(b) Para la hiperbola cuya ecuacion es 


/cuales son las coordenadas de los vertices y los focos? 
/Cuales son las ecuaciones de las asfntotas? /Que es el eje 
transversal? Ilustre su explicacion con una grafica. 

(c) Escriba la ecuacion de una hiperbola con focos en el eje y. 

(d) /Que pasos se siguen para trazar una hiperbola, dada su 
ecuacion? 


4. Suponga que h y k son numeros positivos. /Cual es el efecto que 
tiene lo siguiente sobre la grafica de una ecuacion en x y y si 

(a) x se reemplaza por x - hi i Y por x + hi 

(b) y se reemplaza ppr y -kl iY por y + kl 

5. /Como se puede decir si la siguiente conica no degenerada es 
una parabola, una elipse o una hiperbola? 

Ax 2 + Cy 2 + Dx +Ey + F = 0 

6. Suponga que los ejes x y y se giran un angulo agudo <j) para 
obtener los ejes X y Y. Escriba ecuaciones que relacionen las 
coordenadas (x, y) y ( X, Y) de un punto en el piano xy y en el 
piano XY, respectivamente. 

7. (a) ^Como elimina usted el termino en xy en esta ecuacion? 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

(b) ^Cual es el discriminante de la conica en la parte (a)? 
/.Como puede usar el discriminante para detenninar si la 
conica es una parabola, una elipse o una hlperirola? 

8. (a) Describa como se representa en coordenadas polares la 

posicion de un punto en el piano. 

(b) /,Que ecuaciones usa usted para pasar de coordenadas 
polares a rectangulares? 

(c) /Que ecuaciones usa usted para pasar de coordenadas rec¬ 
tangulares a polares? 

9. (a) Escriba ecuaciones polares que representen una conica 

con excentricidad e . 

(b) /Para que valores de e la conica es una elipse? /y una 
hiperbola? /y una parabola? 

10. /Como traza usted una curva cuyas ecuaciones parametricas 
son x=J[t),y =g(t)l 


EJERCICIOS 


1-4 ■ Determine el vertice, el foco y la ecuacion de la directriz de 
la parabola, y trace la grafica. 

1. x 2 + 8y = 0 2. 2x —y 2 = 0 

3. x-y 2 + 4y —2 = 0 


4. 2x 2 + 6x + 5y + 10 = 0 

5-8 • Determine el centre, los vertices, los focos y las longitudes 
de los ejes mayor y menor de la elipse, y trace su grafica. 

5- x 2 + 4y 2 = 16 
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6. 9x 2 + 4y 2 = 1 

7. 4k 2 + 9/ = 36y 

8 . lx 2 + y 2 = 2 + 4(x - y) 

9-12 ■ Determine el centro, los vertices, los focos y las ecuacio- 
nes de las asintotas de cada hiperbola, y trace su grafica. 

9. x 2 - 2/ = 16 

10. x 2 -4y 2 + 16 = 0 

11. 9y 2 + 18y = jc 2 + 6x + 18 

12. y 2 = x* + 6y 

13-18 ■ Deduzca una ecuaci6n de la cdnica correspondiente a 
cada grdfica. 






31-38 ■ Deduzca una ecuacion de la seccion conica cuyas 
propiedades se describen. 

31. Parabola con foco F(0,1) y directriz y = -1 

32. Laelipse con centro C(0,4), focos F ] t (0, 0) y F 2 (0, 8), con 
eje mayor de longitud 10 

33. La hiperbola con vertices V(0, ±2) y asintotas y =±^x 

34. La hiperbola con centro C(2,4), focos F ( (2,1) y F 2 (2,7) y 
vertices V 1 (2, 6) y V 2 (2, 2) 

35. La elipse con focos F,(1,1) y F 2 (l, 3) y con un vertice en 
el eje x - 

36. La parabola con vertice V(5,5) y directriz en el eje y 

37. La elipse con vertices V x (7,12) y V 2 (7, -8), que pasa por el 
punto P(l, 8) 

38. La parabola con vertice V(-l, 0) y eje de simetrfa horizontal, 
y que cruza el eje y en y = 2 

39. Un candn dispara una bala, como se ve en la figure siguiente. 
La trayectoria de la bala es una parabola con vertice en el 
punto mas alto de la trayectoria. Si la bala llega al suelo a 

1,600 pies del can6n, y si la altura maxima de su trayectoria 
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es 3,200 sobre el piso, deduzca una ecuacion de la trayectoria. Kg 43. (a) Trace graficas de la siguiente familia de elipses, para 
Coloque el origen en el lugar del canon. k = 1,2,4 y 8. 



- 3 + , = 1 

16 + A 2 fc 2 

(b) Demuestre que todas las elipses de la parte (a) tienen los 
mismos focos. 

fSS 44. (a) Trace las graficas de la siguiente familia de parabolas, 
** para k = |, 1,2 y 4. 

y = fee 2 

(b) Determine la posicion de los focos de esas parabolas. 

(c) £Como cambia la posicion del foco cuando aumenta k ? 


40. Un satelite describe una orbita elfptica en tomo a la Tierra, 
con uno de los focos en el centra de la Tierra. La altura del 
satelite sobre la superficie varfa entre 140 mi y 440 mi. 
Suponga que la Tierra es una esfera con 3,960 mi de radio. 
Deduzca una ecuacion de la trayectoria del satelite, con el 
origen en el centra de la Tierra. 



41. La trayectoria de la Tierra en tomo al Sol es una elipse, y el 
Sol esta en uno de los focos. El eje mayor de la elipse mide 
186,000 000 mi, y la excentricidad es 0.017. Calcule la distan- 
cia de la Tierra al Sol cuando esta se encuentra (a) mas cer- 
cana al Sol, y (b) mas alejada del Sol. 


42. Un barco esta a 40 mi, de una costa recta. En esa costa estan 
las estaciones LORAN Ay B con una separation de 300 mi. 
De acuerdo con las senates LORAN, el capitan determina que 
su barco esta 80 mi, mas cerca de A que de B . Calcule la ubi- 
cacion del barco. (Ponga A y B en el eje y , y el eje x a la 
mitad entre ellas. Calcule la ordenada y la abscisa del barco.) 


45-48 ■ (a) Use el discriminante para determinar si la grafica de 
la ecuacion es una parabola, una elipse o una hiperbola. (b) Haga 
una rotation de ejes para eliminar el termino xy. (c) Trace la 
grafica. 

45. x 2 + 4xy + y 2 = 1 

46. 5X 2 - 6xy + Sy 2 - 8x + 8y - 8 = 0 

47. 7X 2 - 6 V3 xy + 13y 2 - 4 V3x - 4y = 0 

48. 9.x 2 + 24xy + 16y 2 = 25 


49-56 ■ (a) Trace la grafica de la ecuacion polar, (b) Exprese la 
ecuacion en coordenadas cartesianas. 


49. r = 3 + 3 cos 6 
51. r = 2 sen 26 
53. r 2 = sec 26 
55. r = sen 6 + cos 6 


50. r = 3 sen 6 
52. r = 4 cos 36 

54. r 2 = 4 sen 26 
4 

56. r = 


2 + cos 6 


57-60 ■ Con un dispositivo graficador trace la curva de la ecua¬ 
cion polar. Defina el dominio de 6 para asegurarse de obtener toda 
la grafica. 


57. r = cos(0/3) 

59. r = 1 + 4 cos(0/3) 


58. r = sen(90/4) 
60. r = 6 sen 6 


61-64 ■ (a) Calcule la excentricidad e identifique la conica. (b) 
Trace la grafica e identifique los vertices. 


61. r = 


1 — cos 6 


62. r = 


1+2 sen 6 


4 

63. r = -- 

1 + 2 sen 6 


64. 


12 

1—4 cos 6 
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65-68 ■ Trace la curva parametrica y elimine el parametro para 
llegar a una ecuacion, en coordenadas rectangulares, que satisfa- 
gan todos los puntos de la curva. 

65. x = 1 - i 2 , y = 1 + t 

66. x = y = t 2 + 1 

67. x = 1 + cos t, y = 1 - sen t , ir/2 

1 2 

68. x = ~ + 2, y = —, 0<r«2 

t r 

BS 69-70 ■ Con un dispositivo graficador trace cada curva 
parametrica. 

69. x = cos 2 1, y = sen 3f 

70. x = sen(r + cos 2t), y = cos(r + sen 3r) 

71. Las curvas C, D, E y F se definen parametricamente como 
sigue, y el parametro t toma todos los valores reales, a menos 
que se diga otra cosa. 

j C: x = t, y = f 2 

D: x = Vt, y = /, f S= 0 

j £: x = sen t, y = 1 - cos 2 / 

F: jc = e', y = e 2 ‘ 


(a) Demuestre que los puntos en las 4 curvas satisfacen la 
misma ecuacion en coordenadas cartesianas. 

(b) Trace la grafica de cada curva y explique en que difieren 
las curvas. 

72. En la figura, el punto P es el punto medio del segmento QR, 
y 0 ^ 6< tt!2. Con Q como parametro, deduzca una repre¬ 
sentation parametrica de la Curva que describe P. 





4-6 ■ Deduzca una ecuacion de la conica cuya grafica se presenta. 


■ ■ Ma ’ + 4iv t - 18 

(b) Rote los ejes para eliminar cl terrnino xy de la ecuacidn. 

(c) Trace la grafica de la ecuacion. 

(d) Calcule las coordenadas de los vertices de esta conica, en el sistema coordenado xy. 


14. Grafique la ecuacion polar r = 2 + cos 8. 


15. Convierta la ecuacion polar r = 2 cos 6-4 sen 6 a coordenadas cartesianas e identifique 
la grafica. 


16. (a) Trace la grafica de la eurva parametric;) 

x = 3 sen 0+3 v •• 2 cos 0 0 - . 6- n 

(b) Elimine el parametro 6 para obtener una ecuacion de esa eurva en coordenadas rcc- 
tangulares. 


EXAMEN 


1. Determine el foco y la ecuacion de la directriz de la parabola x = -12y y trace su grafica 

2. Determine los vertices, los foeos y las longitudes de los ejes mayor y menor de laelipse 

. x 2 / . 

— + — = 1 . A continuacion trace su grafica. 

16 4 

r .»•' 

3. Determine los vertices, focos y ecuaciones de las asmtotas de la hiperbola — — —1. 
A continuacion trace su grafica. 


13. (a) Use el discrimiriante para determinar si la grafica de esta ecuacion es una parabola, una 
el ipse o una hiperbola: 


Deduzca una ecuacit 

Un reflector parabolico de un faro de coche tiene una forma concava de 6 pulgadas de dia- 
metro en su borde y 3 pulgadas de profundidad, como se ve en la figiira de la izquierda. j,A 
que distancia del vertice debe colocarse el filamento del bulbo para que este en el foco? 


12 . 







LIMITES Y CONTINUIDAD 
DE FUNCIONES 


El osciloscopio es basicamente un dis- 
positivo de visualization grafiea que 
muestra seiiales electricas variables en el 
tiempo. El eje vertical representa el volta- 
je; mientras que el eje horizontal repre¬ 
senta el tiempo. El estudio de la funcion 
registrada surge de la aplicacion del con- 
cepto matematico de continuidad. 


Saber que no se sabe, eso es humildad. Pensar que uno sabe lo que no sabe, 


eso es enfermedad 











L1MITE ___ ' 

Consideremos las graficas que aparecen en la columna lateral: 






A1 observar estas funciones, todas tienen en comun el hecho de que su grafica se in- 
terrumpe para algun valor de x. Es decir, su grafica se quiebra cuando hacemos variar 
x de un sentido al otro. ^Como definir este concepto matematicamente? Si miramos con 
cuidado podemos ver que en la figura 1, el grafico se interrumpe enx= 1, es decir, la 
funcion tiene un salto en x = 1; lo mismo ocurre en la figura 2, la grafica se interrum¬ 
pe en el punto x = 0, pero esta vez sin dar un salto. Finalmente, en la figura 3 la grafi¬ 
ca para los reales positivos no se quiebra y para los reales negativos tampoco, pero pa¬ 
ra x = 0 vemos que la funcion se interrumpe. 

Ahora bien, analicemos estas observaciones. En el primer caso, cuando x se acerca 
a 1 por la derecha, las imagenes se acercan a 3, pero cuando x se acerca a 1 por la iz- 
quierda, las imagenes se acercan a 2. Este es el salto descrito anteriormente. Esto no 
ocurre en el segundo ejemplo ya que cuando x se acerca a 0, independientemente del 
lado por el cual lo haga, las imagenes se aproximan a 1 aunque la funcion en cero es 
1.25. Este es el porque se produce la discontinuidad. Por ultimo, en el tercer grafico ve¬ 
mos que cuando x tiende a 0 sus imagenes tienden a ser muy grandes. 

De lo dicho en el parrafo anterior, podemos deducir que un aspecto importante pa¬ 
ra definir la continuidad de una funcion pasa por entender bien la idea de acercarse a 
y el comprender como se comporta una funcion cuando se acerca a cierto valor. 

Si consideramos el punto (0,0) del piano cartesiano, acercarse a el podra ser de infi- 
nitas maneras, como se observa en la figura 4, pero si pensamos en el punto 0 en la rec¬ 
ta, el acercarse a el solo es posible en dos sentidos, como lo muestra la figura 5. 



( 0 , 0 ) 

FIGURA 5 


La primera manera natural para entender la idea de acercarse a un punto esta dada 
por el concepto de limite. En este caso nos concentraremos en entender dicho concep¬ 
to en una dimension; es decir que, como lo muestra la figura 5, son esencialmente dos 
direcciones, por la derecha y por la izquierda. Hasta ahora hemos definido limite para 
sucesiones que pueden ser consideradas como funciones de los naturales a los reales. 
Sin embargo, este concepto se puede definir para funciones reales, como se hara en es¬ 
te capitulo. Mas aun, es quizas el concepto de limite uno de los mas importantes y fas- 
cinantes en toda la matematica. 

Volviendo a los ejemplos iniciales, intuitivamente la palabra continuidad nos hace 
referenda a que cierta cosa, elemento, expresion, modelo, etcetera, no tiene interrup- 
ciones en su desarrollo. A pesar de esta naturalidad, este concepto no fue formalizado 
sino hasta el siglo XVHI, con la ayuda de los limites, y file un gran aporte a la matema¬ 
tica modema y al desarrollo de las ciencias en general. 
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□MITES DE FUNCIONES 

Conocemos el concepto y la definicion formal de limite de sucesiones, las cuales, 
como ya hemos dicho, pueden ser consideradas como funciones de los numeros natu- 
rales a los reales. A partir de esto, la idea natural de lo que es el limite de una funcion 
fix) cuando x tiende a x 0 es que a medida que x se acerca a x 0 , fix) se acerca a algun 
valor. O sea, intuitivamente lim fi x ) = t signiflca que fix) esta arbitrariamente cerca de 
/ si x esta cerca de x 0 . Por ejemplo, en la figura 2, /(x) esta cada vez mas cerca de 1 a 
medida que x se acerca a 0, es decir, intuitivamente su limite cuando x tiende a 0 es uno. 

Otro ejemplo: Consideremos fix) = (x 2 + x)/x que no esta definida para x = 0 ya que 
el denominador se anula. Graficando esta funcion podemos ver que a medida que x se 
acerca a 0, tanto por la derecha como por la izquierda, fix) se acerca a 1. 

Esto queda en evidencia teniendo en cuenta que para x^O, cercanos a 0 se tiene, fac- 
torizando porx,que/(*) = il±£==x+l, o sea,claramente/(x)-> 1 cuandox->0.Es- 

X 

ta idea intuitiva se formaliza con la siguiente definicion. 

■ Definicion 1 Sea f(x) una funcion real y x () e R, entonces lim /(*) = 1 si y solo si 
para todo £ > 0 existe 8 tal que | f (x) — /| < £, cuando 

El lector debe entender que esta definicion, aun cuando es un poco complicada de 
entender en un principio, es muy natural una vez que se han visto algunos ejemplos. En 
efecto, al igual que en sucesiones, esto significa que para cualquier intervalo centrado 
en l de radio e > 0, debe existir un intervalo centrado en x 0 de radio 8 tal que para to- 
dos los puntos de dicho intervalo, la imagen de cada uno de ellos bajo / esta dentro del 
intervalo de radio £ de l. 

Otro aspecto de relevancia para entender la definicion se refiere al punto x 0 . En la 
definicion se tiene que x tiende a x 0 y fix) tiende a /; es decir, los puntos x deben estar 
en el dominio de / y x 0 es un punto que debe ser alcanzado por puntos del dominio de 
/, y no tiene sentido pensar en x 0 como un punto aislado totalmente del dominio. Por 
ejemplo, si consideramos la funcion fix) = ^ 2 , la cual tiene j>or dominio al interva¬ 

lo (-1,1), entonces no tiene sentido alguno la expresion lim-jj=^ya que el punto 4 no 
puede ser alcanzado por puntos del intervalo (—1,1). Sin embargo si tiene sentido pre- 
guntarse por el limite de fix) cuando x tiende a 1/2, a cualquier punto del dominio o los 
puntos 1 y -1, los cuales si pueden ser alcanzados por puntos del dominio. 


Teorema 1 El limite de fix) cuando x tiende a x 0 es unico. 

Demostraci6n: Supongamos que no es unico. Sean ly k estos limites. Como l^k, sea 

£ la diferencia entre ellos, luego existe 8 >0 tal que l/(x) - k\< £/2 si lx — x 0 l < 8> l ue " 

go para cualquier intervalo centrado en x 0 siempre podemos encontrar puntos en el ta 

les que l/(x) - k\< e/2 y por consiguiente l/(x) -l\> e/2, lo que contradice el hecho de 

que lim/(x) = /. 

*->*0 
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Supongamos que f (x) —> l cuando x —» x 0 con x>x 0 (x tiende a x 0 por la derecha), de- 
cimos que l es el lfmite lateral por derecha de f(x) en x 0 , y lo denotamos como 

lim fix) = /. 

x-«o+ 

Analogamente, defmimos el lfmite lateral por izquierda de f(x) en x 0 , para el lfmite 
cuando x— »x n con x<x n y lo denotamos lim fix) — k. 

x^x 0 - 

Teorema 2 f(x) tiene lfmte enx 0 si sus lfmites laterales existen y son iguales, si no el 
lfmite de f(x) en x 0 no existe. 

EJEMPLO1 a Calculo del limite de /(x) = 2x+1 cuando x tiende a 1. 

SOLUCION 

Tomando valores cercanos a 1 nos damos cuenta de que la funcion f(x) = 2x+l se acer- 
ca a 3. Es por esto que ahora trataremos de probar que esto es cierto. Para esto usare- 
mos la definicion. Dado e > 0, debemos encontrar 5 >0, el cual depende de e, tal que 
cuando bt-ll < 8 esto implique que l/(x)-3l < e. Luego 

|/(*)—31=| 2x + l —3|=|2x —2|=2|x —1|, 

entonces basta con escoger 5 = e/2 para que cuando lx-II < 8 (mire el ultimo termino) 
implique que l/(x)-3l < e. 

EJEMPLO 2 ■ Calculo del limite de /(x) = [x] cuando x tiende a 3 y cuando x tiende 
a 0.3, siendo [x] la parte entera de x. 

SOLUCI6N 

La parte entera de un numero es el entero menor o igual al numero, por ejemplo 
[2.3] = 2, [-2,1] = -3 y [4] = 4. Observemos que cuando nos acercamos a 3 por la de¬ 
recha, es decir, por numeros mayores que 3, a saber, 3.00001, 3.0000001, etcetera, te- 
nemos que la parte entera de ellos es siempre igual a 3, es decir | x — x 0 |< 5 

Por otro lado, si consideramos x —> 3 por la izquierda, es decir, con valores del tipo 
2.9, 2.99, 2.999, etcetera, nos damos cuenta de que la funcion evaluada en estos valo¬ 
res es siempre 2, luego lim [x] = 2. Como los lfmites laterales no son iguales, conclui- 

x —>3— t 

mos que el limite de f(x) cuando x tiende a 3 no existe. 

Ahora veamos que sucede con el lfmite de fix) en 0.3. Nos damos cuenta de que in- 
dependientemente de si nos acercamos por la derecha o por la izquierda, todos los va¬ 
lores estan entre 0 y 1; por consiguiente, la parte entera de ellos es 0, de modo que 
lim [x]=0 

*->0.3 

En general, el acercarse a un punto x 0 puede ser de muchas maneras, a saber, por la 
izquierda de x 0 , por la derecha, o de cualquier otra manera, pero si la funcion fix) tie¬ 
ne lfmite en dicho punto ocurre que para cualquier forma que se tenga de acercarse a 
x 0 , el lfmite sera igual en todos los casos, de lo contrario el lfmite no existira. 

Teorema 3: lim fix) = I si y solo si para cualquier sucesion x n con lim x„ = x 0 ; enton- 

x— »xo 

ces la sucesion /(x n ) converge a l. 
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Demostracion: Supongamos que fix) —> l cuando x-»x 0 . Sea x n una sucesion que 

converge ax 0 y e > 0, entonces existe g >0 tal que I/O)- /I < e cuando lx-x 0 l < g. Lue- 

go existe n 0 e N tal que lx-x 0 l < § para todo n e N con n > n Q , por lo que \f(xj-l I < e 

cuando n<n 0 ; por lo tanto f(xj tiende a l cuando 

Recfprocamente, supongamos que para cualquier sucesion x n que tienda a x 0 ocurre 

que f(xj tiende a /. Supongamos que lim /(x) *■ /; es decir, existe £ > 0 tal que para 

todo g >0 existe x tal que I x-x 0 l < § y I/O)-/1 ^ £• Luego, considerando § = l/n existe 

£ > 0 tal que para todo n e N existe x n tal que I x n -x 0 l < l/«y I/O n )-l I > £, esto impli- 

ca que la sucesion x n tiende a x 0 , pero /0„) no tiende a /, lo que contradice la hipotesis. 

Por lo tanto, lim f( x ) = / 

’ *-«o 


□EMPLO 3 ■ Calculo del lim cos (1/x) 


SOLUCION Consideremos la sucesion x n = 1/(2 n it), la cual tiende a 0 cuando n-> <=°. 
Para esta sucesion tenemos que /(x„) = cos(2 mi) = 1 para todo n e N, luego 
/0„) —> 1 cuando n — > . Ahora tomemos otra sucesion que tiende a infinito, 

x „= 1 /((2n-l) it / 2), para la cual/(x„) = cos ((2n-l) n / 2) = 0 para todo n eN y 
tiende a 0; luego hemos encontrado dos sucesiones que tienden a cero, pero que la 
evaluacion en / de ellas convergen a distintos lfmites. Por el teorema anterior se tiene 
que el lim cos (1/x) no existe. 

Este teorema es de gran ayuda en esta parte ya que relaciona el If mite de funciones 
con los lfmites de sucesiones, teniendo de manera trivial todos los teoremas sobre alge¬ 
bra de lfmites para sucesiones, ahora, para lfmites de funciones. Es decir, si 
lim f(x)= l y lim g(x) = k, se tiene que: 

x— x —,>Xo 

1- lim /(x) + A,g(x) = /+A,A: con A,e N. 



2. lim f(x)g(x) = lk. 


3. Si g(x) / 0 y k * 0, entonces lim / (x)lg(x) = Hk. 

x^>x Q 

4. Ademas, se satisface el teorema del sandwich, o sea, si /(x) < h(x) < g(x) 

para cada x de un intervalo, entonces 

lim f(x) < lim h{x) < ii m g(x). 


□EMPLO4 ■ Calculo del limite de fix) = sen(x) cuando x—>0. 

SOLUCION Sabemos que la funcion /(x) = sen(x) es impar, luego estudiaremos sus If- 
mites laterales. Pnmero consideremos x > 0 tales que x —>0; observemos en la figura 
que sen(x) = AC y este segmento a su vez es menor que el segmento circular AB, a 
partir de que x es un angulo agudo se tiene que 

n 

0 < sen(x) < AB = l x. 
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luego usando el teorema del sandwich tenemos que limsen(x) = 0. Ahora si x < 0 te- 
nemosque-x > 0 y sen(-x) = -sen(x),entonces 0 i sen(-x)<-xyporlotanto 0 >sen (x)> 
x, luego por teorema del sandwich lim sen(x) = 0 ; por lo tanto, se tiene que 

x—>0- 

lim sen(x) = 0 . 

x-»0 

Una aplicacion directa de lo anterior es que cos x = 1 ya que cos 2 

(x) + sen 2 (x) = 1 para todo x. 

Teorema 4: Um sen ^ = 1. 

*->° x 

Demostraci6n: La demostracion se basa en el teorema del sandwich y la figura 7. Ob- 
servemos que el area del triangulo AOC viene dada por 

Por otro lado, el area del triangulo DOB esta dada por 


y fi n almente tenemos que el area del sector circular <AOB 
mos ver que A(AAOC)) < A(<AOB) < A(ADOB )), entonces 

sen(x)cos(x) x tan(x) 

2 “ 2 “ 2 ’ 


es — . De la figura pode- 


como en el primer cuadrante tanto sen(x) como cos(x) son positivas se obtiene que 

sen(x) 1 

cos(x)<-— <——. 

x cos(x) 

Entonces usando el teorema del sandwich y el hecho de que cos(x) tiende a 1 cuando x 
tiende a 0 , podemos concluir que 

.. sen(x) _ 
lim-L 

*->o x 


.. l-cos(x) 

EJEMPLO 5 ■ Calculo del lim - 

x 2 

SOLUCION 


Luego 


l-cos(x) 


l-cos(x) l+cos(x) 
x 2 l+cos(x) 

l-cos 2 (x) _ sen 2 (x) 
x 2 (l + cos(x)) x 2 (l+cos(x)) 



1 

1 + cos(x) 


1 - cos(x) _ ( sen(x) Y 1 

lim- 1 -lim - - - 7-7 

x-*0 X x— > 01 x I l + cos(x) 



\ 

2 
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Lein a 1 lim ln(x) = 0 

Demostracion: Consideremos x = e h , luego tomando sucesiones podemos observar 
que x—4 1 si y solo si h—>0. Entonces el h'mite anterior se puede reescribir en terminos 
de h como: 

limln(x) = limln(e A ) = lim h = 0. 

*->l h-i 0 *~>0 

No es diffcil demostrar que si x—4 a entonces ln(x) —4 ln(a). Se deja su demostracion 
como ejercicio para el lector. 

e z -l_. 

EJEMPLO 6 a Pruebe que lim-1 

*-*<> x 


SOLUCION Sea h = e*-l,lo cual implica que x = ln(l-h) y x-40 si y solo si h-> 0. 
Entonces escribiendo el Ifmite anterior en terminos de h tenemos 


l 



lim 


-lim - 


1IU1 1UU 1 

*-»oln(l + «) a-*o 


lim - 


ln(l + ft) ln(l + A)* 


Pero como (1 + h) h —4 e cuando /i —> 0 y usando el lema anterior tenemos que 

1 1 


lim - 

h-*0 


ln(l+A) 


ln(e) 


= 1 . 


Observemos que la cantidad (cM) lx- (e x -e°) / x; ahora bien, si consideramos x * 0 
cercano a cero y la funcion f(x) = e*, este cociente se puede reescribir como 


g *-l _ /(x)-/(0) 
x x—0 ’ 


lo cual representa la pendiente de la recta que pasa solo por los puntos (x, fix)) y 
(0, /(0)) = (0,1). Es por esto que es natural preguntarse que significa o que representa 
geometricamente este Ifmite. En este caso (y en muchos otros tambien) cuando x —41 el 
punto (x, fix)) —4 (0,1) luego la pendiente de la recta secante que pasa por los dos pun¬ 
tos tiende a la pendiente que pasa solo por el punto (0,1). Es decir, este Ifmite represen¬ 
ta la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = e* en el punto (0,1). 



10.1 [ 

EJERC1CIOS 





17 * Calcule los siguientes limites: 


1. 


2 . 


3. 


4. 


lim 


x—40 

X 

lim 

x n -\ 

x—1 

i->i 


N 

lim 


x—40 

X 

sea 

II 

'h 


2 x+l 

cos(x) 


x> 0 
x<0, 


lim fix). 

jc—»0 


5. 


6 . 


7. 


lim 

X—40 


lim 

X—40 


lim 

X—471 


sen(5x) 

x 

sen(x 2 ) 
x 3 + x 2 ’ 

(x-w) 

Ji -x 


„ sen(a+A)-sen(a) 
**■ lim-;- 

9 - lim sen—. 

X 

10 sen(3x) 
lim —~xrr ■ 

*->» sen(7x) 
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l—cos(x-2) 

11 - lim-• 

jr ->2 X -4 


x 3 +4x+2 

'*■ lim 4 ~ 2 
x +2x 


13. lim [x] donde [jc] es la parte entera de x. 

x— 


lim (-1)^ . 


15. lim 


y/x 2 +1-1 


! +2 -4 


3x +ax+a+ 3 

24. ; Hay un numero a tal que lim - 5 -r— exista? Si es 

J x +x-2 

asf, encuentre los valores de a y del lixnite. 

25. Sea f(x)= 1 si x es racional y f(x) = 0 si x es irracional. ^Existe 
lim /(x)f 

x —>0 


26. Sea f (x) = xsen(—) para x * 0. ^Cual es el lfmite de f(x) 

x 

cuando x-> 0 ? 

27. Sea f(x)=x 2 . Calcule lim . ^Que representa geo- 

*->1 x -1 

metricamente este limits? 


16. lim — 

M04- X 

,■ X + 2 

17. lim , — 

:V- *-» 14 Vjc + 3 -1 


18-23 ■ Usando la definicion demuestre los siguientes llmites: 


18. lim 2x + 3 = 7 

x -»2 


19. lim x 2 -1 = 0 

X-»l 


20 . lim cos(x) = l 

x —>0 


21 . lim *_ 1 .. = 1 

x 2 +x—2 3 


22. lim A = 0 

x 


23. lim Li noexiste. 
M ° x 


28. Demuestre que lim ln(x) - ln(a). 


29-34 ■ Calcule 
e x -e“ 

29. lim- 

x-a 


30- lim 

„ .. tan(ax) 

31. lim — 77 —• 

•*-*> sen(ax) 

sen x —sen a 

32. hm - 

x-»a X-a 


33. lim 

x —>0 


cos 7 jc-cos3jc 


34. lim 4^. 
i-> 0 + x +x 

35. Encuentre la recta secante a la grafica de /(x) = sen{x ) que pa- 
sa por los puntos (jt, 0 ) y ( h , sen(h)). lQu6 sucede con la pen- 
diente de esta recta cuando h-^nl 


COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE FUNCIONES 



En la seccion anterior vimos que limsen(x)/x = 1; es decir que la f(x) = sen(x) y g(x)=x se 
comportan igual cuando x es cercano a 0. Pero 7 ,que sucede con el comportamiento com- 
parativo de fimciones en el infinito, es decir, para valores muy grandes de x? En muchas 
aplicaciones nos interesa saber el comportamiento a largo plazo de alguna funcion, por 
ejemplo, la poblacion de celulas en un organismo segun el tiempo: /como es su compor¬ 
tamiento a medida que el tiempo transcurre? Si interpretamos esta pregunta matematica- 
mente, lo natural es definir p(t) a la poblacion de celulas segun el tiempo t. De manera ex¬ 
perimental hemos encontrado una manera explicita de p(t). La pregunta, desde el punto de 
vista matematico, sobre el comportamiento dep(t) se resuelve tomando lim p(0; sin embar¬ 
go en muchas ocasiones este lhnite es 00 , pero no solo es importante saberlo, sino tambien 


saber como tiende a 00 . Supongamos que p(t) = 
y el tiempo t en dfas. 


3/e +1 


medidas en millones de celulas 


FIGURA 1 
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Observemos que p(t) '■ 


3, e “+l 3'+4r 


e _ 


2+e° 


„0.5t / 2 

e (-mT + 1 ) 


- + 1 


°°- Aun cuando el 


e e 

lfmite es infinito podemos ver que, como e 03 ' —»oo cuando 
3 1 H-—— 

/>(0 = 5 -= — ~ 3;, es decir que p(t) se comporta como la recta 3t cuando t es 

4r +1 1 


suficientemente grande. 


Por ejemplo si consideramos la funcion f(x)= 1/x cuando x -h>°o sabemos que 
f( x ) * 0) o sea f(x) es cercano a cero para x suficientemente gran- 
des del mismo modo si x es suficientemente pequeno (x -oo). 


Una recta se dice que es una asmtota de una curva si la curva se parece a la recta sin 
serlo. Por ejemplo, en la figura 3 podemos ver que la recta y = 0 es una asmtota para f(x). 
Ademas observamos que el eje >’ es asmtota vertical para la grafica de f(x), es decir, f(x) 
es muy grande a medida que x se acerca por la derecha a cero y es muy pequena si x se 
acerca por la i 2 quierda a cero. Del mismo modo si consideramos la funcion g(x) = ^ t 
tenemos que g(x)—>1 cuando x —> y x —> —oo, es decir, la recta y = 1 es una asmtota ho¬ 
rizontal de g(x) y la recta x = 1 es una asfntota vertical ya que limg(x) = ±°° . 



■ Definicion 1 Sea / una funcion de variable real, entonces: 

i) lim f(x) = I si para todo e >o existe M < oo tal que | f{x)-L |< e cuando x>M. 

“) I™. /W = L si para todo e >0 existe M < oo tal que | j\x) -L |< e cuando x <M. 


1 + X 

□EMPLOI ■ lim—- = 1. 

*-*“ x — 1 


SOLUCION De la definicion, sea e >0, luego | /(x) -L |= 


1= 

1 + x 

1 

x—1 


-1 


x—1 


<£, 


x 11 o 

como x > 0 tenemos que-> — y en consecuencia x > —+1 

2 e e 

Entonces hemos probado que para cualquier £>0 existe M- 2/e+1 tal que |/(x)-Z|<£ 
cuando x>M. 

1 "H JC 

■ Probar que lim -- = 1 se deja como ejercicio al lector. 


Lema 1 lim — = 0 

x 


Demostraci6n: Es una consecuencia directa de la definicion. Se deja como ejercicio al 
lector. 
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■ Definition 2 Se dice que la recta y=a es asfntota horizontal de fix) si 
lim f(x) = a 6 lim f(x) = a. 

X—>~ oo X-*x> 

■ Definition 3 La recta x = c es una asfntota vertical de fix) si lim /(jc) = ±°° . 

X —>c 

Como podemos observar en la grafica, esta funcion no tiene asfntota horizontal pe- 
ro sf vertical,a saber lim x + x = M y lim * +x = 


x-»° + 


x^O- 


Es decir la recta x — 0 es una asfntota vertical. Por otro lado, su comportamiento al 
infinito, aun cuando tiende a infinito, es como el de una recta y = mx + n. Pero ^cuales 
son my nl 

Si f(x) = mx + n para x suficientemente grande, entonces = ——— « m + —, 

xx x ’ 

fix) _ , n s _ 

tomando lfmite tenemos que lim-hm(»*+~) — m, e s decir, la pendiente de la 

x->~ x x-»~ JC 

f (x) 

asfntota oblicua, si la hay, es m = lim--. 

x-*" JC 

Ahora como ya concemos la pendiente, entonces f(x)~mx+ri implica que 
/ (jc) — mx ~ n para jc suficientemente grande, es decir, n = H m (/(*) - mx). 

x—>oo 

El mismo analisis se puede hacer para x —» —obteniendose el comportamiento pa¬ 
ra valores muy pequenos. 


Definicion 4 La recta y = mx + n es una asfntota oblicua de /(jc) si lim 


fix) 


*-*- x 

existe, en cuyo caso sera el valor de m. Si este es el caso, n se calcula como 
n = \imfix)-mx. 


Analogamente se define una asfntota oblicua cuando x —> 


EIEMPLO 2 ■ Consideremos la funcion de la grafica, entonces 

jc 3 -1 jc 3 -1 

m - lim , 2 


: lim- 


x(x 2 + x) x““ jc 3 + jc' 


- = 1, por lo que la pendiente de la asfntota oblicua esm-l. 


Entonces n = Jim 


x 3 — 1 , _ x 3 -1— x{x 2 +jc) _ . — 1-x 2 _ 


-l-x — lim ~ 


lim 


- 1 , 


x —><» X "fX x—>«> X X i-)“ X “H X 

en consecuencia fix) tiene la asfntota oblicua y = x - 1. De manera similar podemos ver 
que la situation para x —> —°q es analoga, generandose la misma asfntota oblicua. 


EJERCICIOS 


1-11 * Calcule li'mite de f(x) cuando x~> 00 . 
t- fix)- X+l 


5 - fix) 


sen(x) 


r x -\ 


2 . 


fix)- 


3x 4 +2 
3- f{x) = -Jx — fx-l. 

Vx 4 +2x 2 


6. / (jc) =—, donde [jc] es la parte entera de x . 
[x] 


7- fix) = jcsen(—). 

x 


4. 


8. fix) = — -. 

2* +3* 


fix) = 


x 2 +l 
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9 - /(*) 


_ ln(x 2 +1) 


ln(x 3 + x) 
10. /(x) = (l+x)’'\ 
ln(l/jc) 

X 


11 . fix) 


12-19 ■ Calcule las asintotas (si las hay) de f(x). 


12. f(x) = X l X 1 


X 2 + X +1 


13. /(x) = 


14. / ix) = ~ — r . 

il + x) 2 

15. /(x) = Vx 2 +2x. 

16. f(x) = x-xl x 2-l. 

17. f(x) =x/(x 2 -4). 


18. f(x) = sen(—). 

x 


19. /(*) = 


2e 2x + x 


20-22 ■ Dibuje un ejemplo de una funcion que satisfaga lo que se 
indica en cada caso: 


20 - lim /(x) = ■*>, lim /(x) = lim / (x) = 1 , lim f(x) = 1 

x—>0+ x—>0- x->~> x _>_ 00 

21 . Igual que el ejercicio anterior, pero satisfaciendo: 
hm/(x) = -°°,lim/(x) = ~, lim f(x) = 0 , lim /(x) = °°, 

x-»2 x-»» x-»-oo x->0+ 

lim / (x) = — 

x-»0- 

22. Igual que el anterior, pero satisfaciendo: 
lim/(x) = -<» lim /(x) = 2 ,/( 0 ) = 0 y / par. 

x-»3 x-»« 

23. Encuentre una formula para una funcion que tenga asintotas 
verticalesx = 0yx = 4y asfntotahorizontal y = 1. 

24. Un deposito contiene 550 1 de agua pura. Se bombea salmuera 

que contiene 30 g de sal por litro de agua al deposito a una 

velocidad de 25 litres por minuto. Demuestre que la concen- 

30 1 

tracion de sal t minutos despues es C(t)= -. ;Que suce- 

v 200 + t 

de con la concentracion cuando 

25. ^Es ln(x) asintotico a x cuando t —> °° ? 

26. Calcule lim x" cuando n —> °° . Describa lo que sucede. 

x 2 +l 


27. Encuentre la asintotas (si las tiene) de /(x) = 

2e x 

28. Sea /(x) =-.. Encuentre todas sus asintotas. 


x—1 


\-e x 

29. i,Que valor debe tener a para que lim 
^Cual es el valor de dicho lfmite?*"*” 


(l + q)x J +x 2 +1 
2ox 2 +x 


exista? 



FIGURA 1 


CONTINUIDAD 


Intuitivamente, decimos que una funcion es continua en un intervalo si su grafica no 
se quiebra; es decir, se puede hacer la grafica de la funcion desde un punto al otro de 
manera ininterrumpida. 

Del mismo modo, fix) es continua en x = a si en este punto la grafica no se quiebra, 
es decir, a medida que x se acerca a a, fix) se acerca a /(a), no importando como se 
acerca x a a. Fue A. L. Cauchy (1821) quien dio una formulacion materaatica para de- 
finir continuidad: 

■ Definicion 1 Una funcion fix) se dice continua en x = a si y solo si lim fix)-f (a); 

x—>a 

Ademas, decimos que f(x) es continua en un intervalo si es continua en todos los 
puntos del intervalo. 

Vimos en la seccion anterior que x n tiende a a n cuando x—y que el lfmite de la su- 
ma es la suma de los lfmites (si existen), entonces un polinomio es una funcion conti¬ 
nua en todos los reales. De este mismo modo, las funciones trigonometricas, sen(x) y 
cos (x) tambien resultan ser funciones continuas en todos los reales al igual que las fun¬ 
ciones e* y ln(x), ya que en todos estos casos vimos que lim/(x) = f{a)\. 

x—*a 
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FIGURA 2 





FIGURA 3 


EJEMPLO 1 ■ Determinacion del punto de discontinuidad 

Sea f( x )= x3 ~ l . Por algebra de lfmites se tiene que para cualquier valor x * -l, 
x + 1 . 

lim/(x) = f(a); o sea, es continua en todo punto distinto de -1. Ahora bien, no es diti- 

x— 

cil darse cuenta de que cuando x se acerca a - 1 , el numerador tiende a - 2 , pero el de- 
nominador se acerca a 0, por tanto f(x) se acerca a °° o a — Entonces no existe el 
lim /( x ), por lo tanto / no es continua en * = - 1 , es decir, x = -1 es un punto de dis- 

*-»-i 

continuidad de f(x). 

Observeraos que el hecho de que f(x) no sea continua en x = a significa que 
lim /(x) ^ / (a). Pero esto puede ocurrir de distintas maneras: 

X — 

i) Si bien existe lim/(x), este valor es distinto de f(a), en cuyo caso la discontinuidad 
se llama removible o evitable, ya que podemos redefinir la funcion de modo que sea 
continua en x = a. Esto se produce cambiando el valor de f{a) por el valor del lfmite. 

En este ejemplo hay discontinuidad evitable en x — 0 ya que el lfmite cuando x tiende 
a 0 de f(x) es 1, que es distinto del valor de la funcion en 0, que es 5/4. Para este caso 
f(x) se puede redefinir de manera que sea continua en x = 0 como: 

f(x) , x * 0 

/<X H 1 ,x -0 

4 

ii) Otra forma para que / sea discontinua en x = a es que lim/(x) no exista. Recuer 
de que esto ocurre si el lfmite es infinito o sus lfmites laterales son distintos. En 
cualquier caso la discontinuidad se denomina esencial, ya que de ningun modo se 
puede redefinir la funcion para que sea continua en x-a. 

En la figura 3 fix) tiene una discontinuidad de tipo esencial en x - 1, ya que 

lim fix) = °° y lim /(*) = -°°, luego lim /(*) no existe. 

1^1+ »-»l- 

x 2 +l, x> 0 

EJEMPLO 2 ■ Sea fix) defmida por /(x) = • podemos ver que para 

2 x-l, x <0 

cualquier valor distinto de cero, al estar fix) definida segun dos polinomios, la funcion 
es continua. Entonces el estudio sobre la continuidad de / se reduce a determinar si / 
es continua en x = 0. Pero sus lfmites laterales cuando x—>0 son distintos, ya que si se 
acerca por la derecha, el lfmite es 1 , mientras que si acerca por la izquierda es — 1 , en¬ 
tonces lira fix) no existe. Es decir, x = 0 es un punto de discontinuidad del tipo esen- 
cial. 


EJEMPLO 3 ■ Estudio de !a continuidad de h (x) 

[sen(x) 


Sea /(x)=tan(x) y g(x) definida por g(. x ) 


1 , x= 0 




CAPfrULO 10 LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


Estudiemos la continuidad de h(x) = (g o f) (x). 

Primero, h(x) — g(f(x)) = g(tan (x)). Como tan(x) = 0 si y solo si x = to con ke Rf, te- 
nemos que h(x) = 1 para estos valores. En cualquier otro caso h(x) = , es 


tan(x) 


decir h(x) se puede escribir como h(x) = 


sen(tan(x)) 


, x ^ to 


tan(x) 

1 , 


x = to 

Los unicos puntos donde h{x) podria ser discontinua son los de la forma to ya que pa¬ 
ra el resto de los puntos la funcion es el cociente de dos funciones continuas con deno- 


minador distinto de cero. Veamos si es continua en estos puntos. Para ver esto tomamos 

nos a u = 1 
sen(w) _ 


, , , , sen(tan(x)) . „ , , , 

un valor to y calculamos Iim —-———, si llamamos a u = tan(x), entonces x—>to si 


x-*ut tan(x) 


y solo si u—> 0, luego el lunite en terminos de u es lim 

»-»o u 

por lo tanto h es continua en todos los reales. 


: 1, lo cual es igual a h(kn). 


El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del algebra de lfmites. 

Teorema 1 Sean / y g funciones continuas en x = p. Entonces f+g, f-g, f.g, kf con 
keR son funciones continuas en x = p. Ademas, el cociente f/g es continuo si g(p) * 0. 

Una consecuencia directa de este teorema es que todas las funciones racionales (co¬ 
ciente entre dos polinomios) son continuas salvo en las rafces del denominador. La fun- 
cion tan(x) es continua, salvo en los multiplos impares de ixJ2. 

Lema 1 Sea / continua en p tal que f(j>) * 0. Entonces existe un intervalo centrado en 
p tal que f no cambia de signo. 


Demostraci6n: Sin perdida de generalidad, supongamos que f(p)> 0. Como f es 
continua en x = p, se tiene que lim /( x ) = f(p X lo que significa que dado cualquier 

X->P 

e>0 existe 8>0 tal que | f(x)—f(p) |<e cuando |x-p|< 8. Escogiendo 
e = f(p)/2 y usando la definicion de valor absoluto tenemos que existe 5 > 0 tal que 
f (p) ~ / (p)l 2 < f (x) < / (j>) + f (p)/2 para todos aquellos puntos que estan en el in¬ 
tervalo (p-8,p + 5). Es decir, en este intervalo, sus imagenes son mayores que 
f (P)/2 , el cual es positivo. Por consiguiente, / tiene el mismo signo que f(p) en el in¬ 
tervalo (p-d, p+8). 

Teorema 2 (de Bolzano). Sea f continua en el intervalo [a,b] tal que f(a) y f(b) tienen 
distinto signos. Entonces existe ce (a,b) tal que /(c) = 0. 

Demostracion: Sea f(a)< 0 y f(b) > 0. Sea S = {xe (a,b): /(x)< 0}, el cual es 
distinto de vacfo ya que al menos esta a. Llamemos c = supS y probaremos que f(c)= 0. 
Supongamos que /(c) 0, entonces /(c) < 0 o /(c) > 0. Por lema anterior existe un in- 



SECCI6N 10.3 CONTINUIDAD 


597 


tervalo centrado en c tal que / tiene el mismo signo de /(c). Si f(c)< 0 hay valores a la 
derecha de c para los cuales / < 0, o sea, hay valores mas grandes que c que pertencen 
a S, lo que contradice el hecho de que c=supS. Ahora si /(c) > 0, entonces hay valores 
a la izquierda de c tales que / > 0, luego c no es la menor de las cotas superiores, lo que 
contradice nuevamente el hecho de que c=supS. Por consiguiente, /(c)=0. 

EJEMPL04 a Cuando Juan tenfa 10 anos media 15 centfmetros mas que su hermano Pe¬ 
dro de 5 anos, pero cuando este cumplio los 18 anos superaba a su hermano en 3 cen¬ 
tfmetros. Pruebe que existe un tiempo en que ambos hermanos midieron lo mismo. 

SOLUCION Sea h(t) la diferencia de edad entre Juan y Pedro respectivamente segun el 
tiempo. O sea, /i(0)=15 la diferencia inicial. Pero /if 13) (es la diferencia que hay 
cuando Pedro tiene 18 anos) es la edad de Juan menos la edad de Pedro, es decir -3. 
Luego como la funcion h(t) es continua a menos que una persona pueda agregarse al- 
tura en un instante, cosa que es imposible, por el teorema de Bolzano tenemos que 
existe un valor de t entre 0 y 13 tal que h(t) = 0; es decir, la diferencia entre los her¬ 
manos en ese instante es 0. 

Teorema 3 (del valor intermedio). Sea f(x) continua en un intervalo [a,b]. Entonces 
para cada y e [/(a), fib)] existe x 6 [a,b\ tal que f(x) = y. Es decir, todo punto del in¬ 
tervalo [/(a) ,/(/>)] es alcanzado por algun valor en [a,b\ bajo la funcion f(x). 

Demostracion: Sea y e [/(a) ,/(/>)/ definimos la funcion g(x) = f(x)-y. Luego g(x) es 
continua (diferencia de funciones continuas) tal que g(a) = f(a)-y < 0 y 
g(b) = f(b)-y > 0, entonces por el teorema de Bolzano se tiene que existe x e [a,b\. tal 
que g(x) - 0, o sea f(x) - y. 

Una aplicacion interesante del teorema de Bolzano esta relacionada con las soluciones 
a las ecuaciones no lineales. En muchas oportunidades nos enfrentamos a resolver ecua- 
ciones, las cuales en general no resultan ser lineales ni menos polinomicas. Por ejemplo, el 
encontrar el punto de equilibria del mercado como la interseccion de las curvas oferta y 
demanda. Sea S(p) la oferta de los fabricantes de cierto producto al precio p y Dip) es la 
demanda de los consumidores de dicho producto al precio p. Es logico pensar que la ofer¬ 
ta es una funcion creciente en el precio y que por el contrano a medida que el precio au- 
menta la demanda disminuira. Consideremos que las funciones Dip) y Sip) son funciones 
continuas tales que I™ 1 — °°> J 7 ) — 0 y lim Dip) 0, lini Sip) , en 

consecuencia si consideramos la funcion fip) = Dip) - Sip), la cual es continua, podremos 
concluir gracias al teorema de Bolzano que existe un valor p 0 tal que f(p 0 ) = 0 ya que 
fip)~* 00 cuando p-*0 y fip)-*-°° cuando p -* °°. Es decir existe un punto de 
equilibrio del sistema. Pero no solo es importante saber matematicamente que existe, sino 
que nos gustarfa dar una aproximacion a su valor real. Para entender mejor esto, usaremos 
el siguiente ejemplo: 

Supongamos que de modo experimental hemos modelado el mercado para cierto 
producto y tenemos que la oferta y la demanda estan dadas por, S(jp) = e p — 1 y 
Dip) = 1/p 2 , respectivamente. 
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Sea f(p) = D(p)-S(p) = llp 2 -e 02p +\, luego /(l) = 2-e 02 =0.7786 >0 y 
/(2) = 1.25 — e~— 1.4683 <0.0 sea,por el teoremade Bolzano p (i e (1,2). Ahoracon- 
sideremos el punto medio del intervalo, es decir, el valor Pi = 1-5, el cual satisface que 
/(1.5) =0.0946>0, luego como f(2 ) <0, entonces por el teorema de Bolzano 
Po e (1.5,2). Ahora repetimos el proceso anterior, es decir, consideramos el punto me¬ 
dio del intervalo que en este caso es P 2 = 1 -75, el que al evaluar en la funcion se obtie- 
ne /(1.75) - -0.0925 <0.A1 ser /(1.5)>0 y /(1.75)<0 por el teorema de Bolzano 
Po e (1.5,1.75). Procedemos igual que antes y evaluamos en P3 = 1-625 > obteniendo 
/(1.625) - —0.0533 <0, luego p Q s (1.5,1.625). Enel siguinte pasocalculamos nueva- 
mente el punto medio p 4 =1.5625 y en consecuencia /(1.5625) - 0.042 > 0, luego 
Po e (1.5625,1.625), entonces en el siguiente paso una aproximacion a la solucion de 
la ecuacion f(p) = 0 es el valor p 5 = 1.59375, siendo el valor real 1.617849996. Es de¬ 
cir, con este proceso generamos una sucesion de valores p n tales que p 0 siempre esta en- 
tre p„ y p n+l y por la construction de la sucesion, es facil darse cuenta de que 
I Pn ~ Pn+ 1 K 2~"; por consiguiente p n es una sucesion convergente, la cual por construc¬ 
cion debe tener como Ifmite la solucion real de la ecuacion / (p) = 0 , que en este caso 
es 1.617849996. 


EJERCICIOS 


1-11 ■ Indique si la funcion es continua en los reales. Si no, diga 
en que puntos es discontinua y que tipo de discontinuidad presenta. 

1. f{x)-x 2 - 2x+i 


2 - /{*)=-, 


x —16 


x -Ax 


3 ■/•(*)=■ 


\lx-4a 


4. f(x) = e Ux 
2x 

6. /W =M 


7- f(x)=- 


12-21 ■ Estudie la continuidad de la funcion f(x), especificando el 
tipo de discontinuidad, si la hay. 


12 - /(*) = -^ 


3x 2 +x 


13. f(x) = x( 1+-). 

X 

14. /(x)= Sen(3jC) , 

sen(2x) 

15. f(x) = ln(4x 2 ). 


16. f(x) = cos(-). 

x 


17. /(*) = 


3x+l, x&0 

Ax’ + 2x, x = 0 


8. f(x) = ' 


18. /(*) = [-]. 

x 


9 - /W = arctgx 


10. f(x) = — 


x +x-2 


11- /(*)= 1 M 


19. f(x) = e" x . 


20. f{x) = \ 2 


1 - x, x <2 

x 2 — 2x, x>2 


1 '• /w 'iw r 
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22. Pruebe que existe al menos un numero real tal que e x = 2-x. 
^Donde esta tal numero? 

23- ^Existe un numero tal que su cuadrado sea igual a su ra£z cua- 
drada? 

24. Determine la constante c para que la funcion /(x) sea continua 
en todos los reales. 

jc< 4 
x>4 


f(x) = 


X 2 -c 2 , 
cx + 20, 


25. Halle los valores de c y d para los cuales la funcion f(x) es 
continua en todos los reales. 


/(*)■ 


2x, 

cx 2 +d, 
4x, 


x < 1 
l<x<2 
x> 2 


26-31 ■ Diga si las afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifi- 
que matematicamente sus respuestas. 

26. Si / es continua, entonces f 2 tambien lo es. 

27. Si / + g es continua en [a,b], entonces / y g son continuas en di- 
cho intervalo. 


28. lim/(x) = /(a),paratodafuncion/. 

x—»a 


29. Si f(a) = a y f(b) = b, entonces hay un valor c entre a y b tal que 
f(c) = c. 

30. Si f(x) es continua en [a,b], entonces el conjunto 
I={f(x):xe [ a,b )}, tiene maximoy rruhimo. 

31. / es continua si y solo si I/I es continua. 

sen(2x) 

32. Estudie la continuidad de /(x) = —;-. Indique (si los hay) 

x +x 

los tipos de discontinuidad que presenta y repare / para que sea 
continua donde corresponda. 

33. Utilizando el teorema del valor intermedio demuestre que 
existe un numero real tal que su cubo es 4. 

34. Demuestre que si / es continua entonces / 2 tambien lo es. 

35 . lEs cierto el recfproco de la afirmacion anterior? 

36. Si /(x) + g(x) es una funcion continua, entonces ( ',cs cierto que 
/(x) y g(x) son funciones continuas? 

37. Sea /(x) > 0, entonces demuestre que si es continua entonces 
el area comprendida entre la grafica y el eje X (entre 0 y x) es 
una funcion continua. /Qu6 sucede si f(x) tiene r.na disconti¬ 
nuidad en x = 1? 
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Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. 
Justifique sus respuestas. 

1. lim(-) = hm-um-. 

i->4 x—4 x —4 x ~* 4 x — 4 »-* 4 x—4 

2 |iiu x 2 +6x-7 to(x 2 +6x-7) 

4 - >1 x 2 +5x- 6 lim(x 2 +5x-6) 

, x—3 £}(x-3) 

3. lim—-= -c * 

x +2x-4 lim(x +2x~4) 

X—>1 v ' 

f(x) 

4. Si lim f(x) = 2 y limg(x)=0, entonces lim^-4- no existe. 

x->S JK ' J x_>5 g(X) 

fix ) 

5. Si lim/(x) = 0 y limg(x) = 0, entonces lim^j no existe. 

6. Si lim/(x)g(x) existe, entonces el limite tiene que ser /(6)g(6) 

7. Si p(x) es un polinomio, entonces lim p(x) =p(b ). 


8 . Si lim fix) = oo y lime(x)=~, entonces lim/(x) -g(x) = 0 . 

9 . Una funcion puede tener dos asintotas horizoriales. 

10 . Si la recta x=l es una asintota vertical de y -f (x), esta 
definidaen x=l. 

11. Si/(1)>0 y/(3)<0, entonces existe un numero r; entre 
1 y 3 tal que /(c) = 0. 

12 . Si/es continua en 5 y/(5)=2 y/(4)=3, entonces 
Iim/(4x 2 -11) = 2. 

13. Si/(x)>l para todo x real, entonces lim/(x) > ? (si existe). 
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EJERCICIOS 


1. Use la grafica de / que se proporciona para determinar el 
valor de cada cantidad, si existe. Si no existe, explique por 
que. 

(a) lim f(x) (b) lim /(jc) (c)lim/(x) (d)lim/(x) (e)/{5) 

x—>1- x—*1+ x—>1 x—»5 



2 . Para la funcion / cuya grafica se ilustra, repita el problema 
anterior. 

(a) limf(x) (b) lim f(x) (c) lim/fx) (d) lim/(x) (e)/(3) 

x —>0 | x—>3 - x—»3+ x—>3 



3. Repita el ejercicio anterior considerando esta nueva funcion. 

Wfin/W (h)l™/(0 (c) lim/(f) (d)l im f(t) (e) Um f(t) 


(f) Um/(t) 


■ 

m 

■ 


■ 

■ 

m 

a 

■ 

■ 

s 

■ 


■ 

■ 

m 

m 

■ 

■ 

■ 

■ 

a 

a 

■ 

a 

E 

■ 


■ 

R 

■ 

a 

■ 

n 

■ 

m 

■ 

a 


■ 

■ 

a 

a 

■ 

■ 

a 

r 


m 

mm 

■ 

a 

ml 


















4. Dado que lim/(x) = -3 , limg(jt) = 0 y lim h(x) = 8 , 

x-*a x—>a x—*a 

encuentre los lrmites que existan. Si el lfmite no existe, explique 
por que. 


(a) Umf(x) + h(x) (b)lim/(x ) 2 (c) lim lih(x) (d) 

x-*a x-*a x-*a x-*a g(x) 

eflim^ (ffUm , 

f(x ) x -‘“ h{x)-f{x) 


5. Se dan las graficas de / y g. Uselas para evaluar cada lfmite si 
existe, si no, explique por que. 


■■ 

■ 



■ 

i 

jg 

■ 




i 

■ 

i 



■ 

■ 

a 

a 



i 

■ 

■ 

■ 



■ 



B 

B 

B 

B 

■ 

E 

n 

p 

I 

B 

B 

B 

B 

a 

B 

□ 

L 

ft 

B 

_ 

_ 

m 

B 

m 

■ 

B 

B 

ii 


(a) lim/Ct) +g(x) (b) lim/(x) + g(x) (c)lim/(x)g(x) 

x—>2 x —>1 x—»0 

(d) limYY (e)Bmx 3 /(x) (f)lim 

6 . (a) A partir de la grafica de /, establezca los puntos donde / 
es discontinua y explique por que. 

(b) Para cada uno de los puntos que se determinaron en el 
inciso anterior, determine si / es continua. 



7. A partir de la grafica de/, de los intervalos sobre los que/es 
continua. 



8-26 Calcule los siguientes lfmites. 

8. lim -Jb-x-l 

x —>2 « 

x — 2 

9. lim 1_*_ 

X X~hX 2 

10 . lim (*+2) 4 -16 

M0 x 

11- lim xln(x). 

i->0+ 
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.. 1 1 

12. lim-. 

x I x I 


13. lim V x 4 + x s sen 

t—>o 

14. lim 

I ^° sen(x) 

K 

- x 

15. lim -3-. 

x-£ cos(x) 

2 

16. lim x+tg(x) . 

sen(x) 

17. lim MM. 

sen(2x) 


18 . lim -—-. 

x->l x — l 

19. lim 1 ~ c » s (f 2 i 

*-*> e X —1 

20. lim Dx-fl*flD 


21. Pruebeque lim xcos( ) = 0. 

*->® x 


22 5s 

23. Calcule lim sen ( x ) . 

x 


24. Calcule lim e x x . 

25. limtan~'(x 2 -x 4 ) 

X—»“ , 

26. Calcule lim e" 2x cos(x). 

x—»•*> 

27. Encuentre las aslntotas horizontales y verticales de la curva: 

2x 2 +x-l 

, 2e x 

28. Repita el problema antenor para la curva y =—- 

e -5 

29. (a) Estime el valor de lim Vx 2 +x + l + x dibujando la funcion 

_ x-»— 

/(x) = Vx 2 +x + 1 + x 

(b) Use una tabla de valores de f(x) para conjeturar el valor 
del limite. 

(c) Pruebe su conjetura. 


30. (a) Use la grafica de f(x) = \l 3x 2 +8x + 6 -%/3x 2 +3x+l para 
estimar el valor de lim/ (x). 

(b) Use una tabla de valores de f(x ) para estimar el limite 
hasta cuatro decimales. 

(c) Halle el valor exacto del limite. 

31. Estime la aslntota horizontal de la funcion 

ff x \_ -* x +500x— - Calcule la ecuacion de la 

x 3 + 500x 2 + lOOx + 2000 

aslntota evaluando el limite. ^Como expbcarla esta discrepancia? 

32. Encuentre lim/ (x), si para todo x >1 se tiene que 

5-v/x , 10e x -21 

33. En la teoria de la relatividad, la masa de una paitlcula con velocidad 
v es m = m ° donde m D es la masa de una partlcula en 

estado de reposo y c es la velocidad de la luz. ^Que pasa 
cuando v -> c - ? 

4 X 2 — 5x 

34. (a) Demuestre que lim-r-= 2. 

«-»- 2x 2 +1 

(b) Usando la definition de limite, encuentre un natural N tal 

4^2_ 

que —->1.9 cuando x > N .; Que pasa si reemplazamos 

2 x 2 +1 
1.9 por 1.99? 

35. Estudie la continuidad de /(x) = — f"-* —\. Clasifique los 
puntos de discontinuidad, si los hay. 

36. Pruebe que la funcion /(x) = — no es continua en x = 0. 

1*1 

37. Estudie la continuidad /(x) = —5-p. Clasifique los puntos de 

l + e* 

discontinuidad, si los hay. 

{ ■J-x si x < 0 

3—x si 0<x<3 • 

(x-3 ) 2 si x>3 

(a) Evalue cada limite, si exist©. 

(i) Um/(x) (ii)Um/(x) (iii)lim/(x) (iv)Jim/(x) (v)Jim/(x) 
(vi)Um/(x) 

(b) ^Donde es discontinua? 

(c) Trace la grafica de/. 

39. Usando el teorema del valor intermedio, pruebe que hay un 
numero real tal que la suma de el con su inverso 
multiplicativo es igual a su cuadrado. 

40. Usando el teorema del valor intermedio, pruebe que hay al 
menos una ralz de la ecuacion 2x 5 - 4x2 + 3 = 0. ^Hay mas de 
una ralz? 
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CAPfTULO 10 LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 


41. (a) Demuestre que la fiincion /(jc)=bcl es continua en todos los 
reales. 

(b) Compruebe que si f es una funcion continua sobre un 
intervalo, entonces tambien lo es I/I. 

(c) ^Es cierto el reciproco de la afirmacion anterior? 


42. Un monje tibetano sale del monasterio a ias 7:00. y emprende 
su camino habitual a la cima de la montana a donde llega a las 
19:00. La mahana siguiente inicia el regreso desde la cima por 
la misma ruta a las 7:00 y llega al monasterio a las 19:00. 
Usando el teorema del valor intermedio demuestre que existe 
un punto a lo largo de la ruta que el monje cruzara 
exactamente a la misma hora en ambos dfas. 


EXAMEN 


1. Considers las graficas siguientes: 

a ) 



-2 -1 / \ 1 2 3 -3 


;.i !?v'' v 4- 




2 - 


-3 ~ 




1 2 


- x 2 si x < 1 


Sean /(x) = 3 si x=l , g(x)=j ,Kx)--^-3, 

i —— + 1 si x>l 

—(x+1) si x>l I x 2 —1 


si x<l 


j(x)=-r- y r(x)H x 


si x< 1 
si x>l 


(a) Relacione cada grafica con una de las funciones dadas. Justifique matematicamente sus 
respuestas. 

(b) De los graficos anteriores diga en que puntos la funcion es discontinua y que tipo dc 

discontinuidad se presenta. i i r x s j ^<0- 

2. Sean f y g dos funciones definidas por:/(x) = —-— ygW = i 2 - ■ > 

(a) Halle la funcion h (x) = (fog) (x) 

(b) /Para que valores de x es continua /*? 





3. Calcule los siguientes h'mites: 


(a) limf-- -—— 
x Ijc| 


(b) lim 


f tan(x—Jt)^ 

l *- 1 J 


(c) lim — 

*-»' x 


W “5 

"V ~4 

W 'ST^i 


. f (a 2 — l)x 3 + ax +1 


4. /.Para que valores d e ae IR, existe lim -- 

lunite. 5x + 2 * 


? Para esos valores calcule el 


5. Calcule los siguientes h'mites: 

/ , tan(<ax) 

w !ss» 

(b) lim W ' 

*-*•* x 1 + x 

ax + l si x<0 

co s senbx-jfsenb . n . 

6- Sea ■/(*)= ■{ -— si 0<x<l, 

ax 

x 2 +2 a si x > 1 

Encuentre los valores de a y b, si existen, tal que f sea continua en todos los reales. 

7. <,De que manera se tendrfa que definir la funcion f (x) = —p para que sea continua en 

todos los reales? l+e^ 

8. Estudie la continuidad de f( x ) = sen ^ x ^ . Indique (si los hay) los tipos de discontinuidad 


que presenta y repare f(x) para que sea continua donde corresponda. 







CONTEO 

Y PROBABILIDAD 


La probabilidad es el estudio 
matematico del azar y los procesos 
aleatorios. Las leyes de la 
probabilidad son esenciales para 
comprender campos como la genetica, 
las encuestas de opinion, los juegos de 
azar y muchos mas. 


Cuando no podemos determinar que es verdad, deberiamos apegarnos a lo 


que es mas probable 


RENE DESCARTES 







En muchos asuntos de matematicas interviene el conteo. Por ejemplo, ^de cuantas ma- 
neras se puede seleccionar un comite de dos hombres y tres mujeres de un grupo de 35 
hombres y 40 mujeres? ^Cuantas placas de identification distintas se pueden hacer con 
tres letras seguidas de tres numeros? ^Cuantas manos de poquer es posible tener? 

En relacion muy estrecha con los asuntos del conteo estan los de probabilidad. 
Examinaremos preguntas como las siguientes: si se elige un comite de cinco personas 
al azar, entre un grupo de 35 hombres y 40 mujeres, ^cuales son las posibilidades de que 
no haya mujeres en el comite? ^Cual es la posibilidad de obtener un poquer jugando 
a las cartas? Al estudiar la probabilidad asignaremos un significado matematico pre- 
ciso a frases tales como “^cuales son las oportunidades de ...?” y “^cual es la certeza 
de . . .? 



Bajfo 



Colorado 


PRINCIPIOS DE CONTEO __ 

Hay tres pueblos, Arenal, Bajfo y Colorado, ubicados de tal modo que dos carreteras 
unen a Arenal con Bajfo y tres unen a Bajfo con Colorado. ^Cuantas rutas distintas 
puede uno tomar para ir de Arenal a Colorado pasando por Bajfo? La idea clave para 
contestar esta pregunta es examinar el problema en etapas. Primero, de Arenal a Bajfo, 
hay dos opciones. Para cada una de ellas, hay tres opciones en la segunda etapa, de 
Bajfo a Colorado. Por tanto, la cantidad de rutas distintas es 2 x 3 = 6. Esas rutas se deter- 
minan en forma adecuada mediante un diagrama de arbol, como el de la figura. 1. 


FIGURA 1 
Diagrama del arbol 



C 

C 

C 

C 

C 

C 


Ruta 

px 

py 

pz 

qx 

qy 

qz 


El metodo que empleamos para resolver este problema conduce al siguiente prin- 
cipio: 


PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL CONTEO 


Cuando dos eventos suceden uno tras otro. si el primero puede suceder en m 
formas y el segundo en n formas (despues de haber sucedido el primero), enton- 
ces ambos pueden suceder, uno tras otro, en m x n formas distintas. 
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CAPfTULO 11 CONTEO Y PROBABIL1DAD 


Hay una consecuencia inmediata de este principio, para cualquier cantidad de eventos: 
Si E x , E 2 , - - -, E k son eventos sucesivos, y si E x puede suceder en n x formas, E , en 
n 2 formas, etcetera, todos juntos uno tras otro pueden suceder de n , x n 2 x • • • xn k 
maneras distintas. 

EJEMPLO 1 ■ Aplicacion del principio fundamental de conteo 

En una neverfa se offecen tres tipos de barquillo y helados de 31 sabores. ^Cuantos 
helados distintos se pueden comprar? 

SOLUCION Se deben hacer dos elecciones: el tipo de barquillo y el sabor de la 
nieve. En la primera etapa se escoge un tipo de barquillo, y en la segunda se escoge 
un sabor. Podemos imaginar que las distintas etapas son cuadros. 



t 

t 



Etapa 1 

Etapa 2 j 

tipo de barquillo 

sabor 


El primer cuadro se llena de tres maneras, y el segundo de 31 maneras: 


3 

31 

I | 


T 

t 



Etapa 1 

Etapa 2 


Asf, segun el principio fundamental de conteo, hay 3 x 31 = 93 maneras de pedir una^ 
nieve en esta neveria. 


EJEMPLO 2 ■ Aplicacion del principio fundamental del conteo 

En un estado, las placas de los automoviles tienen 3 letras seguidas de 3 dfgitos. 
^Cuantas placas se pueden tener si 

(a) se permite repetir letras? (b) no se permite repetir letras? 

SOLUCION 

(a) Se pueden hacer 6 elecciones, una por cada letra o por cada dfgito. Como en el 
ejemplo anterior, trazaremos un cuadro para cada etapa: 


26 

26 

26 

10 

10 

10 

t 


Letras Dfgitos 


En la primera etapa se elige una letra (de 26 opciones posibles*); en la segunda, 
otra letra (de nuevo entre 26 opciones); en la tercera, otra letra (26 opciones); en 
la cuarta un dfgito (de 10 opciones posibles); en la quinta, un dfgito (de nuevo 


*En todos los problemas no se consideran las letras ch, 11, y n. 
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entre 10 opciones) y en la sexta etapa, otro dfgito (10 opciones). Segun el 
principio fundamental del conteo, la cantidad de placas distintas es 

26 x 26 x 26 x 10 x 10 x 10 = 17,576,000 

(b) Si no se permite repetir letras, las opciones se pueden representar como sigue: 


26 25 24 10 10 10 

_1___I 

Letras Dfgitos 

En la primera etapa tenemos 26 letras para elegir, pero una vez seleccionada la 
primera letra, solo quedan 25 para elegir en la segunda etapa. Una vez elegidas 
las dos primeras letras, quedan 24 para la tercera etapa. Los dfgitos se determinan 
como antes. Ast, la cantidad de placas distintas posibles en este caso es 

26 x 25 x 24 x 10 x 10 x 10 = 15,600,000 ■ 

Ejemplo 3 ■ Empleo de la notacion factorial 

^De cuantas formas distintas puede terminar una competencia entre seis corredores? 
Suponga que no hay empates. 

SOLUCION Hay seis opciones posibles para el primer lugar, cinco para el segundo, 
porque despuds de haberse decidido el primer lugar solo quedan cinco corredores; hay 
cuatro opciones para el tercer lugar, y asf sucesivamente. De acuerdo con el principio 
fundamental de conteo, la cantidad de opciones distintas en la que puede terminar 
esta carrera es 

La notacion factorial se explica algunas 

paginas mas adelante. 6x5x4x3x2x1=61 = 720 m 





4. En una carrera se inscriben ocho caballos. 

(a) ^Cuantos ordenes distintos es posible tener en los lugares 
de la carrera? 

(b) <;De cuantas formas distintas se pueden decidir los tres 
primeros lugares? (Suponga que no hay empates.) 


2. ^Cuantas “palabras” de 3 letras (cadenas de 3 letras) se pue 
den formar con las 26 letras del alfabeto si la repeticion de 
letras 

(a) se permite? (b) no se permite? 

3. £ Cuantas “palabras” de 3 letras se pueden formar con las 
letras WXYZ si la repeticion de letras 

(a) se permite? (b) no se permite? 


5. Un examen de opcion multiple tiene cinco preguntas con 
cuatro opciones en cada una. ^De cudntas formas distintas se 
puede contestar este examen? 

6. Los numeros telefonicos constan de 7 dfgitos; el primero de 
ellos no puede ser 0 ni 1. ^Cuantos numeros telefonicos son 
posibles? 

7. ^De cuantas formas distintas puede terminar una carrera de 
cinco corredores? (Suponga que no hay empates.) 


1. Un senor vende helados en un carrito por las aceras. Ofrece 
de vainilla, chocolate, fresa y pistache, servidos en un cono 
sencillo, doble o triple. ^Cuantos helados distintos se le pue¬ 
den comprar? 
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CAPITULOII CONTEO Y PROBABILIDAD 


8. ^De cuantas formas pueden sentarse cinco personas en una 
fila de cinco butacas? 

9. En un restaurante se ofrecen cinco platillos principales, ocho 
bebidas y tres postres. ^Cuantas comidas distintas ofrece, for- 
madas por un platillo, una bebida y un postre? 


guida por 2 digitos. ^Es posible asignarle una clave distinta 
con este esquema? Explique por que. 

20. Un equipo de beisbol tiene un cuerpo de cinco ianzadores y 
tres receptores: ^Cuantos pares lanzador-receptor puede selec- 
cionar el entrenador de entre ellos? 


10. i,De cuantas maneras se pueden colocar cinco libros distintos 
de matemdticas, en un librero? 

11. Los pueblos A, B, C y D estan ubicados de tal forma que hay 
cuatro carreteras de A a B, cinco de B a C y seis de C a D. 
^Cuantas rutas distintas hay del pueblo A al pueblo D, pasan- 
do por los pueblos B y C? 

12. En una familia con cuatro hijos, ^cuantas secuencias de na- 
cimientos tiene la combinacion hombre-mujer? Las secuencias 
HHHM y HHMH son distintas. 

13. Se lanza una moneda cinco veces y se anota la sucesion de 
caras y, cruces. ^Cuantos son los posibles sucesos? 

14. Se lanzan dos dados, uno rojo y otro bianco, y se anotan los 
numeros que se obtienen. ^Cuantos resultados son posibles? 



15. Se lanzan un dado rojo, uno azul y uno bianco, y se anotan los 
numeros que se obtienen. ^Cuantos resultados son posibles? 

16. De una baraja (52 naipes) se escogen dos cartas. <,De cuantos 
modos se pueden escoger si 

(a) la primera carta debe ser espada y la segunda debe ser 
corazon? 

(b) ambas cartas deben ser espadas? 

17. Una muchacha tiene cinco faldas, ocho blusas y 12 pares de 
zapatos. ^Cuantas combinaciones distintas de falda-blusa-zapa- 
tos puede usar? Suponga que cada prenda va con las demas, 
por lo que se puede usar cualquier combinacion. 


21. En el estado de California, las placas de los automoviles tie- 
nen un digito distinto de cero, seguido por 3 letras y despues 
por 3 dfgitos. ^Cuantas placas distintas son posibles con este 
sistema? 


- CALIFORNIA r"- 

2NEH341 

• _ a 


22. Un candado de combinacion tiene 60 posiciones distintas. 
Para abrirlo, se gira la rueda en sentido de las manecillas del 
reloj hasta llegar a un numero, despues en sentido contrario, y 
por ultimo a un tercer numero en direccion de las manecillas. 
Si los numeros sucesivos de la combinacion no pueden ser 
iguales, ^.cuantas combinaciones distintas son posibles? 



23. Un examen de verdadero-falso contiene 10 preguntas. ^De 
cuantas maneras se puede contestar este examen? 

24. Una agencia automotriz ofrece cinco modelos. Cada modelo 
se puede pedir en cuatro colores distintos, tres estereos dis¬ 
tintos, con o sin aire acondicionado, y con o sin quemacocos. 
^De cuantas formas distintas puede pedir un cliente su auto- 
movil en esta agencia? 


18. La clave de identificacion de un empleado esta formado por 
una letra seguida de 3 digitos. ^Cuantos numeros distintos de 
identificacion son posibles con este sistema? 

19. Una empresa tiene 2,844 empleados. A cada uno se le va a 
asignar una clave de identificacion, formada por una letra se- 


25. En el archivo de una universidad se clasifica a los alurnnos 
de acuerdo a su area de especialidad, su area basica, por el 
ano que cursan (1,2, 3 o 4), y por su sexo (H, M). Cada alum- 
no debe elegir una especialidad y un area basica, entre los 32 
campos que se ensenan allf. ^Cuantas clasificaciones distintas 
son posibles para un estudiante? 
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26. ^Cuantos monogramas formados por 3 letras son posibles? 

27. Un estado tiene ocho millones de automoviles registrados. 

Para simplificar el sistema de placas de identificacion, un 
empleado estatal sugiere que cada placa solo muestre 2 letras 
seguidas por 3 digitos. ^Se tendran placas suficientes con este 
sistema, para todos los vehfculos registrados? 

28. Un sistema de placas de automovil en cierto estado tiene seis 
lugares. Cada placa comienza con una cantidad fija de letras, 
y los lugares restante se llenan con digitos. Por ejemplo, una 
letra seguida por 5 digitos, 2 letras seguidas por 4 digitos, y 
asi sucesivamente. En el estado hay registrados 17 millones 
de vehfculos. 

(a) El estado va a cambiar a un sistema formado por una letra 
seguida por 5 digitos. ^Permitira este sistema tener bastan- 
tes placas diferentes para ponerlas en todos los vehfculos 
registrados? 

(b) Proponga un sistema que sea suficiente, que use la canti¬ 
dad minim a de letras posible. 

29. iDe cuantas maneras se pueden elegir un presidente, un 
vicepresidente y un secretario en una clase de 30 alumnos? 

30. ^De cuantas maneras pueden elegirse un presidente, un vice¬ 
presidente y un secretario entre una clase de 20 mujeres y 
30 hombres, si el presidente debe ser mujer y el vicepresi¬ 
dente hombre? 

31. Un subcomite del Senado esta formado por 10 democratas y 
siete republicanos. <,De cuantas maneras se pueden elegir un 
director, un subdirector y un secretario, si el director debe 
ser democrata y el subdirector debe ser republicano? 

32. Los numeros del Seguro Social estan formados por nueve 
digitos, y el primer digito puede ser de 0 a 6 inclusive. 
^Cuantos numeros de seguro son posibles? 

33. Se forman “palabras” de 5 letras, con las letras A, B, C, D, E, 
F y G . ^Cuantas palabras son posibles para cada una de las 
siguientes condiciones? 

(a) Sin condicion alguna. 

(b) En una palabra no se puede repetir letra alguna. 

(c) Cada palabra debe comenzar con la letra A . 

(d) La letra C debe estar en medio (debe ser la tercera). 

(e) La tercera letra debe ser vocal. 


letra y el segundo cualquier letra o digito. iCuantos nombres 
de variables es posible tener? 

36. ^Cuantas palabras de codigo distintas, de 3 caracteres, for- 
madas por letras o digitos, es posible tener con los siguientes 
sistemas de codificacion? 

(a) El primer elemento debe ser una letra. 

(b) El primer elemento no debe ser cero. 

37. ^De cuantas maneras se pueden sentar cuatro hombres y 
cuatro mujeres en una fila de ocho butacas en cada uno de 
los siguientes casos? 

(a) Las mujeres se deben sentar juntas, y los hombres se 
deben sentar juntos. 

(b) Se deben sentar con genero altemado. 

38. ^De cuantas maneras se pueden colocar cinco libros distintos 
de matematicas en un anaquel, de manera que queden juntos 
los dos libros de algebra? 



39. En una repisa se ponen ocho libros de matematicas y tres de 
quimica. ^De cuantas maneras se pueden ordenar, si los libros 
de matematica deben estar juntos y los de quimica deben estar 
juntos? 

40. Se forman numeros de 3 cifras con los digitos 2,4, 5 y 7, 
y se permite repetir digitos. ^Cuantos numeros se pueden 
formar si 

(a) los numeros deben ser menores que 700? 

(b) los numeros deben ser pares? 

(c) los numeros deben ser divisibles entre 5? 

41. ^Cuantos numeros impares de 3 cifras se pueden formar con 
los digitos 1,2,4 y 6, si no se permite repetir? 


34. ^Cuantos palindromas de 5 letras es posible formar? Un pa- 
lindroma es una cadena de letras que se lee igual hacia 
delante y hacia atras, como por ejemplo XCZCX. 

35. Cierto lenguaje informatico permite que los nombres de va¬ 
riables consistan de 2 caracteres, siendo ei primero cualquier 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


42. Pares de iniciales Explique por que, en cualquier grupo de 
677 personas, habra cuando menos dos que tengan el mismo 
par de iniciales. 
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Codigos de area Hasta hace poco, los codigos telefonicos de 
area en Estados Unidos, Canada y las islas del Caribe se deter- 
minaban con las siguientes reglas: (i) el primer dfgito no 
puede ser 0 ni 1, y (ii) el segundo dfgito debe ser 0 o 1. Pero 
en 1995 se abandono la segunda regia cuando se introdujo el 
codigo de area 360 en partes del oriente de Washington. Desde 
entonces se han comenzado a usar muchos otros codigos de 
area que violan la regia (ii), aunque la regia (i) sigue vigente. 


(a) ^Cuantas combinaciones de codigo de area + numero tele- 
fonico son posibles de acuerdo con las reglas anteriores? 
(Vease la description de los numeros telefonicos locales 
en el ejercicio 6.) 

(b) ^Cuantas combinaciones de codigo de area + numero 
telefonico son posibles de acuerdo con las reglas 
nuevas? 

(c) £Por que cree que fue necesario hacer este cambio? 



nw 

PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 





En esta section examinaremos dos casos especiales importantes del principio de multi- 
plicacion: las permutaciones y las combinaciones. 


jjj PERMUTACIONES 


Permutaciones de 
tres cuadros distintos: 



Una permutation de un conjunto de objetos distintos es un ordenamiento de esos 
objetos. Por ejemplo, algunas de las permutaciones de las letras ABCDWXYZ son las 
siguientes: 

XAYBZWCD ZAYBCDWX DBWAZXYC YDXAWCZB 

^Cuantas permutaciones son posibles? Como hay ocho altemativas para la primera 
position, siete para la segunda (ya se ha elegido la primera), seis para la tercera (ya se 
eligieron las dos primeras), etcetera, de acuerdo con el principio fundamental de con- 
teo, la cantidad de permutaciones posibles es 

8x7x6x5x4x3x2xl= 40,320 

Este mismo razonamiento, si se maneja n en vez de 8, conduce a la siguiente observation. 


La cantidad de permutaciones de n objetos es n ! 


^Cuantas permutaciones formadas por 5 letras se pueden tener con esas mismas ocho 
letras? Algunas de esas permutaciones son 

XYZWC AZDWX AZXYB WDXZB 

De nuevo, hay ocho altemativas para la primera posicion, siete para la segunda, seis 
para la tercera, cinco para la cuarta y cautro para la quinta. Segun el principio funda¬ 
mental de conteo, la cantidad de permutaciones es 

8 x 7 x 6 x 5 x 4 = 6720 

En general, si un conjunto tiene n elementos, el numero de formas de ordenar a r ele- 
mentos del conjunto se representa con P(njr) y se llama numero de permutaciones 
de n objetos tornados de r en r. 
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Acabamos de mostrar que P(8, 5) = 6720. Con los mismos argumentos podemos 
deducir una formula general de Pin, r). En realidad, hay n objetos y r lugares para 
colocarlos. Por tanto hay n altemativas para la primera posicion, n - 1 para la segun- 
da, n - 2 para la tercera, y asf sucesivamente. La ultima posicion se puede llenar en 
n - r + 1 maneras. De acuerdo con el principio fundamental de conteo, 

P{n, r) = n(n - 1) (n - 2) • • • (n - r + 1) 

Esta formula se puede escribir en forma mas compacta con la notation factorial: 

P(n, r) = n(n - 1) (n - 2) - • • (n - r + 1) 

n(n — l)(n — 2) - * ■ (n — r + 1)(« —/•)••■ 3-2-1 n\ 

(n — r) ■ ■ ■ 3-2-1 (n - r)\ 



EJEMPLO 1 ■ Calculo del numero de permutaciones 

Un club tiene nueve miembros. <,De cuantas maneras pueden elegirse un presidente, 
un vicepresidente y un secretario entre ellos? 

SOLUCION Se debe conocer el numero de formas de seleccionar tres miembros en 
orden para los puestos de presidente, vicepresidente y secretario, entre los nueve 
miembros del club. Ese numero es 


P(9, 3) = 


(9-3)! 


= — 1 = 9x8x7x = 504 


EJEMPLO 2 H Calculo del numero de permutaciones 

Se deben seleccionar en orden cuatro boletos de una rifa, de entre 20 que hay en un 
sombrero. El que tenga el primer boleto gana un automovil, el segundo gana una 
motocicleta, el tercero una bicicleta y el cuarto una patineta. ^De cuantas formas dis- 
tintas se pueden ganar esos premios? 

SOLUCION El orden en que se sacan los boletos determina quien gana cada premio. 
Es decir, se necesita calcular el numero de formas de seleccionar cuatro objetos en 
orden entre 20 objetos (los boletos). Ese numero es 


20 ' 20 ' 

Pi 20, 4) = = = 20 x 19 x 18 x 17 = 116,280 « 
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PERMUTACIONES DISTINGUIBLES 

Si hay un conjunto de 10 pelotas, cada una de un color distinto, el numero de permuta- 
ciones de esas pelotas es P(10, 10) = 10! Si las 10 pelotas son rojas, solo hay una 
permutacion distinta, porque se ven igual con todas las maneras de ordenarlas. En ge¬ 
neral, cuando se maneja un conjunto de objetos, algunos de los cuales son iguales, dos 
permutaciones son distinguibles si una de ellas no se puede obtener de la otra al inter- 
cambiar las posiciones de los elementos iguales. Por ejemplo, si hay 10 pelotas de las 
cuales seis son rojas y las otras cuatro son de un color distinto cada una, ^cuantas per¬ 
mutaciones distinguibles son posibles? En este caso la clave es que las pelotas del 
mismo color no se pueden distinguir entre si. Por consiguiente, cada reacomodo de las 
bolas rojas, estando fijas las demas, es esencialmente la misma permutacion. Como 
hay 6! rearreglos de las bolas rojas para cada position fija de las demas, la cantidad 
total de las permutaciones distinguibles es 10!/6! Con este argumento podemos llegar a 
la siguiente regia general: 


PERMUTACIONES DISTINGUIBLES 


Si un conjunto de n objetos consiste en k tipos distintos de objetos con n j 
objetos del primer tipo, n 2 del segundo, « 3 del tercero, etcetera, siendo 
- . r . , . W(t = «, el numero de permutaciones distinguibles de esos 


*1 + n 2 + 


objetos es 




n\ 






. f - 




■n k \ 


EJEMPLO 3 ■ Calculo del numero de permutaciones distinguibles 

Calcule el numero de formas distintas de colocar 15 pelotas en una fila, si cuatro son 
rojas, tres son amarillas, seis son negras y dos son azules. 

SOLUCION Se data de determinar el numero de permutaciones distinguibles de esas 
pelotas. De acuerdo con la formula, ese numero es 


15! 

4! 3! 6! 2! 


6,306,300 


Supongamos que hay 15 bolas de madera en una fila, y cuatro colores de pintura: 
rojo, amarillo, negro y azul. ^De cuantas formas distintas se pueden pintar para que 
haya cuatro rojas, tres amarillas, seis negras y dos azules? Con un poco de deduccion 
veremos que es exactamente el mismo numero que se calculo en el ejemplo 3. Sin 
embargo, esta forma de plantear el problema es algo distinta. Se trata de conocer el 
numero de formas de hacer una particion de las pelotas en cuatro grupos, cada uno 
conteniendo 4,3,6 y 2, que se van a pintar, respectivamente, de rojo, amarillo, negro y 
azul. El siguiente ejemplo indica como se usa este razonamiento. 
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Ronald Graham nacio en Taft, 


- California, en ,1935. Es considerado el 
‘ principal matematico del mundo en 
el campodcl analisis combinatorio, la 
' rania de las malematicas quo cstudia el 
conlco Durante muchos anos Graham 
fue jefe del Centro de Estudtos Ma- 
tematicos de los Laboratories Bell en 
Murray Hill, New Jersey. Alii resolvio 
muchos problemas que se le presen- 
.taron a la induslria telefonica. Durante 
el programa Apollo, la NASA nece- 
sitaha evaluar prograrnas de misiori, 
de tal manera que los astronautas a 
C-fbordo tnyieran tiempo para ejecutar 
todas las tareas necesarias. La canti- 
dad de maneras de asignar esas tareas 
era astronomical demasiado grande 
hasta para que las clasificara una com- 
, putadora. Graham, con sus conoci- 
mientos del analisis combinatorio, 
pudo asegurar a la NASA que habfa 
formas faciles de resolver su proble- 
ma, que no se alejaban mucho de la 
; mejor solution posiblc. Ademas de ser 
un matematico prolifico, Graham es 
consumado malabarista, y ha sitlo pre 
sidente de la Asociacion Intemacional 
de Malabaristas. 


EJEMPLO 4 8 Calculo del numero de patrones 

Se van a asignar 14 obreros de construccion a tres tareas distintas. Se necesitan siete 
para mezclar el mortero, cinco para colocar ladrillos y dos para llevar los ladrillos a 
los colocadores. ^De cuantas maneras distintas se pueden asignar los trabajadores 
a esas tareas? 


SOLUCION Se necesita hacer una particion de total de trabajadores en 3 grupos 
que contengan 7,5 y 2 trabajadores, respectivamente. El numero de formas de ha- 
cerlo es 


14! 

7! 5! 2! 


= 72,072 


8 


COMBINACIONES 


A1 determinar permutaciones nos interesa la cantidad de maneras de ordenar eiementos 
de un conjunto. Sin embargo, en muchos problemas de conteo no es importante el 
orden. Por ejemplo, una mano de poquer es la misma independientemente de como 
se ordene. Un jugador de poquer que le interese el numero posible de manos se interesa 
en saber el numero de formas de sacar cinco cartas entre 52, sin considerar el orden en 
el que salgan las cartas de determinada mano. En esta seccion deduciremos una < yr tmla 
para contar en casos como este, donde el orden no importa. 

Una combinacion de r eiementos de un conjunto es cualquier subconjumo de cle- 
mentos, sin tener en cuenta su orden. Si el conjunto tiene n eiementos, el numero de 
combinaciones de r eiementos se representa por C(n,r) y se llama numero de com- 
binaciones de n eiementos tornados derenr. 

Por ejemplo, veamos un conjunto con los cuatro eiementos A, B, C y D. Las com¬ 
binaciones de esos cuatro eiementos tornados de tres en tres son 


ABC ABD ACD BCD 


Las permutaciones de esos eiementos tornados de tres en tres son 


ABC 

ABD 

ACD 

BCD 

ACB 

ADB 

ADC 

BDC 

BAC 

BAD 

CAD 

CBD 

BCA 

BDA 

CDA 

CDB 

CAB 

DAB 

DAC 

DBC 

CBA 

DBA 

DCA 

DCB 


Vemos que el numero de combinaciones es bastante menor que la de permutaciones. De 
hecho, cada combinacion de tres eiementos genera 3! permutaciones. Entonces 


C(4,3) = 


m 3) 
3! 


4! 

3!(4 - 3)! 


= 4 
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En general, cada combinacion de r objetos da lugar a r ! permutaciones de ellos. Asf: 

P(n, r ) _ ft! 


C(«, r) = 


r! /•!(« —r)! 


COM BIN ACIONES DE « OBJETOS TOMADOS DE r EN r 



La diferencia principal entre permutaciones y combinaciones es el orden. Si nos 
interesan arreglos ordenados, quiere decir que estamos contando permutaciones, pero si 
lo que nos ocupan son subconjuntos sin considerar el orden, quiere decir que estamos 
contando combinaciones. Compare los ejemplos 5 y 6 a continuation, donde no intere- 
sa el orden, con los ejemplos 1 y 2, donde si importa el orden. 

EJEMPLO 5 ■ Calculo del numero de combinaciones 

Un club tiene nueve miembros. /,De cuantas formas se puede elegir un comite de tres 
entre los miembros de ese club? 

SOLUCION Se necesita calcular el numero de formas de elegir tres miembros de los 
nueve. En este caso no importa el orden, porque el comite sera igual sin importar 
como se ordenan sus miembros. Asi, se desea conocer el numero de combinaciones 
de nueve objetos (lbs miembros del club) tornados de tres en tres. Ese numero es 


C(9,3) = 


9! 


9! 9x8x7 


3!(9 - 3)! 3! 6! 3x2x1 


= 84 


EJEMPLO 6 ■ Calculo del numero de combinaciones 

En una rifa hay 20 boletos en un sombrero y se deben sacar cuatro al azar. Los posee- 
dores de los boletos se van a ganar viajes gratis a las Bahamas. /,De cuantas formas 
pueden salir los ganadores? 


SOLUCION Se debe calcular el numero de formas de elegir cuatro ganadores de 20 
elementos. El orden en el que se tomen los boletos no importa, porque cada uno de 
los ganadores obtiene el mismo premio. En consecuencia, se desea calcular el numero 
de combinaciones de 20 objetos (los boletos) tornados de cuatro en cuatro. Esa can- 
tidad es 


C(20,4) = 


20! 

4!(20 - 4)! 


20! 
4! 6! 


20x19x18x17 

-—-— = 4845 

4 x 3 X2x1 


Si un conjunto S tiene n elementos, entonces C(n, k) es ei numero de formas de 
tomar k elementos de S , esto es, el numero de subconjuntos de S que tienen k ele- 
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mentos. El numero de subconjuntos de S que tienen todos los tamanos posibles se de- 
tennina con la suma 

C(n, 0) + C(n, 1) + C(n, 2) + • - - + C(n, n) = 2 n 


Un conjunto con n elementos tiene 2" subconjuntos. 


EJEMPLO 7 a Calculo del numero de subconjuntos de un conjunto 

Una pizzeria ofrece la misma pizza basica de queso y un conjunto de 16 aderezos. 
^Cuantas pizzas distintas se pueden pedir en esta pizzeria? 

SOLUCION Se necesita conocer el numero posible de subconjuntos de los 16 adere¬ 
zos, incluyendo al subconjunto vacfo, que corresponde a una pizza sencilla de queso. 
Asf, se pueden hacer 2 16 = 65,536 pedidos distintos de pizzas. @ 

El paso principal para resolver problemas de conteo es decidir cuando se usan las 
permutaciones, las combinaciones o el principio fundamental de conteo. 


LINEAMIENTOS PARA USAR PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 

Cuando se desea calcular el numero de formas de escoger r objetos de n obje- 
tos, hay que preguntarse: ^Importa el orden? 

Si el orden sf importa, se usan permutaciones. 

Si el orden no importa, se usan combinaciones. 


EJEMPLO 8 ■ Problema donde intervienen permutaciones y combinaciones 

Una clase de 20 alumnos va a elegir un comite de siete, formado por un presidente, 
un vicepresidente, un secretario y cuatro vocales. ^De cuantas formas se puede elegir 
ese comite? 

SOLUCION Para elegir los tres directivos el orden sf es importante. Por tanto, el 
numero de formas de elegirlos es 


P(20,3) = 6840 

A continuacion se necesitan elegir otros cuatro alumnos entre los 17 restantes. Como 
en este caso el orden no es importante, el numero de formas de hacerlo es 


Podriamos escoger primero a los cuatro 
miembros no ordenados del comite, en 
C(20,4) maneras, y despues los tres direc¬ 
tivos entre los 16 miembros restantes en 
P(16, 3) maneras. Compruebe que al pro- 
ceder asi se Uega al mismo resultado. 


C(17,4) = 2380 

Por consiguiente, segun el principio fundamental de conteo, el numero de formas de 
elegir a este comite es 

P( 20, 3) x C(17,4) = 6840 x 2380 = 16,279,200 
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1-6 


1 . 


4. 


7. 


8 . 


9. 


10 . 


11 . 


12 . 

13. 

14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


11.2 


EJERCICIOS 


a Evalue cada expresion 

P(8, 3) 2. P( 9,2) 3. P(11,4) 

P( 10,5) 5. P(100,1) 6. P(99, 3) 


^De cuantas maneras distintas se pueden elegir un presidente, 
un vicepresidente y un secretario en una clase de 15 alumnos? 

^De cuantas formas distintas se pueden asignar el primero, el 
segundo y el tercer premio de un campeonato con ocho parti- 
cipantes? 

^De cuantas maneras distintas se pueden sentar seis de 10 per¬ 
sonas, en una fila de seis asientos? 


i,De cuantas formas distintas se pueden sentar seis personas en 
una fila de cinco butacas? 

^Cuantas “palabras” de 3 letras se pueden formar con F, G, H, 
I, J y K? (No se permite repetir letras.) 

^Cuantas permutaciones posibles hay entre las letras de la 
palabra AMOR? 

^Cuantos enteros distintos de 3 dfgitos se pueden formar con 
los numeros 1, 3, 5 y 7, si no se permite repetir numeros? 

Un pianista tocara ocho piezas en un recital. <,De cuantas for¬ 
mas puede ordenar esas piezas en el programa? 

iDe cuantas maneras puede acabar una carrera con nueve par- 
ticipantes, suponiendo que no hay empates? 

Un barco tiene cinco banderines de senal de distintos colores. 
^Cuantas seiiales distintas puede mandar, izando exactamente 
tres banderines en su asta, en distinto orden? 


(,De cuantas maneras se pueden otorgar el primero, el segundo 
y el tercer premio de un concurso con 1,000 participantes? 

^De cuantas maneras se pueden elegir un presidente, un 
vicepresidente, un secretario y un tesorero en una clase de 
30 alumnos? 


^De cuantas maneras se pueden sentar cinco alumnos en una 
fila de cinco sillas, si Juan insiste en sentarse en la primera 
silla? 



20. ^De cuantas maneras se pueden sentar los alumnos del ejerci- 
cio 19, si Juan insiste en sentarse en la silla de en medio? 

21-24 a Calcule la cantidad de permutaciones distinguibles de 

cada serie de letras 

21. AAABBC 

22. AAABBBCCC 

23. AABCD 

24. ABCDDDEE 

25. ^De cuantas maneras se puede formar una fila de dos canicas 
azules y cuatro rojas? 

26. ^De cuantas formas distintas se puede formar una fila de 
cinco canicas rojas, dos blancas y siete azules? 

27. ^De cuantas maneras se puede formar una fila con cuatro 
monedas de 50, tres de 100 y dos de 200? 

28. ^De cuantas maneras distintas se pueden colocar las letras de 
la palabra ELEEMOSYNARY! 

29. Un seiior compro tres helados de vainilla, dos de choco¬ 
late, cuatro de fresa y cinco de pistache, para sus 14 ninos. 
<,De cuantas maneras puede distribuir los helados entre sus 
ninos? 

30. Siete alumnos van de viaje, llegan a un hotel con tres cuar- 
tos disponibles: uno para una persona, uno para dos y uno 
para tres. ^De cuantas maneras distintas pueden alojarse los 
alumnos en esos cuartos? (Uno va a tener que dormir en el 
coche.) 

31. Hay ocho trabajadores limpiando una casa grande. Para 
limpiar las ventanas se necesitan cinco, para las alfombras 
se necesitan dos, y uno para el resto de la casa. ^De cuantas 
formas distintas se pueden asignar tareas a los ocho traba¬ 
jadores? 

32. Una persona corre cada manana hasta su club deportivo, 

a ocho cuadras al este y cinco al norte de su casa. Siempre 
toma una ruta lo mas corta posible, pero le gusta variar 
su camino como sigue (vease la figura). ^Cuantas rutas dis¬ 
tintas puede recorrer? [Sugerencia: se puede uno imaginar 
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la palabra ENNEEENENEENE, donde E es este, yWes 
norte.] 



Casa 


33-38 ■ Evalue cada expresion 

33. C(8,3) 34. C(9, 2) 35. C(ll,4) 

36. C(l'o, 5) 37. 0 (100,1) 38. 0 ( 99 , 3 ) 

39. i,De cuantas maneras se pueden escoger tres libros de un 
grupo de seis? 

40. ^De cuantas maneras se pueden escoger tres aderezos de pizza 
entre 12 disponibles? 

41. ^De cuantas maneras se pueden elegir tres personas de un 
grupo de 10? 

42. ^De cuantas maneras se puede elegir un comite de tres miem- 
bros en un club con 25 miembros? 


48. Si una mujer tiene ocho faldas, ( : .de cuantas maneras puede 
elegir cinco de ellas para un viaje de fin de semana? 

49. ^De cuantas maneras se asignan a siete alumnos de una clase 
de 30, para un recorrido de campo? 

50. iDe cuantas formas se pueden escoger los siete alumnos del 
ejercicio 49, si Juan debe ir al recorrido de campo? 

51 . yDe cuantas maneras se pueden escoger los siete alumnos del 
ejercicio 49, si Juan no debe ir al recorrido de campo? 

52. En el juego de loterfa 6/49, un participante escoge seis 
numeros del 1 al 49. ^.Cuantas opciones distintas tiene el 
participante? 

53. En la Loterfa de California, un participante escoge seis 
numeros, del 1 al 53. El boleto cuesta $1. /Cuanto costarfa 
comprar todas las combinaciones posibles de seis numeros 
para asegurarse de obtener los seis numeros ganadores? 



43. ^Cuantas manos de cinco cartas 
se pueden tener con un mazo 
de 52 cartas? 


44. ^Cuantas manos de siete cartas se pueden tener con un mazo 
de 52 cartas? 

45. Un alumno debe contestar siete de las 10 preguntas de un 
examen. y,De cuantas maneras puede hacerlo? 



54. Una clase tiene 20 alumnos, de los cuales 12 son mujeres y 
8 hombres. yDe cuantas maneras se puede elegir un comite 
de cinco alumnos en esta clase, con cada una de las siguien- 
tes condiciones? 

(a) No hay restriction en la cantidad de hombres ill mujeres 
en el comite. 

(b) En el comite no debe haber hombres. 

(c) El comite debe estar formado por tres mujeres v dos 
hombres. 

55. Un conjunto tiene ocho elementos. 

(a) yCuantos subconjuntos de cinco elementos tiene use 
conjunto? 

(b) ^Cuantos subconjuntos tiene este conjunto? 


46. Una pizzeria vende 16 aderezos distintos para sus pizzas. 
^Cuantas pizzas de tres aderezos puede ofrecer? 

47. Un violinista ha practicado 12 piezas. yDe cuantas maneras 
puede escoger ocho de ellas para un recital? 


56. Una agencia de viajes tiene cantidades limitadas de ocho 
folletos distintos acerca de Australia. Le dicen a sus clientes 
que tomen el que deseen, pero solo uno de cada tipo. ?,Oc 
cuantas formas puede usted escoger folletos, incluyendo ia 
option de no escoger alguno? 
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57. Le venden hamburguesas con 10 aderezos distintos. ^De 
cuantas maneras distintas puede un cliente pedir una ham- 
burguesa? 

58. Cada uno de los 20 clientes de un centro comercial puede 
optar por entrar a un almacen de ropa, o no entrar en el. 
^Cuantas decisiones distintas puede haber en ese grupo? 

59. Entre un grupo de 10 tenistas hombres y 10 tenistas mujeres, 
se deben enfrentar dos hombres y dos mujeres en un encuen- 
tro de dobles de hombres contra mujeres. ^,De cuantas formas 
distintas se puede organizar este encuentro? 

60. Un comite escolar de danza deben formarlo dos alumnos de 
primero, tres de segundo, cuatro de tercero y cinco de cuarto. 
Si para ese comite son elegibles seis de primero, ocho de 
segundo, 12 de tercero y 10 de cuarto, ^de cuantas maneras se 
puede integrar el comite? 

61. Un grupo de 22 actores aspirantes esta formado por 10 hom¬ 
bres y 12 mujeres. Para la siguiente obra, el director debe 
escoger a un actor principal, una actriz principal, un actor 
secundario, una actriz secundaria y ocho extras: tres mujeres 
y Cinco hombres. ^De cuantas maneras se puede determinar 
el reparto? 

62. Un equipo de hockey tiene 20 jugadores, de los cuales 12 son 
delanteros, seis defensas y dos son porteros. ^De cuantas ma¬ 
neras puede formar el tecnico la alineacion initial de tres 
delanteros, dos defensas y un portero? 

63. En una pizzeria se olfecen cuatro tamanos (chica, mediana, 
grande y colosal), dos espesores (gruesa y delgada) y 14 ade¬ 
rezos. ^Cuantas pizzas se pueden hacer con esas opciones? 


DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 

64. Combinaciones complementarias Sin efectuar calculos, 
explique, en palabras, por que el numero de formas de 
escoger dos objetos entre 10 es igual a la cantidad de formas 


de escoger ocho objetos entre 10. En general, explique por 
que C(n, r) = C(n, n - r). 

65. Identidad donde intervienen combinaciones Juan tiene 10 
canicas distintas, y quiere dar tres a Lucas y dos a Marcos. 
^De cuantas formas puede hacerlo? Hay dos maneras de 
analizar este problema: primero podrfa escoger tres para Lucas 
y despues dos para Marcos, o bien, primero escoger las dos de 
Marcos y despues las tres de Lucas. Como se explica, con 
esas estrategias, que C(10,3) • C(12) = C(10, 2) ■ C(8, 3). 

En general, describa por que 

C(n, r ) • C(n -r,k) = C(n , k) ■ C(n — k, r) 

66. iPor que (“) es igual que C(n, r)7 En este ejercicio se 
explicara por que los coeficientes binomiales (”) que apa- 
recen en el desarrollo de (x + y)" son iguales a C(n, r), el 
numero de formas de tomar r objetos entre n objetos. 
Primero vemos que al desarrollar un binomio aplicando solo 
la propiedad distributiva se obtiene 

(x + yf = (x + y) (x + y) 

= (x + y)x + (x + y)y 

= xx + xy + yx + yy 

(x + y) 3 = (x + y) (xx + xy + yx + yy) 

= xxx + xxy + xyx + xyy + yxx 
+ yxy + yyx + yyy 

(a) Desarrolle (x + y) 5 aplicando solo la propiedad dis¬ 
tributiva. 

(b) Escriba juntos todos los terminos en x 2 y 3 . Son todos los 
terminos que contienen dos x y tres y. 

(c) Observe que las dos x aparecen en todas las posiciones 
posibles. Asl, el numero de terminos en x 2 y 3 es C(5,2). 

(d) En general, explique por que (") en el teorema del 
binomio, es igual a C(n, r). 



PROBABILIDAD ___ 

Si lanza un par de dados, ^que probabilidades tiene de obtener el doble seis? ^Cual es 
la propabilidad de ganar en una loterfa? Se invento el tema de la probabilidad para 
obtener respuestas precisas a preguntas como estas. Hoy es una herramienta indispen¬ 
sable en la toma de decisiones, en campos tan diversos como son administration, ma- 




SECCI6N 11.3 PROBABILIDAD 


621 



" La teoria matematica de las probabi- 
lidades se inicio en 1654, en una sene 
• de cartas entre Pascal y Fermat. Su 
' correspondencia se debiq a una pre- 
gunta del Caballero de Mere, jugador 
'empedcmido. A1 caballero le interesa- 
ba dcterminar la distribution equitati- 
va dc las apuestas de unjucgo de azar 
; interrumpido. 


nufactura, psicologia, genetica y en muchas ciencias mas. Con la probabilidad se deter- 
mina la eficacia de nuevas medicinas, se evalua un precio equitativo para una asegura- 
dora, se determina la probabilidad que tiene un candidato de ganar la eleccion, se evalua 
la opinion de muchas personas sobre cierto tema, sin entrevistar a todos, y se contestan 
muchas preguntas mas donde interviene medir la incertidumbre. 

Para describir la probabilidad comenzaremos definiendo algunos terminos. Un expe- 
rimento es un proceso, como puede ser arrojar una moneda o un dado, con el que se 
obtienen resultados definidos. En el caso de tirar una moneda, los resultados posibles 
son “cara” “cruz”; cuando se tira un dado, un resultado posibles es 1,2,3,4,5 o 6. El 
espacio de muestreo o espacio muestral de un experimento es el conjunto de todos los 
resultados posibles. Si se representa “cara” por H y “cruz” por T, el espacio muestral 
del experimento de arrojar una moneda es 


S = {H, 1} 

El espacio muestral cuando se tira un dado es 

S ={1,2,3,4,5,6} 

Solo nos ocuparemos de experimentos en los que todos los resultados sean “igualmente 
probables.” Ya tenemos una idea intuitiva de lo que ello significa. Cuando se arroja una 
moneda perfectamente equilibrada, los resultados cara y cruz son igualmente probables, 
en el sentido que si se repite muchas veces el experimento, cabe esperar que una mitad 
de los resultados sean caras, y la otra cruces. 

En cualquier experimento es frecuente que solo interese un conjunto de resultados. 
Nos podrfa interesar obtener un numero par al tirar un dado, o sacar un as de un mazo 
de cartas. Cualquier conjunto particular de resultados es un subconjunto del espacio 
muestral. Esto conduce a la siguiente definicion. 


DEFINICION DE UN EVENTO 


Si S es el espacio muestral de un experimento, un evento es cualquier subcon¬ 
junto del espacioniuestral. 


EJEMPLO 1 « Eventos en un espacio muestral 

Si un experimento consiste en tirar tres veces una moneda y anotar los resultados en 
orden, el espacio muestral es 

S = {HHH, HHT, HTH, THH, TTH, THT, HIT, TIT} 

El evento E que consiste en sacar “exactamente dos caras” es el subconjunto de S 
formado por todos los resultados con dos caras. Asf, 

E = {HHT, HTH, THH} 

El evento F que consiste en sacar “cuando menos dos caras” es 

F = {HHH, HHT, HTH, THH} 
y el evento que consiste en “no sacar caras” es G = {ITT}. 
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Persi DiacoriiS nacio en Nueva York 
en 1945, yen la actual idad es profesor 
de estadfstica en la Universidad Stan¬ 
ford, iCalifomia. Como provenfa de 
una familiade musieos .estudio violin 
hasta los 14 anos. A esa edad dejo su 
casa y se hizo mago (aprendiz y maes¬ 
tro) durante 10 anos. Todavfa la magia 


es su gran amor, y si 


grado de magia, con seguridad califi- 
$ caria. Su intcres en lbs trucos con car- 
tas lo condujo a estudiar la probabdi 
dad y la estadfstica. Hoy es uno de los 
principales estadfsticos del mundo. 
Con estos antecedentes se acerca a las 
matemdticas con innegable elegancia. 
Dice “la estadfstica es la ffsica de 
los numeros. Parece que los numeros 
surgen al mundo en una forma orde- 
nada. Cuando examinamos el mundo, 
aparecen una y otra vez las mismas 
regularidades”. Entre sus abundantes 


barajar perfecto las cartas. 


Ya podemos definir la nocion de probabilidad. En forma intuitiva, sabemos que al 
tirar un dado se obtendra cualquiera de seis resultados igualmente probables, por lo que 
la probabilidad de deter mi nado resultado particular es 5 . ^Cual es la probabilidad de 
sacar un numero par? De los seis resultados igualmente probables, tres son numeros 
pares. Asi, es razonable decir que la probabilidad de sacar un numero par es \ = \ . Este 
razonamiento es la base intuitiva de la siguiente definicion de la probabilidad. 


Sea S el espacio muestral de un experimento, y sea E un evento. La probabili¬ 
dad de E se representa por P(E) y es 




n(E ) numero de elementos en E 
n(S ) numero de elementos en S 


Vemos que 0 n(E) n(S), por lo que la probabilidad P(E) de un evento es un 
numero entre 0 y 1 , esto es, 

0 =£/>(£)=£ 1 

Mientras mas se aproxima a 1 la probabilidad de un evento, es mas probable que suce- 
da; cuanto mas se acerque a 0, es menos probable que suceda. Si P(E) - 1, se dice que 
E es un evento seguro, y si P(E) = 0, se dice que E es un evento imposible. 


de los EJEMPLO 2 ■ Calculo de la probabilidad de un evento 

^las Se arroja tres veces una moneda, y se anotan los resultados. ^Cual es la probabilidad 
de sacar exactamente dos caras? ^Cuando menos dos caras? ^No sacar caras? 

ica‘ de 

itneiios SOLUCION De acuerdo con los resultados del ejemplo 1, el espacio muestral S de 

orde- este experimento contiene ocho resultados, y el evento E de obtener “exactamente 

ipndo, dos caras” contiene tres resultados, {HHT, HTH, THU }y entonces, segun la defini- 
rismas c ion de probabilidad: 


contribuciones a las matematicas, se 
cncuentra un cstudio probabillsta de 


P(E) = 


n(E ) 3 
n(S ) _ 8 


De manera parecida, el evento F de sacar “cuando menos dos caras” tiene cuatro 
resultados, {HHH, HHT, HTH, THH}, por lo que 


P(F) = 


n(S) 8 2 


El evento G , de “no sacar caras” tiene un elemento, asi que 


nn-rtpi -i • 

P(G> - „(S) “ 8 

Para determinar la probabilidad de un evento no necesitamos hacer una lista de todos 
los elementos del espacio muestral y del evento. Todo lo que se necesita es el numero 










¥4 



i 


La tradition es escribir las probabilidades 
sin cero a la izquierda del punto decimal. 
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de elementos que tienen esos conjuntos. Para ello son muy utiles las tecnicas de conteo 
que aprendimos en las secciones anteriores. 


EJEMPLO 3 ■ Calculo de la probabilidad de un evento 

Se saca una mano de cinco cartas de poquer, de un mazo normal de 52 cartas. ^Cual es 
la probabilidad de que las cinco cartas sean espadas? 

SOLUCION En este caso, el experimento consiste en escoger cinco cartas de la bara- 
ja, y el espacio muestral S consiste en todas las manos posibles de cinco cartas. Por 
consiguiente, el numero de elementos en el espacio muestral es 

52’ 

n(S) = C(52,5) = 5!(52 ^ 5) , = 2,598,960 

El evento E que nos interesa consiste en escoger cinco espadas. Como la baraja solo 
contiene 13 espadas, el numero de formas de sacar cinco espadas es 

"<*> - C(1W) - ' 1287 
Por consiguiente, la probabilidad de sacar cinco espadas es 


P(E) = 


<E) 

n(S) 


1287 

2,598,960 


- .0005 


^Que nos dice la respuesta del ejemplo 3? Como .0005 = j$jo , quiere decir que si 
alguien juega poquer muchas, muchas veces, en promedio tendra una mano formada 
solo por espadas, una vez cada 2,000 manos. 


EJEMPLO 4 ■ Calculo de la probabilidad de un evento 

Una bolsa contiene 20 pelotas de tenis, de las cuales cuatro son defectuosas. Si se 
sacan al azar dos pelotas de la bolsa, ^cual es la probabilidad de que ambas sean 
defectuosas? 

SOLUCION El experimento consiste en escoger dos pelotas entre 20, por lo que la 
cantidad de elementos en el espacio muestral 5 es C(20,2). Ya que hay cuatro pelotas 
defectuosas, la cantidad de maneras de escoger dos pelotas defectuosas es C(4, 2). 
Asi, la probabilidad del evento E de sacar dos pelotas defectuosas es 


P(F , c ( 4 > 2 > = 

( ^ n{S) C( 20,2) 190 ° 


B 


El complemento de un evento E es el conjunto de resultados, en el espacio mues¬ 
tral, que no estan en E. Al complemento de un evento E los representaremos con E'. 
Podemos calcular la probabilidad de E', mediante la defmicion y aprovechando que 
n(E') = n(S)-n(E): 


P(E') = 


n(E') 
n(S ) 


n(S ) ~ n(E) = n(S) _ n{E) = _ 

n(S) n(S ) n(S) V ’ 


624 


CAPlTULO 11 CONTEO Y PROBABIUDAD 



Ya que 

/>(£') = 1 -P{E) 

entonces 

P(E)= 1 -P(E') 



E F 


FIGURA 1 


PROBABIUDAD DEL COMPLEMENTO DE UN EVENTO 


Sea S el espacio muestral de un cxperimento, y sea E un evento. Entonces 

■ p(E')=l-P(E) ; 


Es un resultado muy util, porque con frecuencia es diflcil calcular la probabilidad de 
un evento E , pero es facil calcular la de E\ y a partir de ella, de inmediato la de P(E), 
aplicando esa formula. 


EJEMPLO 5 * Calculo de la probabilidad del complemento de un evento 

Una uma contiene 10 bolas negras y 15 bolas blancas. De ella se sacan seis bolas al 
azar. ^Cual es la probabilidad de que cuando menos una bola sea negra? 

SOLUCiON Sea E el evento de sacar cuando menos una bola negra. Es tedioso con- 
tar todas las maneras posibles en las que una o mas de las bolas sacadas es roja. Por 
consiguiente, examinemos a E', el complemento de este evento, que es que rnnguna 
de las bolas sacadas es negra. La cantidad de formas de sacar seis bolas blancas entre 
las 15 que hay es C(15,6); la cantidad de formas de sacar seis bolas de las 25 que 
hay es C(25,6). Entonces 

- C < 15 > 6 > = 5Q()5 - = i 3 - 

> ~ n(S) C(25,6) 177,100 460 


De acuerdo con la formula del complemento de un evento. 


13 447 

P(£)==l-P(£') = l-^ = ^ 


.97 


EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES 

Dos eventos que no tienen resultados en comun se llaman mutuamente excluyentes 
(vease la figura 1). Por ejemplo, al sacar una carta de una baraja, los eventos 


E: La carta es un as 
F: La carta es una reina 


son mutuamente excluyentes, porque una carta no puede ser as y reina al mismo tiempo. 

Si E y F son eventos mutuamente excluyentes, i,cual es la probabilidad de que suce 
da E o FI La palabra o indica que se desea conocer la probabilidad de la union de esos 
eventos, esto es, £ UF. Como E y F no tienen elemento alguno en comun. 


n(E U F) = n(E) + n{F) 


Asi, 

« rc(EuF) n(E) + n(F> _ n(E) n(F) = (£) + p(f) 
p ( £ljF >~ n(S) " ~ «(S) »<S) 


Hemos demostrado la formula siguiente. 
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Si E y F son eventos mutuamente excluyentes en un espacio muestrai S , 
probabilidad de E o de F es 

P(E U F) = P(E) + P(F ) 


Hay una extension natural de esta formula para cualquier numero de eventos mutua¬ 
mente excluyentes: Si E l , E 2 ,..., E n son mutuamente excluyentes dos a dos, entonces 

P(E, U E 2 U - - • U E n ) = P(E { ) + P(E 2 ) + • • • + P(E n ) 



EJEMPLO 6 ■ Probabilidad de eventos mutuamente excluyentes 

Se saca una carta al azar, de un mazo normal de 52 cartas. /,Cual es la probabilidad 
de que sea siete o una figura? 

SOLUCiON Sean E y F los siguientes eventos: 

E: La carta es un siete 
F : La carta es una figura 

Como una carta no puede ser a la vez un siete y una figura, los eventos son n 
mente excluyentes. Se desea conocer la probabilidad de tener E o F; en ottos pair- 
bras, la probabilidad de E U F. Segun la formula, 

4 12 4 

P(EU F) = P(E) + P(F)= — + = — 


gj PROBABILIDAD DE LA UNION DE DOS EVENTOS 



Si dos eventos E y F no son mutuamente excluyentes, entonces comparte- * s 

El caso se describe en la figura 2. El traslape de los dos conjuntos es su intersection, 
esto es, E D F. De nuevo, nos interesa el evento E o bien F , por lo que debemos 
contar los elementos en E U F. Si sumaramos simplemente los elementos en t, y los 
elementos en F, estariamos contando dos veces los elementos en el traslape: una vez 
cuando contamos E y otra cuando contamos F. Por consiguiente, para Ilegat as total 
correcto, debemos restar la cantidad de elementos en E fl F. Asf, 

n(E U F) = n(E) + n(F) - n{E D F) 


FIGURA 2 


Al aplicar la formula para calcular la probabilidad, obtenemos 

n(E\jF) = n(E) + n(F) - n(E f|F) 
( n(S) n(S) 

_ n(E) n(E) _ n(E fl F) 

n{S ) n(S) n(S ) 


= P(E) + P{F) - P(E fl F) 
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Hemos demostrado lo siguiente: 


PROBABILIDAD DE LA UNION DE DOS EVENTOS ; 


Si E y F son eventos en un espacio muestral S , la probabilidad de E o de F es 
P(E U F) = P{E) + P(F) - P(E ft F) 



EJEMPLO 7 ® Probabilidad de la union de eventos 

^Cual es la probabilidad de sacar una carta, al azar, de un mazo normal de 52 cartas, 
y que sea una figura o bien una espada? 

SOLUCION Si representamos por E y F a los siguientes eventos: 

E: La carta es una figura 
F : La carta es una espada. 

Hay 12 figuras y 13 espadas en una baraja normal de 52 cartas, y asf 

p<*) = f y m-% 


Como hay tres cartas que son figuras y espadas a la vez, 


P{E 



Asf, de acuerdo con la formula de la probabilidad de union de dos eventos: 

P(E U F) = P(E) + P(F) -P(EDF) 

_ *2 13 _ 3_ = 11 

“ 52 + 52 52 ~ 26 



INTERSECCION DE EVENTOS INDEPENDIENTES 


Hemos examinado la probabilidad de eventos unidos por la palabra o, esto es, la union 
de eventos. Ahora estudiaremos la probabilidad de eventos unidos por la palabra y ; en 
otras palabras, la interseccion de eventos. 

Cuando la ocurrencia de un evento no afecta la probabilidad de otro, se dice que 
esos eventos son independientes. Por ejemplo, si se arroja una moneda equilibrada, la 
probabilidad de que saiga cara en el segundo volado es \ , independientemente del 
resultado del primer volado. Es asf que dos volados cualquiera con una moneda son 
independientes. 
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PROBABILIDAD DE LA INTERSECCION DE EVENTOS 
INDEPENDIENTES_ 


Si E y F son eventos independientes en un espacio muestral S , entonces 

P(E PI F) — P(E)P(F) 


EJEMPLO 8 ■ Probabilidad de eventos independientes 

Un frasco contiene cinco bolas rojas y cuatro bolas negras. Se saca al azar una bola y 
a continuation se reemplaza; despues se saca otra bola. ^Cual es la probabilidad de 
que ambas bolas sean rojas? 

SOLUCION Los eventos son independientes. La probabilidad de que la primera bola 
sea roja es g . La probabilidad de que la segunda sea roja, tambien es §. Por consi- 
guiente, la probabilidad de que las dos bolas sean rojas es 


5 5 = 25 

9 X 9 81 


.31 


■ 


EJEMPLO 9 ■ El problema del cumpleanos 

^Cual es la probabilidad de que, en una clase con 35 alumnos, cuando menos dos ten- 
gan la misma fecha de cumpleanos? 


Numero de 

personas 

en un 

grupo 

Probabilidad de que 
haya cuando menos dos 
que tengan la misma 
fecha de cumpleanos 

5 

.02714 

10 

.11695 

15 

.25290 

20 

.41144 

22 

.47569 

23 

.50730 

24 

.53834 

25 

.56870 

30 

.70631 

35 

.81438 

40 

.89123 

50 

.97037 


SOLUCION Es razonable suponer que los 35 nacimientos fueron independientes, y 
que cada dia de los 365 del ano tiene la misma probabilidad de ser fecha de naci- 
miento. No tendremos en cuenta el 29 de febrero. 

Sea E el evento de que dos de los alumnos tengan la misma fecha de cumplea¬ 
nos. Es tedioso hacer una lista de todas las formas posibles en las que al menos 
dos de los alumnos coincidan en su fecha de cumpleanos. Por tanto, examinaremos 
el evento complementario E , esto es, que no hay dos alumnos que tengan la misma 
fecha de cumpleanos. Para calcular esta probabilidad, examinamos los alumnos uno 
por uno. La probabilidad de que el primer alumno tenga fecha de nacimiento es 1, 
la de que la del segundo sea distinta fecha de la del primero es ggf, la de que la 
del tercero sea distinta de las dos primeras es , y asi sucesivamente. Entonces 


p/ IT'\ — 1 . 364 . 363 . 362 . 331 __ 1 

) — 1 365 365 365 365 ~ 100 


Por consiguiente P{E) — 1 - P(E') ~ 1 - .186 = .814 ■ 

La mayorfa de las personas consideran sorprendente que la probabilidad del ejem- 
plo 9 sea tan alta. Por este motivo, a este problema se le llama a veces la “paradoja del 
cumpleanos”. La tabla en el margen muestra las probabilidades de que dos personas 
en un grupo tengan la misma fecha de cumpleanos, para grupos de varios tamanos. 
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EJERCICIOS 


1. En un experimento se arroja una moneda dos veces. 

(a) Describa el espacio muestral. 

(b) Calcule la probabilidad de sacar cara las dos veces. 

(c) Calcule la probabilidad de sacar cara cuando menos 
una vez. 

(d) Calcule la probabilidad de sacar cara exactamente una 
vez. 


2. Un experimento consiste en arrojar una moneda y lanzar 
un dado. 

(a) Describa el espacio muestral. 

(b) Calcule la probabilidad de sacar cara y un numero par. 

(c) Calcule la probabilidad de sacar cara y un numero 
mayor que 4. 

(d) Calcule la probabilidad de sacar cruz y un numero 
impar. 

i 

1 . 

3-4 ■ Se tira un dado. Calcule la probabilidad del evento que se 
describe.; 

3. (a) Ml numero obtenido es 6. 

(b) El numero obtenido es par. 

(c) El numero obtenido es mayor que 5. 

4. (a) El numero obtenido es 2 o 3. 

(b) El numero obtenido es impar. 

(c) El numero obtenido es divisible entre 3. 


9. Un cajon contiene un conjunto desordenado de 18 calcetines, 
de los que tres pares son rojos, dos pares son blancos y cuatro 
pares son negros. 

<a) Si se saca del cajon un calcetm, al azar, ^que probabilidad 
hay de que sea rojo? 

(b) Una vez que se saca el calcetm y se determina que es rojo, 
i,cual es la probabilidad de sacar otro calcetm rojo para 
formar un par rojo? 

10. Un juego infantil tiene una flecha giratoria, como se ve en la 
figura. Calcule la probabilidad de cada evento. 

(a) Que la flecha se detenga en un numero par. 

(b) Que la flecha se detenga en un numero impar, o que sea 
mayor que 3. 



5-6 ■ Se saca una carta al azar, de una baraja normal de 52 car¬ 
tas. Calcule la probabilidad del evento que se describe. 

5. (a) La carta es un rey. 

(b) La carta es una figura. 

(c) La carta no es una figura. 

6. (a) La carta es un corazon. 

(b) La carta es un corazon o una espada. 

(c) La carta es un corazon, un diamante o una espada. 

7-8 ■ Se saca una bola al azar de un fiasco que contiene cinco 
bolas rojas, dos blancas y una amarilla. Calcule la probabilidad de 
cada evento. 

7 . (a) Se saca una bola roja. 

(b) La bola que se saca no es amarilla. 

(c) La bola que se saca es negra. 

8. (a) Se saca una bola que no es blanca ni amarilla. 

(b) Se saca una bola roja, blanca o amarilla. 

(c) La bola que se saca no es blanca. 


11. Se toma al azar una letra de la palabra EXTRATERRESTRE. 
Calcule la probabilidad de cada evento. 

(a) Tomar la letra T. 

(b) Tomar una vocal. 

(c) Tomar una consonante. 

12-15 ■ Una mano de poquer, formada por cinco cartas, se toma 
de una baraja con 52 cartas. Calcule la probabilidad de que la 
mano sea de las cartas mencionadas. 

12. Cinco corazones. 

13. Cinco cartas del mismo palo. 

14. Cinco figuras. 

15. Un as, un rey, una reina, una sota y un 10, todas del mismo 
palo (corrida y flor imperial). 

16. Se tiran dos dados, y se observan los numeros que salen. 

(a) Haga una lista del espacio muestral para este expe¬ 
rimento. 

(b) Calcule la probabilidad de obtener una suma de 7. 
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(c) Calcule la probabilidad de obtener una suma de 9. 

(d) Calcule la probabilidad de que en los dos dados saiga el 
mismo numero. 

(e) Calcule la probabilidad de que en los dos dados salgan 
numeros distintos. 

(f) Calcule la probabilidad de obtener una suma de 9 o 
mayor. 


Suponga que un lote contiene dos focos defectuosos. ^Cual es 
la probabilidad de rechazar el lote? - 

25. Un ejemplo muy comun de un evento con probabilidad extre- 
madamente baja, es que un mono escriba a maquina la obra 
Hamlet de Shakespeare al golpear al azar las teclas. Suponga 
que la maquina de escribir tiene 48 teclas, incluyendo la barra 


17. Una pareja planea tener cuatro hijos. Suponga que es igual- 
mente probable tener un nino o una nina. 

(a) Haga una lista del espacio muestral para este experimento. 

(b) Calcule la probabilidad de que la pareja solo tenga ninos. 

(c) Calcule la probabilidad de que la pareja tenga dos ninos y 
dos ninas. 

(d) Calcule la probabilidad de que la pareja tenga cuatro hijos 
del mismo sexo. 

(e) Calcule la probabilidad de que la pareja tenga cuando 
menos dos ninas. 

18. iCual es la probabilidad de que una mano de 13 cartas sean 
del mismo palo? 

19 . Una ruleta americana tiene 38 ranuras: dos tienen los nume¬ 
ros 0 y 00, y las demas estan numeradas del 1 al 36. Calcule 
la probabilidad de que la bola llegue a una ranura de numero 
impar. 

20. Un nino tiene cubos de madera con las letras C, E, F, H, N 
y R . Calcule la probabilidad de que ordene los cubos en el 
orden indicado. 

(a) Formando la palabra FRENCH. 

(b) En orden alfabetico. 

21. En el juego de loterfa de seis numeros de 49, un participante 
escoge seis numeros del 1 al 49. ^Cual es la probabilidad 
de escoger los seis numeros ganadores? 

22. El presidente de una gran empresa selecciona a seis emplea- 
dos que van a recibir un bono especial. Dice que se escogeran 
al azar, entre los 30 empleados, de los cuales 19 son mujeres 
y 11 son hombres. ^Cual es la probabilidad de que ninguna 
mujer sea elegida? 

23. Un examen tiene 10 preguntas de verdadero-falso. Un alumno 
que no ha estudiado las contesta todas al azar. Calcule la pro¬ 
babilidad de que el alumno conteste bien la siguiente cantidad 
de preguntas. 

(a) Las 10 preguntas. 

(b) Exactamente siete preguntas. 

24. Para controlar la calidad de sus productos, la empresa Foco 
Brillante inspecciona tres unidades de cada lote de 10 fabrica- 
dos. Si se encuentra un foco defectuoso, se.desecha el lote. 


espaciadora, y que el mono oprime cualquiera de ellas con 
igual probabilidad. 

(a) Calcule la probabilidad de que el mono teclee en forma 
correcta tan solo el titulo en su primera palabra. 

(b) ^Cual es la probabilidad de que el mono teclee la frase 
“To be or not to be” como sus primeras palabras? 

26. Se ensena a un mono ordenar cubos de madera en lfnea recta. 
A continuation se le dan seis bloques con las letras A, E, H, L, 
My T. ^Cual es la probabilidad de que los arregle y muestren 
la palabra HA MLET ! 

27. Se ensena a un mono a ordenar cubos de madera en linea 
recta. A continuacion se le dan 11 cubos con las letras A, 

B, B, I, I, L, O, P, R, T y Y. ^Cual es la probabilidad de que 
el mono arregle los cubos formando la palabra PROBA¬ 
BILITY? 

28. Se inscriben ocho caballos en una carrera. Usted pronostica 
determinado orden en que llegaran a la meta. /,Que probabi¬ 
lidad hay de que su pronostico sea certero? 



29. Muchos rasgos geneticos son controlados por dos genes, uno 
dominante y uno recesivo. En los experimentos originales de 
Gregorio Mendel con guisantes, los genes que controlan la 
altura de la planta se representan por A (alto) y por a (bajo). 
El gen A es dominante, por lo que una planta con e! genotipo 
(composition genetica) AA o Aa es alta, mientras que la del 
genotipo aa es baja. Mediante un analisis estadistico con los 
descendientes, en sus experimentos, Mendel llego a la con¬ 
clusion que los descendientes heredan un gen de cada proge¬ 
nitor, y que es igualmente probable cada combination posible 
de los dos genes. Si cada progenitor tiene el genotipo Aa, 
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entonces la siguiente tabla muestra los genotipos posibles de 
la descendencia. 



Progenitor 2 

A a 

A 

Progenitor 1 

a 

AA Aa 

Aa aa 


Calcule la probabilidad de que determinado descendiente de 
esos progenitores sea (a) alto o (b) bajo. 

30. Vea el ejercicio 29. Haga una tabla de los genotipos posibles 
del descendiente si un padre tiene el genotipo Aa y el otro aa. 
Calcule la] probabilidad de que determinado descendiente sea 

(a) alto, o (b) bajo. 

31-32 ■ Determine si los eventos E y F del experimento dado 
son mutuamente excluyentes. 

31. El experimento consiste en seleccionar una persona al azar. 

(a) E: La persona es hombre. 

F: La persona es mujer. 

(b) E: La persona es alta. 

F : La persona es rubia. 

32. El experimento consiste en elegir al azar un alumno de 
su clase. 

(a) E: El alumno es mujer. 

F: El alumno usa lentes. 

(b) E : El alumno tiene el cabello largo. 

F: El alumno es hombre. 

33-34 ■ Se lanza un dado y se observa el numero que sale. De¬ 
termine si los eventos E y F son mutuamente excluyentes. A con¬ 
tinuation calcule la probabilidad del evento E U F. 

33. (a) E: El numero es par 

F: El numero es impar. 

(b) E: El numero es par 

F: El numero es mayor que 4. 

34. (a) E: El numero es mayor que 3. 

F : El numero es menorque 5. 

(b) E: El numero es divisible entre 3. 

F: El numero es menorque 3. 

35-36 ■ Se toma una carta al azar de un mazo normal de 
52 cartas. Determine si los eventos son mutuamente excluyen¬ 


tes. A continuation calcule la probabilidad del evento 
E U F. 

35. (a) E: La carta es una figura. 

F: La carta es una espada. 

(b) E: La carta es un corazon. 

F: La carta es una espada. 

36. (a) E: La carta es un trebol. 

F : La carta es un rey. 

(a) E: La carta es un as. 

F: La carta es una espada. 

37-38 ■ Vea la flecha giratoria de la figura. Calcule la probabi¬ 
lidad de cada evento. 



37. (a) La flecha se detiene en azul. 

(b) La flecha se detiene en un numero par. 

(c) La flecha se detiene en azul o en un numero par. 

38. (a) La flecha se detiene en rosa. 

(b) La flecha se detiene en un numero impar. 

(c) La flecha se detiene en rosa o en un numero impar. 

39. Una ruleta americana tiene 38 ranuras: dos de ellas tienen los 
numeros 0 y 00, y el resto se numera del 1 al 36. Calcule la 
probabilidad de que la bola se detenga en una ranura impar, 
o en una que tenga un numero mayor que 31. 

40. Se adiestra a un mono para que ordene cubos de madera en 
linea recta. A continuation se le dan bloques con las letras A, 
E, H, L, M y T. ^Cual es la probabilidad de que los arregle 
para que forme una de las palabras HAMLET o THELMA ? 

41. Se elige un comite de cinco personas, al azar, de un grupo de 
seis hombres y ocho mujeres. iCual es la probabilidad de que 
el comite este formado solo por hombres o solo por mujeres? 

42. En la loterfa 6/49, un participante selecciona seis numeros 
del 1 al 49. ^Cual es la probabilidad de que seleccione cuando 
menos cinco de los seis numeros ganadores? 
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43. Un fiasco contiene seis canicas rojas, numeradas del 1 al 6, y 
10 canicas azules, numeradas del 1 al 10. Del fiasco se saca 
una canica al azar. Calcule la probabilidad de que suceda cada 
evento. 

(a) Que la canica sea roja. 

(b) Que la canica tenga numero impar. 

(c) Que la canica sea roja o impar. 

(d) Que la canica sea azul o par. 

44 . Se arroja dos veces una moneda. Sea E el evento “la primera 
vez sale cara” y F el evento “la segunda vez sale cara.” 

(a) iSon independientes los eventos E y FI 

(b) Calcule la probabilidad de que saiga cara las dos veces. 

45. Se tira dos veces un dado. Sea E el evento “la primera vez 
sale 6” y F el evento “la segunda vez sale 6”. 

(a) ^Son independientes los eventos E y FI 

(b) Calcule la probabilidad de que saiga 6 en las dos tiradas. 

46-47 a Las flechas giratorias A y B de la figura se ponen a girar 
al mismo tiempo. 



Flecha A Flecha B 


46. (a) iSon independientes los eventos “la flecha A se 

detiene en la zona rasa” y “la flecha B se detiene en 
la amarilla? 

(b) Calcule la probabilidad de que la flecha A se detenga 
en la zona rosa, y la flecha B se detenga en zona 
amarilla. 

47. (a) Calcule la probabilidad de que ambas flechas se detengan 

en la zona morada. 

(b) Calcule la probabilidad de que ambas flechas se detengan 
en la zona azul. 

48. Se tira dos veces un dado. ^Cual es la probabilidad de que 
saiga uno en ambas tiradas? 

49. Se tira dos veces un dado. ^Cual es la probabilidad de que 
saiga uno en la primera tirada, y que saiga un numero par en 
la segunda? 


50. Se saca una carta de una baraja, se repone, y a continuacion se 
saca una segunda carta. 

(a) i,Cual es la probabilidad de que ambas cartas sean ases? 

(b) ^Cual es la probabilidad de que la primera sea as y la 
segunda una espada? 

51. Una rueda de ruleta tiene 38 ranuras: dos de ellas tienen los 
numeros 0 y 00, y el resto los numeros del 1 al 36. Un jugador 
coloca una apuesta a un numero que esta entre 1 y 36, y gana 
si una canica arrojada a la ruleta al dar vueltas se detiene en la 
ranura del numero que aporto. Calcule la probabilidad de 
ganar en dos tiradas sucesivas de la ruleta. 

52. Un investigador dice que ha logrado ensenar a un mono a 
deletrear la palabra MONKEY con cinco cubos de madera 
con las letras E, O, K,M,N y Y. Si en realidad el mono no 
ha aprendido nada, y tan solo se concreta a formar los cubos 
en lrnea, ^cual es la probabilidad de que forme la palabra bien 
tres veces consecutivas? 

53. ^Cual es la probabilidad de sacar “ojos de vfbora” (doble uno) 
tres veces consecutivas con un par de dados? 



54. En la loterfa 6/49, un participante selecciona seis numeros 
del 1 al 49, y gana si selecciona los seis numeros ganadores. 
^Cual es la probabilidad de ganar la loterfa dos veces 
seguidas? 

55. El fiasco A contiene tres bolas rojas y cuatro bolas blancas. El 
fiasco B contiene cinco bolas rojas y dos bolas blancas. ^Cual 
de las siguientes maneras de seleccionar bolas al azar da la 
maxima probabilidad de sacar dos bolas rojas? 

(i) Sacar dos bolas del fiasco B. 

(ii) Sacar una bola de cada fiasco. 

(iii) Poner todas las bolas en un fiasco y a continuacion 
sacar dos bolas. 

56. Una maquina de apuestas tiene tres ruedas. Cada rueda tiene 
11 posiciones: un guion y los dlgitos 0,1,2,..., 9. Cuando 
se tira de la palanca, las tres ruedas giran en forma indepen- 
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diente y luego se detienen. Calcule la probabilidad de que las 
ruedas se detengan en las siguientes posiciones. 

(a) Tres guiones. 

(b) El mismo numero en cada rueda. 

(c) A1 menos un guion. 


57. Calcule la probabilidad de que en un grupo de ocho alumnos 
haya al menos dos con la misma fecha de cumpleanos. 


58. ^Cual es la probabilidad de que en un grupo de seis alumnos 
haya al menos dos con sus cumpleanos en el mismo mes? 



DESCUBRIMIENTO • ANAUSIS 


59. La paradoja "del segundo hijo" La senora Perez dice: 
“Tengo dos hijos, y el mayor se llama Guillermo”. La senora 


Baez responde: “Uno de mis dos hijos tambien se llama 
Guillermo”. Para cada senora haga una lista del espacio mues- 
tral de los generos de sus hijos, y calcule la probabilidad de 
que su otro hijo tambien sea hombre. Explique por que esas 
dos probabilidades son distintas. 

60, El fenomeno de "hijo o hija mayor" Haga una en- 
cuesta en su clase para determinar cuantos de sus compa- 
iieros hombres son los mayores en sus familias, y cuantas 
de sus compaiieras mujeres son las mayores en sus fami¬ 
lias. Lo mas probable es que sean mayorfa en la clase. 
Explique por que un individuo seleccionado al azar tiene 
una gran probabilidad de ser el hijo o la hija mayor en su 
familia. 





FIGURA 1 



VALOR ESPERADO _ 

En el juego de la figura 1, usted paga $ 1 por hacer girar la flecha. Si la flecha se detiene 
en una region rosa, gana $3 (el $1 que pago mas otros $2). En cualquier otro caso pier- 
de lo que pago. Si juega usted muchas veces esta ruleta, /cuanto espera ganar o perder? 
Para contes tar la pregunta examinemos las probabilidades de ganar y de perder. Como tres 
de las regiones son rosas, la probabilidad de ganar es ^ = .3, y de perder es ^ = .7. 
Recuerde que esto quiere decir que si juega asi muchas veces, debe esperar ganar “en 
promedio” tres veces de cada 10. Asf, suponga que juega 1,000 veces. Espera ganar 
300 veces y perder 700 veces. Como se gana $2 o se pierde $1 en cada juego, la ganancia 
esperada despues de 1,000 juegos es 


2(300) + (—1)(700) = - 100 


Es decir, el ingreso promedio esperado por juego es = -0.1. En otras palabras, es- 
peramos perder, en promedio, 10 centavos por juego. Otra forma de concebir este 
promedio es dividir entre 1,000 cada lado de la ecuacion anterior. Si E representa al re- 
sultado, entonces 


2(300) 4- ( - 1)(700) 

1,000 



+ (-l) 


700 

1,000 


= 2(3) + (-1X.7) 


Asi, el rendimiento esperado, o valor esperado por juego es 

E = a x p x + a^p 2 

en donde a , es el pago que se obtiene con probabilidad p x y a 2 es el pago que se 
obtiene con probabilidad p 2 . Este ejemplo nos conduce a la siguiente definicion del 
valor esperado. 
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El valor esperado es una esperanza promedio por juego, si se juega muchas veces. En 
general, E no necesita ser uno de los pagos posibles. En el ejemplo anterior, el valor es¬ 
perado es -10 centavos, pero es imposible perder exactamente 10 centavos cada vez 
que se juegue. 

EJEMPLO 1 s Calculo de un valor esperado 

Se lanza un dado y se obtiene $1 por cada punto que aparece. gCual es la esperanza? 

SOLUCION Cada cara del dado tiene la probabilidad \ de salir. Por consiguiente, se 
obtiene $1 con probabilidad g , $2 con probabilidad g , $3 con probabilidad g y asf 
sucesivamente. Entonces, el valor esperado es 



Esto quiere decir que si se juega muchas veces asf a los dados, uno ganara, en pro¬ 
medio, $3.50 cada juego. 


EJEMPLO 2 B Calculo de un valor esperado 

En Monte Carlo, el juego de la ruleta es una rueda con ranuras numeradas 0,1,2,..., 
36. Se hace girar la rueda y se deja caer en ella una bola, que tiene igual probabilidad 
de quedar en cualquiera de las ranuras. Para jugar se apuesta $1 a cualquier numero dis- 
tinto de cero. (Por ejemplo, puede usted apostar $1 al numero 23.) Si la bola se 
detiene en su ranura, usted gana $36 (el $1 que aposto mas $35.) Calcule el valor 
esperado de ese juego. 

SOLUCION Usted gana $35 con probabilidad de ^ , y pierde $1 con probabilidad . 
Asf, 

£ = (35)^ + (-l)p = -0.027 

En otras palabras, si juega usted muchas veces, cabe esperar que pierda 2.7 centavos 
de cada $1 que apueste, en promedio. En consecuencia, la casa espera ganar 2.7 cen¬ 
tavos de cada $1 que se apueste. Este valor esperado es lo que hace que los juegos de 
azar sean muy redituables para la casa, y muy desfavorables para el jugador. ® 
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EJERCICIOS 


1-10 a Caicule el valor esperado (o esperanza) del juego descrito. guarda lo que haya en el. Sin embargo, si una persona saca un 

1. Miguel gana $2 si al arrojar una moneda sale cara, y $1 si sobre desafortunado, debe pagar $100. iCual es la esperanza 

sale cruz. de una persona que entre a este juego? 



2 . Juana gana $10 si al tirar un dado sale 6 , y pierde $1 en 
cualquier otro caso. 

3. El juego consiste en sacar una carta de una baraja. Usted gana 
$100 si saca el as de espadas, o pierde $1 si saca cualquier 
otra carta. 

4. Tomas gana $3 si al arrojar una moneda sale cara, o $2 si 
sale cruz. 

5. Carolina gana $3 si al tirar un dado sale 6 , y gana $0.50 en 
cualquier otro caso. 


14. Un portafolio con 1 millon de dolares se guarda en una caja 
fuerte. Usted paga $1 por cada intento de acertar a la com- 
binacion de 6 dlgitos. Si abre la caja, puede quedarse con el 
millon de dolares. Cual es la esperanza? 

15. Un inversionista compra 1,000 acciones de gran riesgo, a 
$5 cada una. Estima que la probabilidad de que su valor 
aumente a $20 por accion es . 1 , y la de que baje a $1 por 
accion es .9. Si el linico criterio para comprar estas acciones 
fuera el valor esperado de sus ganancias, ^es buena esa in¬ 
version? 


6 . Se arroja dos veces una moneda. Alberto gana $2 por cada 
cara que sale, y debe pagar $1 por cada cruz. 

7. Se tira un dado. Tomas gana $2 si sale un numero par, y paga 
$2 eh cualquier otro caso. 

8 . Se saca una carta de una baraja. Usted gana $104 si la carta es 
un as, $26 si es una figura y $13 si es el 8 de diamantes. 


16. Una maquina tragamonedas tiene tres ruedas, y cada una 
tiene 11 posiciones: los dlgitos 0 , 1 , 2 ,.... 9 y la figura 
de una sandfa. Cuando se introduce una moneda de 250 y 
se acciona la palanca, las tres ruedas giran en forma indepen- 
diente y se paran. Cuando salen las tres sandlas, el premio es 
$5; en cualquier otro caso no hay premio. ^Cual es el valor 
esperado de este juego? 


9. Una bolsa contiene dos monedas de plata de un dolar ($1) 
y 8 de bronce, de igual tamafio. Usted paga 500 por meter la 
mano y sacar una moneda, que puede conservar. Las de 
bronce no valen nada. 

10 . Una bolsa contiene ocho bolas blancas y dos bolas negras. 
Juan saca al azar dos bolas de la bolsa, y gana $5 si no saca 
bola negra. 

11. En el juego de la ruleta, tal como se acostumbra en Las Vegas, 
la rueda tiene 38 ranuras: dos tienen los numeros 0 y 00 y el 
resto los numeros del 1 al 36. Una apuesta de $1 en cualquier 
numero distinto del 0 o del 00 gana $36 ($35 mas el $1 que 
aposto) en caso de salir el numero. Caicule el valor esperado 
de este juego. 

12 . Una rifa ofrece un primer premio de $1,000,000, un segundo 
premio de $100,000 y un tercer premio de $10,000. Suponga 
que participan dos millones de personas, y que se sacan tres 
nombres al azar, los ganadores de los tres premios. El boleto 
cuesta $ 1 . 

(a) Caicule las ganancias esperadas de una persona que par- 
ticipe en esa loterfa. 

(b) 4 Vale la pena pagar $1 para entrar en esa loterfa? 

13. Una caja contiene 100 sobres. Diez de ellos contienen $10 
cada uno, 10 contienen $5 cada uno, dos “desafortunados” 
y el resto estan vacios. Un jugador saca un sobre de la caja y 


17. En una loterfa 6/49 un participante paga $1 y escoge seis nu¬ 
meros, del 1 al 49. Cualquier jugador que escoja los seis 
numeros ganadores obtiene un premio de $1,000,000. Supo- 
niendo que es la unica forma de ganar, ^cual es el valor 
esperado de este juego? 

18. Una bolsa contiene dos dolares de plata y seis imitaciones de 
cobre. Un juego consiste en meter la mano a la bolsa y sacar 
una moneda, que se puede conservar. Determine el “precio 
equitativo” para participar en este juego, esto es, el precio al 
cual el jugador puede esperar salir tablas si participa muchas 
veces (Es decir, el precio en el que su esperanza es cero). 

19. Un juego consiste en sacar una carta de una baraja. Usted 
gana $13 si saca un as. ^Cual es el “precio equitativo” para 
participar en el juego? (Vease el ejercicio 18.) 



DESCUBRIMIENTO • ANALISIS 


20. Valor esperado en una rifa Una tienda de revistas organiza 
una rifa para vender suscripciones. Si usted tiene el numero 
premiado, gana $1,000,000. La probabilidad de ganar es de 1 
en 20 millones, pero la linica aportacion de entrar a la rifa es 
el de una estampilla de $0.50 para mandar por correo el com- 
probante. Caicule su ganancia neta esperada cuando participa 
en esa rifa. ^Vale la pena entrar? 





CAPITULO 11 REPASO 


635 



revision de conceptos 

1 . iQuc dice el principio fundamental de conteo? 

2. (a) iQue es una permutation de un conjunto de objetos dis- 

tintos? 

(b) ^.Cuantas permutaciones hay con n objetos? 

(c) ^Cuantas permutaciones hay con n objetos tornados de 
r en r? 

(d) <,Que cantidad de permutaciones distinguibles hay con n 
objetos, si hay k clases distintas de objetos: n, objetos 
son de la primera clase, n 2 son de la segunda, y asf suce- 
sivamente? 

3- (a) ^Que es una combination de r elementos de un conjunto? 

(b) ^Cuantas combinaciones hay con n elementos tornados 
de r en r? 

(c) ^Cuantos subconjuntos tiene un conjunto de n elementos? 

4 . Para resolver un problema donde se toman r objetos de n obje¬ 
tos, £como sabe usted si usar permutaciones o combinaciones? 


5- (a) iQue quiere decir espacio muestral de un experimento? 

(b) iQue es un evento? 

(c) Defina la probabilidad de un evento E en un espacio 
muestral S. 

<d) ^Cual es la probabilidad del complemento de El 

6. (a) tQue son eventos mutuamente excluyentes? 

(b) Si E y F son eventos mutuamente excluyentes, ^cual 
es la probabilidad de la union de E y F? Y si E y F 
no son mutuamente excluyentes, cual es la probabilidad 
de esa union? 

7. (a) ^Que son eventos independientes? 

(b) Si E y F son eventos independientes, £cual es la proba¬ 
bilidad de la intersection de £ y F? 

8. Suponga que un juego de pagos a ,, a 2 ,..., a n , con las pro- 

babilidades . .. . . .p„.^Cuales el valor esperado de 

este juego? 


EJERCICIOS 

1. Se arrojan una moneda y un dado y se toma una carta de 
una baraja. ^Cuantos resultados posibles tiene este expe¬ 
rimento? 


6. Un examen tiene 10 preguntas de verdadero-falso, y cinco de 
option multiple con cuatro opciones cada una, ^De cuantas 
maneras se puede contestar ese examen? 


2. ^Cuantos numeros de 3 dfgitos se pueden formar con 1,2, 3, 
4,5 y 6, si 

(a) se permite repetir dfgitos? 

(b) no se permite repetir dfgitos? 

3. (a) ^Cuantos subconjuntos diferentes de dos elementos tiene 

el conjunto {A, E, I, O, U}^ 

(b) ^Cuantas “palabras” diferentes de 2 letras se pueden for¬ 
mar con las letras del conjunto de la parte (a)? 


7. Si solo debe usted contestar ocho preguntas de las 10 que hay 
en una prueba, ^cuantas formas tiene de elegir las preguntas 
que no contestara? 

8. Una neverfa ofrece 15 sabores de helados. Su espetialidad es 
banana split con cuatro bolas de helado. Si cada bola debe ser 
de distinto sabor, ^cuantos banana splits se pueden pedir? 

9. Una empresa usa una clave de seguridad de 3 letras, distinta 
para cada uno de sus empleados. ^Cual es la cantidad maxima 
de claves que pueden generarse en este sistema? 


4. Una aerolfnea sobrevende cierto vuelo, y siete pasajeros son 
“expulsados” de el. Si para este vuelo hay 120 pasajeros, 
<,de cuantas maneras puede elegir la aerolfnea a los siete pa¬ 
sajeros que va a dejar en tierra? 

5. Un cuestionario tiene 10 preguntas con respuesta verdadero- 
falso. ^Cuantas formas distintas hay de obtener exactamente 
70% en ese cuestionario? 


10. Un grupo de alumnos dice que pueden formar una fila, para la 
foto de su generation, de 120 maneras distintas. ^Cuantos 
alumnos hay en esa generation? 

11 . Se arroja una moneda 10 veces. ^De cuantas maneras distintas 
se puede llegar al resultado de tres caras y siete cruces? 

12. En el territorio canadiense de Yukon se usa un sistema de 
numeration de placas de vehfculos que consiste en 2 letras 
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seguidas por 3 numeros. Explique como se puede saber que en 
Yukon hay menos de 700,000 vehiculos registrados. 

13. Un grupo de amigos tienen una cancha de tenis. Ven que hay 
10 maneras distintas en las que dos de ellos pueden jugar sin¬ 
gles en esa cancha. ^Cuantos amigos hay en este grupo? 

14. Una pizzeria anuncia 2,048 tipos de pizza distintos. ^Cuantos 
aderezos ofrece esa pizzeria? 

15. En la clave Morse, cada letra se representa con una serie de 
puntos y rayas, y se permite repetir. ^Cuantas letras distintas 
se pueden representar en la clave Morse, si se usan tres simbo- 
los o menos? 

16. El codigo genetico se forma en base a los cuatro nucleotidos 
adenina (A), citosina (C), guanina (G) y tiamina (T). Esos 
cuatro se unen en hileras largas formando moleculas de ADN. 
Por ejemplo, una secuencia podrfa ser CAGTGGTACC.... El 
codigo usa “palabras”, todas de la misma longitud, formadas 
por los nucleotidos A, C, G y T. Se sabe que existen al menos 
20 palabras distintas. ^Cual es la longitud minima de la pala- 
bra, necesaria para generar 20 palabras? 

17. Dados 16 temas de donde elegir, ^de cuantas maneras puede 
escoger un alumno un campo de estudio como sigue? 

(a) Uno general y una especialidad. 

(b) Una especialidad, uno elemental y uno de introduction. 

(c) Una especialidad y dos generales. 

18. (a) ^Cuantos numeros de 3 digitos se pueden formar con 0, 

1,..., 9? (Recuerde que un numero de 3 digitos no 
puede tener el 0 al principio.) 

(b) Si se toma un numero al azar del conjunto {0,1, 2,. . 
1000}, ^cual es la probabilidad de que ese numero sea 
de tres digitos? 

19-20 ■ Un anagrama de una palabra es una permutation de sus 

letras. Por ejemplo, entre los anagramas de la palabra triangulo 

estan griantulo, olugnairt y tinuoragl. 

19. ^Cuantos anagramas se forman con la palabra 
TRIANGULO ? 

20. ^Cuantos anagramas se forman con la palabra 
MISSISSIPPI! 

21. Un anaquel tiene 10 libros: dos de misterio, cuatro de romance 
y cuatro textos de matematicas. Si usted selecciona un libro al 
azar para llevarselo a la playa, ^cual es la probabilidad de que 
sea de matematicas? 


22. Un fiasco contiene 10 bolas rojas identificadas con 0, 1, 

2,. . ., 9, y 5 bolas blancas, identificadas con 0, 1, 2, 3 y 
4. Si se saca una bola del fiasco, calcule la probabilidad de 
cada evento. 

(a) La bola sea roja. 

(b) La bola tenga numero par. 

(c) La bola sea blanca y tenga numero impar. 

(d) La bola sea roja o tenga numero impar. 

23. Una moneda se arroja al aire tres veces seguidas, y se anotan 
los resultados obtenidos. 

(a) Defina el espacio muestral para este experimento. 

(b) Calcule la probabilidad de obtener tres caras. 

(c) Calcule la probabilidad de obtener dos o mas caras. 

(d) Calcule la probabilidad de obtener cruz en la primera vez. 

24. Se lanza un dado y se saca una carta de una baraja normal de 
52 cartas. ^Cual es la probabilidad de que el dado y la carta 
sean 6? 

25. Calcule la probabilidad de sacar la carta indicada al azar, de 
una baraja de 52 cartas. 

(a) Un as. 

(b) Un as o una sota. 

(c) Un as o una espada. 

(d) Un as rojo. 

26. Se saca una carta de un mazo de 52 cartas, se lanza un dado 
y una moneda. Calcule la probabilidad de obtener los resulta¬ 
dos indicados. 

(a) El as de espadas, el 6 y cara. 

(b) Una espada, el 6 y cara. 

(c) Una figura, un numero mayor que 3 y cara. 

27. Se than dos dados. Calcule la probabilidad de cada resultado. 

(a) Que salgan los mismos numeros. 

(b) Que salgan numeros diferentes. 

28. Se sacan cuatro cartas de una baraja normal de 52 cartas. 
Calcule la probabilidad de que sean: 

(a) poquer de reyes 

(b) todas espadas 

(c) del mismo color. 

29. En la Ioterfa “de numeros”, un participante escoge un numero 
de 3 digitos (del 000 al 999), y si sale premiado, gana $500. Si 
es otro numero con los mismos digitos (en cualquier orden), 
gana $50. Juan juega con el numero 159. 

(a) ^Cual es la probabilidad de que gane $500? 

(b) iCual es la probabilidad de que gane $50? 

30. En un programa de TV, se le dan cinco tarjetas a una concur- 
sante, con distinto digito en cada una, y se le pide ordenarlas 
para que muestren el precio de un coche nuevo. Si acierta al 
precio, gana el automovil. ^Cuales son sus probabilidades de 
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ganar, suponiendo que conoce el primer dlgito, pero debe 
adivinar los otros cuatro? 

31 Se tiran dos dados. Juan gana $5 si muestran el mismo nu- 
mero, o paga $1 si salen numeros distintos. ^Cual es el valor 
esperado de este juego? 

32. Se tiran tres dados. Juan gana $5 si muestran el mismo nu- 
mero, y paga $1 en cualquier otro caso. ^Cual es el valor 
esperado de este juego? 

33. Maria gana $1,000,000 si puede decir los nombres de los 13 
estados originates de la Union Americana, en el orden en el 
que ratificaron la constitucion de ese pais. No sabe ese orden, 
por lo que debe adivinar. ^Cual es su esperanza? 

34. Una pizzeria ofrece 12 aderezos distintos, y uno de ellos es 
anchovetas. Si se pide una pizza al azar, ^que probabilidad 
hay de que uno de los aderezos sea de anchovetas? 

35. En un cajon hay 50 calcetines desordenados; 20 son rojos y 
30 azUles. Suponga que se va la luz, por lo que Cati no puede 
ver si los calcetines hacen juego. 

(a) i,Cual es la cantidad minima de calcetines que debe sacar 
Cati del cajon para estar segura de tener un par del mismo 
color? 

(b) Si se sacan del cajon dos calcetines al azar, ^que proba¬ 
bilidad hay de que el par sea del mismo color? 

36. Un equipo de voleibol tiene nueve jugadores. ^De cuantas for¬ 
mas se puede elegir una alineacion inicial, si consta de dos 
delanteros y tres defensas? 


37. Los codigos postales estan formados por 5 digitos. 

(a) ^Cuantos codigos postales distintos puede haber? 

(b) ^Cuantos codigos postales distintos se pueden leer cuando 
se voltea de cabeza el sobre? Un 9 de cabeza es 6, y 0,1 y 
8 son iguales cuando se teen de cabeza. 

(c) ^Cual es la probabilidad de que un codigo postal selec- 
cionado al azar se pueda leer de cabeza? 

(d) ^Cuantos codigos postales se teen igual cuando estan de 
cabeza y cuando estan derechos? 

38. En el sistema de codigo postal Numero + 4, los codigos 
postales estan formados por 9 digitos. 

(a) ^Cuantos codigos postales de numero + 4 puede haber? 

(b) ^Cuantos codigos postales de numero + 4 son palindro- 
mas? (Un palindroma es un numero que se tee igual de 
izquierda a derecha que de derecha a izquierda). 

(c) ^Cual es la probabilidad de que un codigo postal de 
numero + 4, tornado al azar sea un palindroma? 

39. Sea N = 3,600,000. (Tenga en cuenta que N = 2 7 3 2 5 5 .) 

(a) ^Cuantos divisores tiene Al? 

(b) ^Cuantos divisores pares tiene N7 

(c) ^Cuantos divisores de N son multiplos de 6? 

(d) ^Cual es la probabilidad de que un divisor de N, elegido 
al azar, sea par? 

40. El Senado de Estados Unidos esta formado por dos senadores 
por cada uno de los 50 estados. ^De cuantas maneras se puede 
elegir un comite de cinco senadores, si un estado no puede 
tener dos miembros en el comite? 





EXAMEN 


1. ^Cuantas “palabras” de 5 letras se pueden formar con las letras A, B, C, D, E, F, G, H, I y 
J, si la repeticion de letras (a) se permite? (b) no se permite? 

2. En un restoran se ofrecen cinco platillos principales, tres postres y cuatro bebidas. /,De 
cuantas formas puede pedir un cliente sus alimentos, escogiendo uno de cada categorfa? 

3. Se debe elegir un consejo directivo de ocho miembros entre un grupo de 30 candidatos. 

Ese consejo estara formado por un director, un tesorero, un secretario y cinco vocales. 

^De cuantas formas se puede elegir el consejo directivo? 

4. Un conductor debe viajar diariamente de Aurora a Crepusculo. A las dos ciudades las unen 

cuatro carreteras. El conductor trata de variar el viaje tanto como sea posible, por lo que 
siempre va y regresa por un camino distinto. ^De cuantas formas distintas puede hacer el 
viaje redondo? ■ ; - 

5. Una pizzeria ofrece cuatro tamanos y 14 aderezos distintos. Un cliente puede pedir cualquicr 
cantidad de aderezos (o sin aderezo). ^Cuantas pizzas distintas ofrece esta pizzeria? 

6. Un anagrama de una palabra es un rearreglo de sus letras. \ ■ 

(a) ;,Cuantos anagramas puede baber de la palabra AMOR'l 

(b) ^Cuantos anagramas distintos puede haber de la palabra BESOS1 

7. Se eligen al azar a tres personas de un grupo de cinco hombres y 10 mujeres.' es la 

probabilidad de que los tres sean hombres? - ••• V -*/■.' - ! 

8. Se lanzan dos dados. ^Que probabilidad hay de que salgan iguales? 

9. Se saca una carta de una baraja. Calcule la probabilidad de cada evento. . 

; (a) Que la carta sea roja. ^ v : 

(b) Que la carta sea un rey. . 

(c) Que la carta sea un rey rojo. 

10. Un frasco contiene cinco bolas rojas, numeradas del 1 al 5, y ocho bolas blancas, nu- 
meradas del 1 al 8. Se saca una bola al azar de ese frasco. Calcule la probabilidad de 
cada evento. 

(a) Que la bola sea roja. 

(b) Que la bola tcnga numero par. 

(c) Que la bola sea roja o tenga numero impar. 

11. Debe usted sacar una carta de una baraja. Si es un as, gana $10; si es una figura, gana $1; 
en cualquier otro caso, pierde $0.50. ^Cual es el valor esperado de este juego? 

12. En un grupo de cuatro alumnos, ^cual es la probabilidad de que al mcnos dos sean del 
mismo signo astrologico? 





















NOCIONES DE LOGICA Y CONJUNTOS 


El conocimiento cientlfico es un proceso de modelacion del mundo real que alcanza 
mayores niveles de precision y exactitud cuando los modelos que se construyen son de 
naturaleza matematica; esto se debe a que una de las principales caracteristicas de estos 
modelos es la facilidad para hacer deducciones. Las matematicas siguen, en general, un 
modelo deductivo de razonamiento; esto es, desde una coleccion inicial de verdades se 
van obteniendo, mediante reglas conrectas de deduction, nuevas verdades. Es precisa- 
mente en este punto donde los conocimientos de la logica entran en accion debido a que 
esta tiene por objeto el estudio sistematico de las condiciones generales de validez de 
las deducciones. Para comprender un poco mejor el papel de la logica es necesario pre- 
cisar en forma general como se constmyen o establecen las teorias matematicas. 

Para establecer una teoria matematica se debe partir teniendo en cuenta diversos ele- 
mentos: Nociones primitivas y axiomas. Las nociones primitivas son dadas, no se des- 
prenden de otras ni se deducen, porque ellas son las primeras. Son elaboradas por abs¬ 
traction a partir de nociones intuitivas. Por ejemplo, de la nocion intuitiva de coleccion 
nace la nocion primitiva de conjunto con terminos primitives como elemento y perte- 
nencia; la igualdad es considerada en muchas teorias como un termino primidvo. Las 
nociones derivadas son los ensamblajes de terminos primitivos mientras que las expre- 
siones matematicas son los ensamblajes que tienen significado en la teoria. No todos 
los ensamblajes de terminos primitivos son permitidos y la teoria da las reglas que per- 
miten decidir si lo es o no. Los axiom as son las reglas que describen los modos de 
empleo_de_ los terminos primitivos para formar termi nos derivados y expresiones mate¬ 
maticas. Por ejemplo, en cualquier teoria la igualdad satisface los siguientes axiomas: 

• Cualquiera sea el objeto matematico: a = a. 

• Cualesquiera sean los objetos a y b: Si a = b entonces b-a. 

• Cualesquiera sean los objetos matematicos a,byc:Sia = byb~c entonces 
a- c. 

Los axiomas se formulan a partir de las propiedades de los objetos del mundo real 
que estan representando e incluso a partir de las propiedades que estos deberfan tener. 
Los axiomas deben tener ciertas caracteristicas: 

• Deben ser compatibles, esto significa que de ellos no se pueden deducir expre¬ 
siones que sean simultaneamente verdaderas y falsas; 

• deben ser independientes, en el sentido de que ningun axioma debe ser deduci- 
do del resto, y 

• deben ser suficientes, en el sentido de que toda propiedad que se entienda que 
satisface los objetos debe poder deducirse de los axiomas. 

Una vez que se tienen los axiomas, las propiedades verdaderas ( teoremas ) se obtie- 
nen mediante deducciones logicas ( demostraciones ) a partir de los axiomas o de otros 
teoremas previamente demostrados. 

Los terminos primitivos de una teoria son designados con el nombre de objetos de 
la teoria-, las teorias matematicas se apoyan y generan no sobre objetos particulares sino 
sobre conjuntos de objetos de los cuales se hacen abstracciones. 

En una teoria se distinguen dos tipos de objetos: Se emplean letras como x, y, z para 
representar objetos no determinados cuya unica restriction es ser elemento de an con- 
junto dado y se las llama variables. Por oposicion, todo elemento determinado se llama 
constante. Desde el punto de vista de la signification a una variable se le puede asig- 
nar un valor determinado que se elige de un conjunto; este conjunto se llama campo de 
la variable. En cuanto a la utilization de una variable se trata y comporta como una 
constante. A una constante que sustituye una variable se la llama valor de la variable. 
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PROPOSICIONES 


■ Definition 1 Toda expresion matemdtica a la cual se le pueda, sin ambiguedad, 
atribuir el valor verdadero (v) o falso (f) se denomina proposicion. 

Las proposiciones son denotadas con letras minusculas como p, q, r, s, etcetera. Esta 
notion puede ser ilustrada por toda frase del lenguaje que este bien construida (sujeto, 
verbo y predicado), no interrogativa, ni exclamativa de la cual se pueda decidir si es falsa 
o verdadera. Por ejempJo: “Neptuno es uno de los planetas jobianos” es una proposicion, 
mientras que “jQue maravilla!” o “^Cuando llovera?” no son proposiciones. 

Un axioma de una teoria sera toda proposicion a la cual se le atribuye por conven¬ 
tion el valor de verdadero y un teorema sera toda proposicion de la que debe demos- 
trarse que es verdadera. Por ejemplo, “1 es un numero natural” es una axioma y “si n 
es un numero par entonces n 2 es un numero par” es un teorema. 

||j| TABLA DE VERDAD __ 

Los posibles valores de election para una proposicion determinada p, no precisada, son 
verdadero (v) o falso ( / ). Estos valores se representan en una tabla de verdad o en un 
arbol de election. 

Para dos proposiciones p, q no precisadas, se puede elaborar el siguiente arbol de election: 

Arbol de eleccion 





Note que en este caso, se tienen cuatro posibles combinaciones de valores de verdad, 
los cuales se pueden colocar en una tabla como la tabla 2. 

Para tres proposiciones p, q, r determinadas pero no precisadas, el arbol de eleccion es 
el siguiente: 
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p 

PI 

r 

V 

V 

V 

V 

V 

/ 

V 

f 

V 

V 

f 

/ 

f 

V 

V 

f 

V 

/ 

f 

/ 

V 

f 

/ 

/ 


TABLA3 


Observe que si se tiene el arbol de eleccion para dos proposiciones p, q y se agrega una 
proposicion r, por cada rama del arbol de eleccion para p y q se obtienen dos ramas adi- 
cionales en el arbol de eleccion de p, q y r. Asf se tiene que para tres proposiciones p, 
q, r existen 2 3 valores de verdad posibles, los cuales pueden ser anotados en una tabla 
(tabla 3). 

En general, si se tienen n proposiciones no precisadas existen 2 n posibles valores de 
verdad. 



PROPOSICIONES LOGICAMENTE EQUiVALENTES _ 

■ Definition 2 Dos proposiciones p y q se dicen logicamente equivalentes o sino- 
nimas si ellas tienen el mismo valor de verdad. En tal caso se denotara por: p = q. 

Por ejemplo, las proposiciones p: Este ano es bisiesto, y q: Este ano tiene 366 dias, son 
logicamente equivalentes. 



NEGACI6N de proposiciones _ 

La negacion es un operador sobre la coleccion de proposiciones, que asocia a toda pro- 
posicion p una proposicion notada -p, verdadera si p es falsa y falsa si p es verdadera. 
Este operador queda definido por la siguiente tabla de verdad: 


p 

-1 p 

V 

f 

/ 

V 


Si se piensa p y -p como dos proposiciones no determinadas y se elabora la tabla de 
verdad, se tiene: 


p 

-‘P 

/. V 

V 

V 

f 

/ 

V 

' / 

/ 


Observese que la primera y la ultima fila de esta tabla no aparecen en la tabla de defi- 
nicion del operador negacion. Esto constituye axiomas de la teoria: 

• Principio de no contradiccion: p y -i p no pueden ser simultaneamente verdaderas. 

• Principio del tercero excluido: Una de las dos proposiciones p 6 ->p es ver¬ 
dadera. 
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Si una proposicion se escribe con simbolos, su negacion se escribe (por convencion) 
con ayuda de una barra que tacha el simbolo, por ejemplo: 

p : a = b 
-1 p a ^ b 



CONECTIVOS LOGICOS __ 

En el lenguaje usual se construyen proposiciones mas complejas con la ayuda de pala- 
bras como y, o, si... entonces. Si p y q son las proposiciones: 


p: Maria esta riendo 
q: Pablo esta en close 


Se pueden formar las proposiciones siguientes: 

Maria esta riendo y Pablo esta en clase. 

Maria esta riendo o Pablo esta en clase. 

Si Maria esta riendo entonces Pablo esta en clase. 

Esta ultima proposicion no es apropiada en el lenguaje porque carece de sentido. A1 tra- 
bajar con proposiciones del lenguaje se tiene que tener en cuenta que en el idioma una 
proposicion tiene dos elementos: 

• sentido, el cual es dado por el uso y 

• valor de verdad,, es decir, se puede establecer si es verdadera o falsa. 

En logica solo interesa el valor de verdad de las proposiciones. 

A partir de dos proposiciones p y q se puede formar una nueva proposicion compuesta 
por las dos, notada pq, determinando su valor de verdad en funcion de los valores de 
verdad de p y q. El simbolo se llama conectivo logico. 

Para el caso de dos proposiciones p y q existen cuatro formas de combinar sus valores 
de verdad, las cuales se han colocado en la siguiente tabla: 


p 

q 

p*q 

V 

V 


V 

f 


/ 

V 


/ 

/ 



A1 fijar una sucesion de los cuatro valores correspondientes a p*q, se obtiene exacta- 
mente el significado logico del conector*. 

Cada sucesion de valores se llama evaluacion, asi se tiene que: Toda evaluacion deter- 
mina un conectivo logico. De esta manera para dos proposiciones p y q existen 2 —16 
conectivos logicos, los cuales quedaran definidos mediante su evaluacion. Algunos de 
ellos son los mas utilizados en el lenguaje natural y en el matematico y los llamaremos 
conectivos logicos usuqles, los cuales seran estudiados en detalle. Se deja como ejerci- 
cio para el lector el encontrar los 16 conectivos logicos existentes. 



CONECTIVOS LOGICOS USUALES ___ 

Cada conectivo sera definido mediante su evaluacion utilizando una tabla de verdad. 
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® Definicion 3 La conjuncion es el conectivo logico y notado con el simbolo a y 
definido por: 


phq se lee “p y q”, su evaluacion 

rr r 

es: vjjf. 


p 

q 

pAq 

V 

V 

V 

V 

f 

f 

/ 

v 

f 

/ 

/ 

f 


pvq se lee “p o q”, su evaluacion 
es: vvvf 


■ Definicion 4 Disyuncion (inclusiva) es el conectivo logico o notado por v y defi¬ 
nido por: 


p 

q 

pvq 

V 

V 

V 

V 

/ 

V 

/ 

V 

V 

/ 

/ 

/ 


p=>q se lee “p implicacion q”, 
su evaluacion es: vfvv. 


h Definicion 5 La implicacion es el conectivo logico “Si... entonces...” notado por 
=> y definido por: 


p 

q 

p=>q 

V 

V 

V 

V 

f 

/ 

/ 

V 

V 

/ 

/ 

V 


Observaciones 

• Es importante aclarar que no existe en la implicacion ninguna relacion de causa- 
efecto entre las proposiciones p y q. Esta nocion difiere de la idea de deduccion, 
la cual se aclarara con precision mas adelante, por lo tanto, no se leera p=>q por 
«p implica q». Por ahora solo vale la pena anotar que la relacion p implica q en el 
uso matematico se denota de igual forma por p=^>q, lo cual trae sin duda algunas 
confusiones, puesto que p implica q significa que p implicacion q es una propo- 
sicion verdadera, es decir, no solo se estan conectando las proposiciones p y q con 
el conectivo logico implicacion, sino que se esta afirmando que la implicacion es 
verdadera. En general, solo se distinguira el conectivo logico de la relacion por el 
contexto y el uso. 

• Por otra parte, existen dos proposiciones asociadas a p => q, 

1. q => p llamada el recfproco de p => q. 

2. -q => -p llamada el contrarreciproco dep => q. 

Estas dos proprasiciones son de gran importancia en los desarrollos de las teorias 
matematicas. 


b Definicion 6 La biimplicacion o doble implicacion es el conectivo logico ... si y 
solo si..notado por y definido por: 
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p <=> q se lee “p biimplicacion q” o “p 
si y solo si q", su evaluacion es: vjfv. 


p 

<1 

p<^q 

V 

V 

V 

V 

/ 

/ 

/ 

V 

/ 

/ 

/ 

V 


A1 igual que en la implicacion, aqui es solo un conectivo logico y por tanto no se 
debe pensar que existe una relacion entre las proposiciones conectadas. 




OTROS CONECTIVOS _ 

■ Definicion 7 La disyuncion exclusiva es el conectivo logico o notado v y defini- 
do por: 


p 


px.q 

V 

V 

f 

V 

/ 

V 

/ 

V 

V 

/ 

/ 

/ 


■ Definicion 8 La barra de Sheffer o incompatibilidad es el conectivo notado f y 
definido por: 


p 

q 

pTq 

V 

V 

f 

V 

/ 

V 

f 

V 

V 

f 

/ 

V 


■ Definicion 9 El conector de tautologia notado r y definido por: 


p 

q 

pxq 

V 

V 

V 

V 

f 

V 

/ 

V 

V 

/ 

f 

V 


■ Definicion 10 El conector de antilogia, notado por a y definido por: 


p 

q 

paq 

m 



MM: 



f 


f 

f 

f 

f 


PROPOSICIONES COMPUESTAS _ 

Se suele asignar el nombre de proposicion atomica a toda proposicion que no contiene 
cohectivos logicos y proposicion compuesta a toda proposicion formada por proposi- 
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ciones atomicas mediante el uso del operador negacion o de los conectivos logicos. Las 
proposiciones compuestas se notan con letras mayusculas P, Q, R, S. 

Dos proposiciones compuestas P y Q son logicamente equivalentes si tienen la misma 
evaluation, es decir, si tienen los mismos valores de verdad. En tal caso escribiremos: 

P = Q- 

■ Definition 11 Se llama tautologia a toda proposition compuesta cuya evalua¬ 
tion este formada unicamente por valores de verdad v. Si P es una tautologia se escri¬ 
be P = V o simplemente V. 

Toda tautologia, proposition verdadera para todos los casos posibles, expresa una ley 
logica. 

Notese que si P y Q son dos proposiciones logicamente equivalentes entonces la pro¬ 
position PoQ es una tautologia. Se afirma, entonces, que: Toda equivalencia logica 
conduce a una ley logica. 

■ Definition 12 Se llama antilogla o contradiction a toda proposition compuesta 
cuya evaluation esta formada unicamente por valores de verdad f. Si P es una contra¬ 
diction se escribe P= F o simplemente F. 



ALGEBRA DE PROPOSICIONES 


Las leyes logicas son tautologias que se expresan por medio de equivalencias logicas 
que se demuestran por simple constatacion de la igualdad de las evaluaciones constru- 
yendo tablas de verdad. Estas leyes expresan propiedades de los conectivos logicos y 
nos dan las reglas para la manipulation algebraica de las proposiciones. 


■ PROPIEDADES DEL OPERADOR NEGACION 

Para toda proposition P se tiene: 

1. -i ( -P) = P . (El operador negacion es involutivo) 

2. Fa (-P) s F. (Principio de no contradiction) 

3. P v (-P) = V. (Principio del tercero exclufdo) 


■ PROPIEDADES DE LA CONJUNCI 6 N 

Para toda proposition P, Q y R se tiene: 

1. P a P a P. (La conjuncion es idempotente) 

2. P a Q = Q a P. (La conjuncion es conmutativa) 

3. P a (Q a R) = (P a Q) a R. (La conjuncion es asociativa) 

4. P a V = P. (V es neutro para la conjuncion) 

5. P a F = F. (F es absorbente para la conjuncion) 

■ PROPIEDADES DE LA DISYUNCibN 

Para toda proposition P, Q y R se tiene: 

1. P v P = P. (La disjuncion es idempotente) 

2. P v Q = Q v P. (La disjuncion es conmutativa) 
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3 ■ P v (Q v R) = (P v Q) v R. (La disyuncion es asociativa) 

4 . P v F sP. (Fes neutro para la disyuncion) 

5. P v V = V. (V es absorbente para la disyuncion) 

■ LEYES DISTRIBUTIVAS 

Paratodaproposicion P,QyRse tiene: 

1. P a (Q v R) = (P A Q) v (P a /?). 

2. P v (<2 a /?) = (P v 0 a (P v /?). 

■ LEYES DE D'MORGAN 

Para toda proposicion P y Q se tiene: 

1. ~1 (P A Q ) s= — 1 p V — 1 (2 

2- -i (P v Q) = -,/> A -,Q 

■ LEYES DE ABSORCI6N 

Para toda proposicion PyQsc tiene: 

1. Pv(PaQ)^P. 

2. P a (P v Q) = />. 

Observacion Dualidad 

Las leyes de D’Morgan y de absorcion se deducen formalmente la una de la otra reem- 
plazando el conectivo “a” por el conectivo “v” y viceversa. Igual ocurre con las demas 
leyes reemplazando ademas la tautologfa V por la contradiccion F y viceversa. Este 
hecho no es casual, corresponde al principio de dualidad. 

" 1 Defin ! Ci6n 13 Para toda Proposicion compuesta PJormada utilizando los conec- 
tivos “a” y “ V”, Je llama forma dual de P a la proposicion P' obtenida reemplazando 
enP a por v, v por a, V por F y F por V. 

SiP'es dual a P entoncesP es dual de P\ Se diceentonces que PyP' son duales (la 
una de la otra). Ademas se tiene que si P = Q entonces P's Q'. 

■ PROPIEDADES DE LA IMPLICACI6N 

Para toda proposicion P, Q y R se tiene: 

1- (P ^ Q) s (“i Q => -iP). (Contrarrecrproca). 

2. (P =s> P) = V. 

3. (F=^g) s (-,p v 0. 

4- {[(P => Q) a (Q => ^)] =j> (F =i- R)) = K 

Utilizando tablas de verdad, se puede observar que la implicacion es un conectivo logi- 
co no conmutativo ni asociativo. Queda a cargo del lector resolver las tablas de verdad 
correspondientes. 



apEndice 


■ PROPIEDADES DE LA BIIMPLICACION 

Para toda proposition P, Q y R se tiene: 

1 . (P<*Q)-[(P=>Q)*(Q=*Py\. 

2 .(PoP) = V. 

3 - (PoQ) = (Q** P). 

4. {[(/> g) A (g & R)] *>(P*> R)}= V 

EJEMPL01 ■ Demostracion de la ley logica (P <=> Q) s (Q <=> P) 

Para demostrar una ley logica es suficiente realizar la tabla de verdad de his proposi- 
ciones y mostrar que tienen la misma evaluacion. 
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Como la evaluation de P g y la evaluacion de (P => Q) a (g => P) es yffv queda 
demostrada la equivalencia logica. 

EJEMPL0 2 ■ Demostracion utilizando algebra de proposiciones de la equivalencia 
logica -[P a (Q v R)] = [(P => (~Q)) a (P ==> -R)J. 

Para demostrar una equivalencia logica utilizando algebra de proposiciones, se parte de 
un lado de la equivalencia por demostrar y se reemplazan las proposiciones per propo¬ 
siciones equivalentes utilizando las propiedades de los conectivos hasta obtener fa pro¬ 
position del otro lado de la equivalencia por demostrar. Es necesario que cada paso sea 
justificado con la ley logica aplicada. 

El uso de signos de agrupacion es necesario. Estos signos se pueden eliminar solamen- 
te en los casos que no se presten a confusion. 

[P a (g v P)] = [( ~>P) v (~'(g v R ))](ley deD'Morgan). 

= [( ~>P) v ( -i g a ( /<’))] (ley de D'Morgan). 

S [(( -'P) V g)) A (( ->p) v (“ I g))] (ley distributiva). 

■ [((P => (-g)) a (P => (-P))](ley (P => g) - (■-P v g)). 


EJEMPLO 3 ■ Determination del valor de verdad de la proposition [-> ((P a Q) v R)] 
=*[-. (PaQ) v {(-i R) a P)J 

si se sabe que P es verdadera, Q es verdadera y R es falsa. 

En este caso se pide encontrar el valor de verdad de la proposition: 

[-i((P a g) v /?)] => [-i (P a g) v ((-i R) a P)] con los valores de verdad de las pro¬ 
posiciones P, g y R determinados: P y g son verdaderas y Res falsa; no hay mas posi- 
bilidades. Para indicar el valor de verdad determinado para una proposition, se escribe 
(por convention), P:v, lo cual significa que a P se le asigna por definition e! valor de 
verdad v. Se tiene entonces: P:v, g:v y R:f. Para calcular el valor de verdad se utiliza 
un diagrama, el cual consiste en colocar debajo de cada proposition atomica su valor 
de verdad e ir encontrando el valor de las proposiciones compuestas que intervienen, 
utilizando la definition de los conectivos. El valor de verdad de las proposiciones que 
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contienen un conectivo se coloca debajo del simbolo del conectivo correspondiente, 
como se ilustra en el siguiente diagrama de verdad: 


{~ i f (P A O) V [ 1 ( P A 0 V ((-> R) a P] 



Se concluye, entonces, que la proposicion es verdadera. 


p|l NOCIONES CONJUNTISTAS __ 

Las nociones de conjunto, elemento y pertenencia son las nociones primitivas de la teo- 
ria de conjuntos. La nocion de conjunto surge de la nocion intuitiva de coleccion. Los 
conjuntos se notan con Ietras mayusculas A,B,C, D, etcetera. Los elementos de un con¬ 
junto se notan por Ietras minusculas a , b, c, etcetera. La expresion a es elemento de A 
es una proposicion. Si es verdadera se escribe: a E A, si es falsa se escribe a (Ji A. E 
es el simbolo de la relacion de pertenencia. 

Un conjunto E se dice definido por extension si se da la lista completa de sus elemen¬ 
tos. Los elementos de un conjunto definido por extension se colocan entre Haves sepa- 
rados por coma (,) tal cual se muestra en el siguiente ejemplo: E = {1,2,3,4}. Esta forma 
de definir un conjunto se justifica por el axioma de extension. 

Axioma de extension 

Dos conjuntos Ay B son iguales si tienen los mismos elementos; en tal caso se escribe 
A = B; en caso contrario, A *B. 

Dados A={a,b,c,d] y B={a, a,b,c,d } se tiene A=B, lo cual significa que los elementos 
repetidos en un conjunto no tienen importancia. 

Dados C={a,b,c] y D={b,a,c) se tiene C = D. En un conjunto no importa el orden en 
que se encuentren sus elementos. 


A 
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Axioma de existencia 

Cualquiera sea el objeto a, existe un conjunto notado {a} el cual tiene a a por elemen¬ 
to: a E {a}. 


• DIAGRAMA DE VENN-EULER 

Los elementos de un conjunto suelen ser representados por puntos situados en una 
region plana interior a una curva simple (sin intersecciones) tal como se muestra en la 
figura 1. Si el conjunto tiene un gran numero de elementos el conjunto se representa 
como toda la region en el interior de la curva (vease la figura 2). 

Este tipo de representacion es llamado diagrama de Venn-Euler o diagrama de Venn. 


■ RELACION DE INCLUSlbN O CONTENENCIA 

Un conjunto A esta contenido o incluido en un conjunto B si todo elemento de A es ele 
mento de B. En tal caso se nota: AQB, y se lee: “A esta contenido en B” o “A es un 
subconjunto de B”. 
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Notese que las proposiciones: A = B y A Q B a B Q A son logicamente equivalentes. 
Por tanto, la proposicion: (A = B) o (A Q B a B C A) es una tautologla. 

■ FORMAS PROPOSICIONALES Y AXIOMA DE COMPRENSION 

Una expresion que involucra una variable x no es una proposicion. Por ejemplo: “x es 
par”; pero al darle valores a la variable x se obtiene una proposicion. Si se supone que 
x toma valores en los numeros enteros se tiene que, al reemplazar el valor de x por 16, 
la proposicion “16 es par” es verdadera y al remplazar por 5 el valor de x la proposi¬ 
cion: “5 es par” es falsa. 

Cada vez que se defina una expresion que contenga una variable debe ser especificado 
el campo de dicha variable. 

■ Definicion 14 Dado un conjunto E (denominado referencial) se llama forma pro¬ 
positional en una variable definida sobre E a toda expresion que contiene una varia¬ 
ble x y que conduce a una proposition para cada valor b que se le asigne axenE.Una 
forma propositional se denotara por p(x). 

Para definir una forma proposicional se debe precisar: 

• Un conjunto referencial E (el campo de la variable) y 

• una expresion que contenga una variable y tome valores en E. 

Dada una forma proposicional p(x) definida sobre un conjunto E, al asignar un 
valor b a x se genera una proposicion p(b), la cual puede ser verdadera o falsa. Si 
p(b) es verdadera se dice que b verifica la forma proposicional. Por ejemplo, si se 
tiene E ={ 1,2,3,4,5} y p(x): x es par, al darle valores a x en E se obtienen las pro¬ 
posiciones: 

p( 1): 1 es par, p( 2): 2 es par, p( 3): 3 es par, p{ 4): 4 es par y p{ 5): 5 es par. Las propo¬ 
siciones p(2) y p{ 4) son verdaderas; ast los elementos de E que verifican p(x) son 2 y 4. 
A toda forma proposicional p(x) definida sobre un conjunto E se le asocia un conjunto 
formado por aquellos elementos de E que verifican p(x); esto constituye el axioma de 
comprension. 

Axioma de comprension 

Si p(x) es una forma propositional definida sobre un conjunto E, existe un conjunto 
cuyos elementos son los elementos de E que verifican p(x). 

Se designa este subconjunto de E por E p 

E^={xGE/:p(x)} 

y se lee: E sub p es el conjunto de los x que pertenecen a E, tales que p(x). 

Observese que para todo a E E p , la proposicion p(a) es verdadera y para todo a E p , 

la proposicion es falsa. Por ejemplo, en el conjunto de los numeros naturales N, el con¬ 
junto asociado a la forma proposicional p(x):x es menor que 6 es el conjunto (finito) 
E={ 1,2,3,4,5} y el conjunto asociado a la forma proposicional q(x)vc es multiplo de 5 
es un conjunto infinito £^={5,10,15,20,... fn,...}. 

Un subconjunto A de E, asociado a una forma proposicional p(x), se dice definido por 
comprension: A=E p ={x e£j p(x )}. 
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Observe que a toda forma propositional p(x) definida sobre E le corresponds un sub- 
conjunto de E, e inversamente, a todo subconjunto A de E, dado por extension, le 
corresponde la forma propositional p(x):x E A. 

Por otra parte, note que dos formas proposicionales p(x) y q(x) pueden determinar el 
mismo subconjunto de E. Esto ocurre si para cada valor a dado a x, se tiene que p(a) = q(a). 
En este caso se dice que las formas proposicionales son equivalentes en E. Asr p(x) y q(x) 
son equivalentes en E si y solo si E p = E q . 

La notion de forma proposicional es muy poderosa, ya que por una parte sirve para 
definir todos aquellos conjuntos que no se pueden dar por extension: conjuntos infrni- 
tos y el conjunto vacfo; por otra parte, es interesante porque el algebra de proposicio- 
nes es aplicable a las formas proposicionales. 

h Algebra de formas proposicionales 

Sean p(x) y q(x) formas proposicionales definidas sobre un mismo conjunto referential 
E, para cada valor a dado a x, se obtienen las proposiciones p(a) y q(a) a las cuales se 
les puede aplicar el algebra de proposiciones. 

Las proposiciones -•p(a), p(a) v q(a), (p(a ) a q(a), p(a) => q{a) son verdaderas o fal- 
sas dependiendo del valor que tome a en E y determinan las formas proposicionales: 
-"Pix), p(x) v q(x), (p(x) a q(x), p(x) => q(x) definidas sobre E, que a su vez determi¬ 
nan los subconjuntos de E cuyos elementos verifican estas formas proposicionales. 

Los conectivos de las formas proposicionales estan definidos para todos los valores de 
verdad atribuidos a las proposiciones que se forman, al igual que las leyes logicas, ya 
que estas son verdaderas independientemente de los valores de verdad de las proposi¬ 
ciones involucradas. Por tanto, considerando las proposiciones -•p(a), p(a) v q(a), 
(p(a) a q(a), p(a) => q(a) el algebra de proposiciones es aplicable a las formas propo¬ 
sicionales definidas sobre un conjunto. 

Por ejemplo, considere las formas proposicionales, p(x)ix <r 2, q(x)x 2 s 10 y -[p(x)=> q{xj\ 
definidas sobre el conjunto de los numeros naturales N. Observe que: p(a) es verdadera para 
todo a € N p = {1,2} , q(a) es verdadera para todo a e N q - {1,2,3} y -,| p( a )=>q(a)] es ver¬ 
dadera para todo a E N q y todo aE N p . Luego ^ y p es un conjunto sin elementos. 

Ahora, considere las formas proposicionales anteriores pero definidas en el conjunto de los 
numeros enteros. Note que p(a) es verdadera para todo «£Z- ={...,— n,...,— 1,0,1,2}, 
q(a) es verdadera para todo a £Z ? = {—3,—2 —10,1,2,3} y ~{p(a) => q(a)\ es verdadera 
para todo Z lp=>9] .,-6,-5,-4}. 

s Definition 15 (Conjunto vacio) 

Sea E un conjunto referencial, a la forma proposicional p(x): x f^ E se le asocia, de 
acuerdo con el axioma de comprension, un conjunto. Este conjunto no tiene elemen¬ 
tos, por lo que se denomina conjunto vacio. Se nota por 0. 

0={xeE/x<£E} = {} 

® Definition 16 (Complemento de un conjunto) 

Sea A un subconjunto de un conjunto E. El complemento de A en E es el conjunto 
asociado a la forma proposicional p(x): x ^ A. Existen varias formas en que se suele 
denotar el complemento de un conjunto; las mas frecuentes son: A c , A y C E A. 

Evidentemente, este conjunto depende tanto de A como del referencial E. 

A c ={xEE/xgA}. 

El conjunto A c esta representado en la figura 3 utilizando un diagrama de Venn-Euler. 
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« Definicion 17 (Union de conjuntos) 

Si E y F son dos conjuntos, existe un conjunto llamado la union de E y ¥,formado por 
los elementos que pertenecen al menos a uno de los dos conjuntos. Se notapor EUF y 
se lee: E union F. 

Si A y B son dos subconjuntos de un referencial E, entonces A\JB es el conjunto aso- 
ciado a la forma proposicional (r£A) v (r£ B ) definida en E. 

AUB={xEE/(xEA) v (xGB)}. 

El conjunto AUB esta representado en la figura 4 utilizando un diagrama de Venn-Euler. 

■ Definicion 18 (Intersection de conjuntos) 

Si E y F son dos conjuntos, existe un conjunto llamado la interseccidn de E y F, for- 
mado por los elementos que pertenecen a ambos conjuntos. Se nota por EflF y se lee: 
E interseccidn F. 

Si A y B son dos subconjuntos de un referencial E, entonces A(1B es el conjunto aso- 
ciado a la forma proposicional (x G A)a(x G B) definida en E. 

A(1B= |rG£/(rGA) a (jcGB)}. 

El conjunto APIS esta representado en la figura 5 utilizando un diagrama de Venn- 
Euler. 


s Definicion 19 (Conjunto de partes) 

Para todo conjunto E, existe un nuevo conjunto llamado el conjunto de partes de E, 
cuyos elementos son todos los subconjuntos de E. Se nota por p(E) y se lee: conjunto 
de partes de E. 

Sea E-{a,b,c), los subconjuntos de E son: 0, (a), { b }, {c}, \a,b), { a,c |, {b,c\ y 
{ a,b,c }. El conjunto de partes de E es: 

<3>(E)={0,(a},{b}Ac},{a,b},{a,c},{b,c),{a,b,c)} 

Es importante observar que el mismo objeto matematico es simultaneamente conside- 
rado como.conjunto y como elemento. 

Si A es un subconjunto de E, a un elemento de A y b un elemento de E, las siguientes 
proposiciones son verdaderas: AQE,AE. 2 P(E), a EL A, {/?) QE, {£>) G 2P(fs) y bEE; 
mientras que A C 2P(£) y b G 2P(£) son proposiciones falsas. 


■ CUANTIFICADORES 

Dada la forma proposicional p(x) definida sobre N por p(x)vc es multiplo de 5, observe 

que las expresiones Todos los x en IN" son multiplos de 5 y existe unxen N tal que x es 
multiplo de 5 ya no son formas proposicionales sino proposiciones, debido a que se puede 
determinar con precision su valor de verdad. 

■ Definicion 20 (Cuantificador universal) 

Sea p(x) una forma proposicional definida sobre un conjunto referencial E, si para 
V: cuantificador universal cada valor zdeEse tiene que p(a) es verdadera se escribe 

Se lee: para todo. (Vx EE)(p(x)) 

y se lee: Para todo x en E, p(x) o cualquiera sea x en E, p(x). El simbolo V, que transforma 
en una proposicion la forma proposicional p(x), se denomma cuantificador umversal. 
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3: cuantificador existential 
Se lee: existe al menos un. 


Notese, en primer lugar, que la proposicion (V x £ £) (p(x)) es logicamente equi¬ 
valence a E p = £ y, en segundo lugar, que en el caso en que £ sea un conjunto fini¬ 
te* £ = [ai,a 2 ,... ,a„} entonces (Vxe E)(p(x)) = (p(a { ) a p(a 2 ) a - • • a p(a n ). 

De esta manera, el cuantificador universal V aparece como una generalizacion de la 
conjuncion para conjuntos infmitos. 

■ Definition 21 (Cuantificador existential) 

Sea p(x) una forma propositional definida sobre un conjunto referential E, si para al 
menos un valor a de E, p(a) es verdadera, se escribe 

(3xEE)(p(x)) 

y se lee: Existe unxenE tal que p(x) o para algun x en E, p(x). El simbolo 3, que trans¬ 
forma la forma propositional p(x) en una proposicion, se denomina cuantificador exis¬ 
tential. 

Observe que la proposicion (3 x EE) (p(xj) es logicamente equivalente a E p #0 y si £ es un 
conjuntofinito£ = [ai,a 2 ,... &„}, entonces(3xe £)(/>(x)) = (/?(«, )v/?(a 2 )v---v p(a n j) 

Asf, el cuantificador universal 3 aparece como una generalizacion de la disyuncion para 
conjuntos infinitos. 

En el caso en el que el conjunto referencial £ este determinado y sea el mismo para 
todas las formas proposicionales, se abreviara (VxG£) por (Vx) y (3x6£) por (3x). 
Los cuantificadores son de gran utilidad para definir en forma precisa conjuntos o tra- 
ducir enunciados matematicos que expresan las propiedades de los objetos en una teo- 

rfa matematica. Por ejemplo, el conjunto de los multiplos de 3 en N, notado 3 N 

queda correctamente determinado por 3 N ={x E N /(3 nE N) (x=3 n) }. 

La inclusion o contenencia de un conjunto A en un conjunto B (en el mismo referencial 
£) se expresa por: 

AQB = xEE) (xEA=> xEB) 


■ Negation de proposiciones con cuantificadores 

La negation de la proposicion (Vx EE) (p(x) es (3 x G £) (^p(x). En efecto, si se tiene 
la proposicion (VxG£)(p(x), su negation es «No es verdad que para cada a en £, p(a) 
se verifique»; entonces debe existir al menos un a en £ para el cual p(a) es falsa, pero 
si p(a) es falsa -•pia) es verdadera, por tanto (3 xEE) (-p(x). 

-> [(V x G £) (p(x)] = (3 x G £)(-p(x). 

La negation de (3 x G £) (p(x) es ( V x E E) (-p(x); se invita al lector a explicar este resul- 
tado. 

-'[(3xG£) (p(x)] s (VxG£) (-p(x). 

Si p(x) y q(x) son formas proposicionales sobre un mismo conjunto referencial £, las 
siguientes afirmaciones son verdaderas: 

1. [(Vx G £) (p(x) a q (x))] s [(V xEE) (p(xj) a (Vx G £) (q(x))]. 

2. [(3 x G £) (p(x) vq (x))] = [(3 x G £) (p(x)) v (3 x G £) (<?(x))]. 
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Una manera de verificar que estas dos proposiciones son verdaderas consiste en dedu- 
cirlas, aplicando las propiedades de los conectivos logicos, para el caso particular en el 
que el conjunto E sea finito y a continuation generalizarlas para el caso en que E sea 
infinite. 

Ademas, las siguientes implicaciones son verdaderas: 

1. [(Vx££) (p(x)) v (Vi££) (q(x))} => [(V x £ E) (p(x) vq (*))]. 

2. [(3 x G E) (p(x) a q (*))] => [(3 x £ E) (p(x)) a (3 x EE) (q(x))]. 



Algebra en el conjunto de partes _ 

Sea E un conjunto referencial y 9P(E) el conjunto de partes de E. 


■ PROPIEDADES DEL COMPLEMENTO 

Para cada A,Ben p (E) se tienen las siguientes propiedades: 

1. (A C ) C =A (el operador complemento es involutivo). 

En efecto, si ( A c ) c = {xe EH{xe A c )} = {xe EH{-{x^ A))}. Utilizando las 
propiedades de la negation se tiene que -’(-•(reA)) = xEA, de donde se con- 
cluye que (A C ) C =A. 

2. Si A C =B C =$A=B . 

Si A C =B C entonces (A c ) c ~{B c ) r: . Aplicando la propiedad anterior se deduce A=B. 

3. E c =0y0 c =E y E c ={xGE/xGE}= y 
0 c ={xEE/(xeE)}={xeE/xGE}=E. 


■ PROPIEDADES DE LA UNION 

Si A y B son dos subconjuntos de E, p(x) y q(x) las formas proposicionales y x pertenece 
a A y a B, respectivamente, observe que A u B ~E^ v ^, lo cual implica que de las leyes 
logicas de la disyuncion se deducen las propiedades de la union de conjuntos. 

Para cada A, B,C e n p(E) se tienen las siguientes propiedades: 

1. AU0 = A. 

2. AUA C =E. 

3. AUA = A (idempotencia). 

4. AUB = BUA (conmutativa). 

5. AU(fiUC) = (AUB)UC (asociativa). 

Se deja como ejercicio al lector el identificar la ley logica de la cual se desprende cada 
una de las propiedades anteriores, asi como su interpretacion utilizando diagramas de 
Venn-Euler. 


■ PROPIEDADES DE LA INTERSECCION 

Si A y B son dos subconjuntos de E, p (x) : x €E A y q(x): x G B formas proposiciona¬ 
les definidas sobre E, se tiene 

Ar\B={xEE/p(x)/\ q(x)\=E 

PAq 
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Por tanto, de las leyes logicas de la conjuncion se deducen las siguientes propiedades 
de la intersection. 

Para cada A, B, C en p(E) 

1 . AH 0 = 0 . 

2. AnA c =0 . 

3. A D E = A. 

4. A fl A = A (idempotencia). 

5 . AC\ B = B C\ A (conmutativa). 

6. A fl (B fl C) = (A fl B) nc (asociativa). 

Se deja como ejercicio al lector el identificar la ley logica de la cual se desprende cada 
una de las propiedades anteriores, asf como su interpretation utilizando diagramas de 
Venn-Euler. 

■ RELACION ENTRE COMPLEMENTO, UNION E INTERSECCION 

Para cada A, B, C en p (E) se tienen las siguientes propiedades: 

1. Leyes distributivas: 

a n (B uo = (A n B) u (A nc). 

A U (B no = (A U B) n (A U Q. 

2. Leyes de D’Morgan: 

(AnBf=A c UB r: . 

(AUB) c =A c r\B c . 

3. Leyes de absorcion: 

AU(AflB)=A. 

A n (A U iB) = A. 

■ PROPIEDADES DE LA RELACI6N DE CONTENENCIA 

Si A y B son subconjuntos de E, A C B se define por la proposicon 

(VrE£)(reA=>refi) 

Para cada A, B, C en ^P(E) se tienen las siguientes propiedades: 

1. A C A (reflexiva). 

2. Si A C B y B Q A entonces A = B (antisimetrica). 

3. SiAQByBQC entonces AQC (transitiva). 

4. A C B si y solo si B c C A c 

■ DIFERENCIA Y DIFERENCIA SIMETRICA 

■ Definicion 22 La diferencia de A con B es el conjunto notado A-B (leido A dife- 
rencia B) definido por: 

A-B = {xEEIxEAax(£B} 

Note que por definicion: A-B = AC I B c . 



apEndice 


657 


■ Definition 23 La diferencia simetrica de A con B es el conjunto notado A&B 
(leido A diferencia simetrica B) definido por: 

AaB = {xEEI xEAvjcEB} 

Para cada A, B, C en p (E) se tienen las siguientes propiedades: 

1. Aa0 = A. 

2. Aa£ = A c . 

3. AaA = 0. 

4. AaS = BA (Conmutativa). 

5. Aa(BC) = (AB)C (Asociativa). 

6. AC\(BaC) = (AflB) (AIAC) (Distributiva). 

Se deja como ejercicio al lector el identificar la ley logica de la cual se desprende cada 
una de las propiedades anteriores, asi como su interpretation utilizando diagramas de 
Venn-Euler. 



■ METODOS DE DEMOSTRACI6N 


Las proposiciones matematicas y en especial las de caracter mas general tienen habi- 
tualmente la forma: “Si... entonces” (P => Q), es decir, son implicaciones. Cuando se 
enuncia una proposition matematica de este tipo se debe entender su verdadero signi- 
ficado: “P => Q es verdadera”. De este modo, P y Q no son elementos cualesquiera, 
sino que existe una relation de causa efecto entre ellas; el simbolo => ya no denota un 
conectivo logico (la implication), sino una relation en el conjunto de proposiciones. En 
este contexto: P => Q se leera: P implica Q. 

En una proposition matematica de la forma “P implica Q” (P => Q es verdadera), P 
se denomina antecedente o hipotesis y Q consecuente o conclusion. Como ejemplo, 
considere el siguiente teorema de la aritmetica de numeros reales: Si x es un numero 
real positivo, entonces 2x es un numero real positivo ”. La hipotesis es “x es un nume¬ 
ro real positivo” la cual se supone como verdadero para obtener la conclusion “2x es 
un numero real positivo”. 

En algunos textos de matematica no es facil distinguir con claridad este tipo de propo¬ 
siciones ya que la hipotesis y la conclusion no se encuentran ligadas con el giro “Si... 
entonces”, sino de otra manera, sin que ello altere su sentido. El teorema anterior puede 
encontrarse enunciado de las siguientes formas: 

• De ser x un numero real positivo, se deduce que 2x tambien lo es. 

• La hipotesis de ser x un numero real positivo lleva como consecuencia que 2x 
es un numero real positivo. 

• La condicion de que 2x sea un numero real positivo es necesaria para que x 
sea un numero real positivo. 

• Para que x sea un numero real positivo, es necesario que 2x sea un numero 
real positivo. 

• Para que 2x sea un numero real positivo, es suficiente que x sea un numero 
real positivo. 

• La condicion de que x sea un numero real positivo es suficiente para que 2x 
sea un numero real positivo. 

Asi, en lugar de afirmar una proposition condicional P => Q utilizando el giro “Si... 
entonces”, puede aseverarse: 

1. La hipotesis P lleva como consecuencia la conclusion Q. 
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2. La hipotesis P es una condition suficiente para la conclusion Q. 

3. La conclusion Q se sigue de la hipotesis P o que es una condicion necesaria para 
esta. (La conclusion Q es condicion necesaria para la hipotesis P.) 

Por otra parte, cuando en matematica se enuncia un teorema o propiedad, la proposi¬ 
tion que se utiliza siempre esta cuantificada. Esto es, se da una forma proposicional 
valida en un dominio indicado (conjunto referencial) y tacitamente se entiende que se 
satisface para todos los elementos del dominio, a menos que se indique explfcitamente 
lo contrario. El teorema anterior es de la forma: 

T: (VxGl?) (x:es positivo =s- 2x: es positive). 

El objetivo sera siempre el mismo, demostrar la validez o falsedad de una proposition 
T. Para establecer la verdad de la proposicion anterior T, se deben utilizar las propie- 
dades basicas de los numeros reales, las definiciones de la teorfa de numeros reales, 
otras proposiciones ya demostradas en la teorfa (teoremas ya demostrados) y, por 
supuesto, las leyes logicas y sus reglas de deduction o inferencia. 

A su vez, es usual encontrar algunas proposiciones matematicas expresadas utilizando ter- 
minos que no pertenecen estrictamente al dominio de la logica como, por ejemplo: ecua- 
cidn, polinomio, sistema, etcetera. Para ilustrar esto, considere el siguiente teorema del 
algebra de numeros reales: Si a * 0, la ecuacion ax+b = 0 siempre tiene solution; el cual 
puede expresarse ldgicamente, en forma mas correcta, mediante la proposicion aE: R- 
{0} => (3 x £ R) (ax+b= 0) y el uso de cuantificadores, y queda escrita como: 

(V«GR)(V(>£1?) ((aGfi-(O)) =s> (3 * G R ) (ax+b = 0)). 

Para terminar la discuskSn sobre la manera como se pueden presentar las proposiciones 
en matematica, considerese el teorema siguiente de la teorfa de conjuntos: A C B si y 
solo si A fl B c = 0, en la que la proposicion dada es una proposicion de la forma “P 
biimplica Q”, pero que significa que “PoQ es verdadera”. Ya que P<&Q es logica- 
mente equivalente a: (P=>Q) a (Q=*P); afirmar “PoQ es verdadera” significa que 
tanto “P=s>Q es verdadera” como “Q=>P es verdadera”, lo cual se expresa diciendo: “P 
implica Q" y “Q implica P’\ Asf, cuando un enunciado tiene el giro “...si y sdlo si...”, 
las proposiciones dadas no son cualesquiera, sino que existe una relacidn entre las dos: 
son causa y efecto la una de la otra; en tal caso el simbolo ya no denota un conectivo 
logico (la biimplicacidn) sino una relacion. 

Los teoremas que se enuncian utilizando una proposicion bicondicional PoQ se pue¬ 
den encontrar expresados de las formas siguientes: 

• La proposicidn P es equivalente a la proposicion Q. 

• La proposicidn P es una condicion suficiente y necesaria para la proposicion Q. 

• La proposicion Q es una condicion necesaria y suficiente para la proposicion P. 
El uso del giro “...si y solo si...” en el lenguaje de la matematica va en dos direcciones: 

1. Enunciar definiciones: Toda definicion de objetos o conceptos nuevos en una 
teorfa se establecen en general utilizando una proposicion que incluye el giro 
“...si y sdlo si...”. Por ejemplo, en la teorfa de conjuntos se define la igualdad de 
dos conjuntos de la siguiente manera: 

(VAe#?(£)) VBEp(E)((A = B)<*(ACB a BQA) 

2. Enunciar teoremas, como ya fue ilustrado anteriormente. 

Ya sea que un teorema estd dado en la forma condicional o bicondicional, lo que siem¬ 
pre se desea es asegurar su validez. Lo que subyace a este problema es el concepto de 
deduccion matematica y los mdtodos de demostracion que permiten establecer la vali¬ 
dez de los enunciados matematicos. 
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■ DEDUCCION 

■ Definicion 24 En una teoria T, cualquiera sea, la formation de un enunciado 
verdadero C a partir de un enunciado verdadero H se llama deduction de C a partir 
de H. 

En el lenguaje descriptive*, H es la hipotesis y C la conclusion. Se dice que H nrfiere C. 
El hecho de que C se pueda deducir de H puede resumirse diciendo que en T la impli- 
cacion H=>C es verdadera. Que una proposition P sea verdadera en una teoria T se indi- 
cara simplemente por P y se leera P es verdadera en T. 

Una inferencia H=>C en una teoria T se dice justificada si existen reglas logicas que 
aseguren la formation de C a partir de H en T por medio de enunciados verdaderos. Las 
reglas logicas (o de inferencia) traducen la manera como se pueden generar enunciados 
verdaderos de otros ya existentes utilizando las leyes logicas. En otras palabras nos 
indican la forma en que las leyes logicas se deben aplicar. Recuerde que las leyes logi¬ 
cas expresan tautologi'as. 

■ METODOS DE DEMOSTRACiQN 

Si se desea intentar la edification o entendimiento de una teoria determinada, se deben 
distinguir claramente los terminos primitivos (objetos o conceptos fundamentales no 
definidos), los cuales se aplican sin aclarar su significado. A1 mismo tiempo, se acepta 
como principio no utilizar ninguna expresion adicional (concepto deducido o expresio- 
nes deducidas), sin antes haber determinado su significacion con la ayuda de las nocio- 
nes primitivas o aquellos conceptos deducidos cuya significacion ya este aclarada pre- 
viamente. Las proposiciones que nos dan la determination de la significacion se llaman 
definiciones y los conceptos deducidos se suelen denominar conceptos definidos. 

Del mismo modo, se procede con las proposiciones de la teoria considerada; se eligen 
algunas de ellas por convention (las que parezean mas evidentes) como axiomas o pro¬ 
posiciones fundamentales y se aceptan como verdaderas sin fundamentarlas de modo 
alguno. En cambio se obliga a fundamentar todas las demas proposiciones deducidas o 
teoremas antes de reconocer su certeza. La fundamentacion de los teoremas matemati- 
cos se denomina demostracion y debe apoyarse en los axiomas, en las definiciones y en 
los teoremas que ya han sido fundamentados (demostrados) con anterioridad. 

La logica matematica es edificada de acuerdo con los principios anteriormente citados. 
Si se intenta construir otra teoria (como la teoria de conjuntos) siguiendo los mismos 
principios, es necesario apoyarse en la logica, es decir: suponer la logica. A1 intentar 
formular teoremas y definiciones, en cualquier teoria se utilizan los conectivos logicos 
sin definir su significado y para la demostracion de los teoremas se aplican las leyes 
logicas y las reglas de inferencia sin fundamentarlas dentro de la teoria particular. Para 
la creation de algunas teorfas no solo es conveniente suponer la logica, sino otras teo- 
rfas matematicas previamente establecidas. Asf, por ejemplo, en la teoria de probabili- 
dad es necesario suponer la logica y la teoria de conjuntos entre otras. 

Para el entendimiento del pensamiento deductivo y la construction de las diversas teo¬ 
rfas matematicas, es necesario analizar algunos de los metodos utilizados para la deduc¬ 
tion o fundamentacion de los teoremas. 

■ Demostracion por implication 

Los metodos de demostracion consisten usualmente en establecer que una forma pro¬ 
positional presentada en la forma P=>Q, sobre un referential E, es una tautologia. Para 
esto se utilizan las reglas de inferencia siguientes: 
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1. Regia del modus ponens. Es facil demostrar que la proposicion 

(Pa(P=>Q))^Q 

es una tautologfa. La tegla logica asociada a esta tautologia es el modus ponens, 
el cual se puede enunciar de la siguiente manera: Si en una teoria T, P es ver- 
dadera y P => Q es verdadera, entonces Q es verdadera. Por ejemplo, considere 
el siguiente razonamiento, como £ fi implica A fl B = A y se sabe que ACfi, 
entonces se concluye que A C\ B = A. Este razonamiento es valido ya que se ha 
llegado a la conclusion utilizando el modus ponens. 

2. Regia del modus tollens. La implicacion (->2 a(-'/ > =>2)) => P es una tautolo- 
gfa y conlleva la segunda regia de inferencia denominada modus tollens, que se 
enuncia de la forma siguiente: Si en una teoria T -Q es verdadera y ->P => Q es 
verdadera, entonces P es verdadera en T. Por ejemplo, considere el siguiente 
razonamiento: si un numero no es par, es rmpar. Se determino que el numero no 
es impar, por tanto se concluye que debe ser par. 

3. Regia de la disyuncion de casos. La implicacion \{P => Q) a(-F => 0] => Q 
es una tautologia y conduce a la tercera regia de inferencia conocida como la 
regia de disyuncion de casos, la cual se expresa por: Si en una teoria / , P=^Q 
es verdadera y ~'P = ^Q es verdadera, entonces Q es verdadera en T. 

4. Regia de contraposicion. De la ley logica (P=>Q) (-Q => -, F) y del modus 

ponens se obtiene la siguiente regia llamada ley de contraposicion. Si en una 
teoria T, ->Q => -*P es verdadera, entonces P => Qes verdadera en T. 

5. Regia de simplificacion. De la tautologia (P a Q) => P se obtiene la regia de 
simplificacion, que se enuncia de la siguiente forma: Si en una teoria T, PaQ es 
verdadera, entonces P es verdadera en T. Obviamente esta regia tambien se 
puede enunciar asf: Si en una teoria T, PaQ es verdadera, entonces Q es verda¬ 
dera en T ya que (PaQ) =s> Q es una tautologfa. 

6. Regia del silogismo hipotetico. De la tautologfa (P =s> Q) a ( Q=>R ) => (P =>R) 
se obtiene la regia del silogismo hipotetico. Si en una teoria T,P =*• Qy Q =*R 
son verdaderas, entonces P => R es verdadera en T. 

■ Demostracion por el absurdo 

En una teoria un enunciado P es contradictorio si Pa-<P es verdadera y de acuerdo con 
el principio de no contradiccion debe ser excluido. Ademas, en una teoria T si un enun¬ 
ciado P es contradictorio entonces todo enunciado Q es contradictorio. En efecto, si en 
T la proposicion P es verdadera y -•P es verdadera, y si Q es cualquier otra proposicion 
verdadera en T, la implicacion -P => (P=>Q) es una tautologfa; entonces de -•P se dedu- 
ceP=>Q. Asf, P=>Q es verdadera y P es verdadera; entonces por aplicacion del modus 
ponens, Q es verdadera en T. De modo analogo se obtiene que -<Q es verdadera en T, 
es decir, Q es un enunciado contradictorio en T. 

Para demostrar un enunciado P en una teoria T, se supone que tanto P como ->P son 
verdaderas, si se establece que un enunciado Q es contradictorio en T, entonces ->P es 
contradictorio en T. Asf, PyTno son compatibles. De acuerdo con el principio del ter- 
cero excluido P es verdadera en T. Un razonamiento como el anterior es denominado 
reduccion al absurdo. Por ejemplo: suponga que en el algebra de los numeros naturales 
se desea demostrar la siguiente proposicion: “El elemento neutro de la adicion es 
unico”. Si se supone que la proposicion: “El elemento neutro de la adicion no es unico 
es verdadera, existen al menos dos numeros ay b distintos que son elementos neutros 
para la adicion de numeros naturales. Por tanto, se tiene que a * by para cada numero 
natural x las igualdades siguientes son verdaderas: 
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a+x = x 
b+x = x. 

Aplicando las propiedades de la igualdad se concluye que 

a+x = b+x, 

lo cual implica a su vez que 

a = b. 

Esto lleva a una contradiccion ya que al suponer ->P se tiene que las proposiciones a*b 
y a = b son ambas verdaderas. De este modo, lo supuesto es falso; ->P es falsa y por el 
principio del tercero excluido P es verdadera. Lo que completa la demostracion. 

a Demostracion por contraejemplo 

Este metodo se utiliza para establecer que una forma proposicional p (x) no es siempre 
verdadera sobre un referencial E. Dada p (x), lo que se quiere demostrar es que la pro¬ 
posicion (ViGf) (p(x) es falsa, lo cual equivale a mostrar que (VrG£) (p(x) es ver¬ 
dadera. Gracias a la ley logica 

-[(V xElE) (p(x)] =(3rG£) (-p(xj) 

el problema se reduce a encontrar unaG£ para el cual la proposicion p(a) sea falsa. 
De esta manera, si en una teorfa T se quiere demostrar que un enunciado P no se veri- 
fica en todo el conjunto referencial, es suficiente exhibir un ejemplo en el cual P no se 
satisfaga. Dicho en otras palabras, se debe dar un contraejemplo. Supongamos que en 
el algebra de conjuntos se tiene el siguiente enunciado: 

[(A nB)C(ytnC)]=>(BCQ 

donde A,ByC son elementos de p (E). Se desea determinar si este enunciado expresa 
una propiedad dentro de la teorfa; esto es: determinar si la proposicion es valida para 
cualquier tema de conjuntos A, B y C de p (E). Se pueden utilizar diagramas de Venn- 
Euler para intuir el valor de verdad de la proposicion dada, pero recuerde que un dia- 
grama de Venn-Euler no demuestra la validez o falsedad de una proposicion. Si se intu- 
ye que la proposicion dada no es siempre valida, es necesario demostrarlo construyen- 
do un contraejemplo (un caso particular en el cual la proposicion dada sea falsa). 

La proposicion [(A n B) C (A fl C)] => (B C C) no expresa una propiedad. En efecto, 
si se consideran los conjuntos A = { a,b,c,d},B= ( a,b,e/,m } y C = ( a,b,c,e,g,h ), se tiene 
A C\B = {a,b\,A DC = {a,b,c}\ por tanto la proposicion (A D B) C (A DC) es verda¬ 
dera pero B C C es falsa. Como para este caso particular la proposicion 
[(A fl B) C (A f| C)] =>(BCC) es falsa, se ha demostrado que no expresa una propie¬ 
dad en la teorfa de conjuntos. 
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CAPITULO 1 


Seccidn 1.1 ■ 

1. Propiedad conmutativa de la suma 

3. Propiedad asociativa de la suma 

5. Propiedad distributiva 7. Propiedad distributiva 

9. 3x + 3y 11 . 8 m 13. -8 y 15. -5x + 10y 

17. (a) £ (b) i 19. (a) | (b) f 

21. (a) Falso (b)Verdadero 23. (a) Falso (b)Verdadero 

25. (a) x > 0 (b) t < 4 (c) a 2 s ir 

(d) -5 < x < j (e) \p - 31 *£ 5 

27. (a) {1.2,3.4,5, 6 , 8 } (b) {2,4,6} 

29. (a) {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} (b) 0 

31. (a) {x | x 5} (b) {x | — 1 < x < 4} 

33. -3 < x < 0 35. 2 =s x < 8 


-3 

x s* 2 

1 

VO 

T 

.8 - 

L_J 

8 

2 

(-2,1] 

43. (-l.oo) 

1 

-2 

1 * -1 


-2 

1 47. J 

. 6 


45. 

49. 


51. (a) 100 (b) 73 53. (a) 2 (b) -1 

55. 3|x + 3| 57. j|x — 5| 59. x 2 + 9 

61. (a) 15 (b) 24 (c) % 

63. (a) \ (b) (c) g 


Seccion 1.2 ■ 


1 . (a) 16 

(b) -16 (c) 

1 

3. (a) 6 -f 

(b) 100,000 

(c) 4096 

5. (a) | 

(b) 4 (c) | 

7. (a) 6 

9. (a) | 

(b) i (c) m 

11.^4 

15. r 5 

17. 6 x 7 y 5 19. 

16x 10 

23. 64r 7 s 

25. 648y 7 

27. — 

31 j 6 

33. x ms 35. 166 9/10 


(b) 4 {«) j 

13. 2/5 
21. 4/6 2 

29. 


2 9 

y z 


37. 


c^d 


39. y' n 

3 j 25/6 


41. 


32x l: 


47. 


c l/2 


y 

49. 


16/15 


43. 


„'V2 


55. 21 x I 


y/6 

57. (a) (b) 

o 


51. xlfy 

yf3xy 


4 a 2 

4S - 3^' 

53. ab\fab 2 

ynr 


59. (a) 


& 


3y 


(c) 


10 


(b) 


& 


(c) 


61. (a) 6.93 X 10 7 (b) 2.8536 X 10 ~ 5 

63. (a) 319,000 (b) 0.00000002670 

(c) 710,000,000,000,000 
65. (a) 5.9 X 10 ' 2 mi (b) 4 X lO -13 cm 
(c) 3.3 X 10 19 moleculas 
67. 1.3 X 10 _2 ° 69. 1.429 X 10 19 

73. 85 min 75. 41.3 mi 


(c) 1.2954 


71. 7.4 X 10 


Seccion 1.3 ■ 

1. 6 x + 6 3. 3x 2 - 2x + 6 

7. -r 4 + t 3 - t 2 - lOr + 5 9. x 


5. x 3 + 3x 2 - 6x 
3/2 _ r 
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11. y v» _ y'/3 |3. 2lt 2 - 291 + 10 

15. 3x 2 + 5xy - 2y 2 17. 1-4 y + 4y 2 

19. 2x 3 -7x 2 + 7x- 5 21. x 3 + x 2 - 2x 

23. 30y 4 + y 5 - y 6 25. 4x 4 + I2x 2 y 2 + 9y 4 

27 . x * - a 4 29. 1 + 3 a 3 + 3 a 6 + a 9 31. a - l/b 2 

33. x 5 + x 4 - 3x 3 + 3x - 2 35. 1 - x V3 + x 4/3 - x 2 

37. 1-2 b 2 + b 4 39. 3x 4 y 4 + 7x 3 y 5 - 6x 2 y 3 - I4xy 4 

41. 2x(l + 6x 2 ) 43. 3y 3 (2y — 5) 45. (x + 6)(x + 1) 

47. (x - 4)(x + 2) 49. (y - 3)(y - 5) 

51. (2x + 3)(x + 1) 53. 9(x - 2)(x + 2) 

55. (3x + 2) (2x - 3) 57. 3(x - 1) (x + 2) 

59. y 4 (y + 2) 3 (y + l) 2 61. (a + 1) (a - 1) {b + 2) (b - 2) 

63. ( t + 1 ){t 2 -t + 1) 65. (2 1 - 3) 2 67. x(x + l) 2 

69 . (2x + y) 2 71. x 2 (x + 3)(x - 1) 

73. (2x - 5) (4x 2 + lOx + 25) 75. (x 2 + 2)(x + l)(x - 1) 
77. (y + 2)(y - 2)(y - 3) 79. (2x 2 + l)(x + 2) 

81. (x + y)(x - y)(x 2 + xy + y 2 )(x 2 - xy + y 2 ) 

83. x ,/2 (x + 1)(x - 1) 85. x _V2 (x + l) 2 

87. (x 2 + 3)(x 2 + l)' l/2 

89. («■+ 2)(a - 2) (a + l)(a - 1) 

91. (x 2 - x + 2) (x 2 + x + 2) 

95. (a + b + c)(a - b + c)(a + b - c)(-a + b + c) 


Seccion 1.4 

x + 1 


1. 

9. 

15 


x + 3 
x + 4 
x + 1 

X 


3. 

11 . 


-y 


5. 


x(2x + 3) 


17. 


y + 1 ” 2x - 3 

(2x + l)(2x - 1) 

(x + 5) 2 
3x + 7 


7. 


t 2 + 9 


21 . 

27. 

33. 

39. 

45. 

49. 

55. 

61. 


yz 

3x + 2 


(x — 3)(x + 5) 

u 2 + 3« + l 
23. 


19. 


13. x 2 (x + 1) 

1 

(x+ l)(x+ 2) 
2x + 1 


u + 1 


29. 


(x + l) 2 
2x + 7 

(x + 3)(x + 4) 

_-5_ 

(x + 1) (x + 2) (x - 3) 

3x + 7 y - x 


25. 


x 2 (x + 1) 


x - 2 


(x + 3)(x - 3) 

35. —xy 37 


31. 


5x - 6 
x(x - 1) 
c 


c-2 


41. 

xy 

—r 47. 

(2 + x)(2 + x + h) 

x + 2 .. 2x + 3 


x 2 + 2x - 1 
-3 


43. 


-1 


a(a + h) 


vT 


(x + i) 3/2 
2(77-72) 
5 

1 


51. 


(x 

57. 


I ) 4 / 3 

4 


53. 


3-75 


59. 


r - 2 


7x 2 + 1 + x 
69.Verdadero 71. Falso 


3(1 + 75 ) 5(7r - 72 ) 

63.Verdadero 65. Falso 67. Falso 


73. (a) 


R, + R 2 


(b) y ~ 6.7 ohms 


Seccion 1.5 h 

1. (a) Si (b) No 3. (a) No (b) Si 

5. x = 4 7. w = -3 9. y = 12 11. x = - \ 


13. x = 


15. t = n 17. « = 


19. x = — 1 


21. x = t 23. No hay solucion 25. x = -4 


27. x = ±372 
33. x = 2 ±72 

39. -6 + 3 77 

-5 ±7b 

45 


29. -2, 3 31. 2 

35. x = §ox=—1 37. -2,4 

3 ± 276 9 i 

43. 2 > 2 


41. 


47. 


_ 3 

75 + 1 


49. -50, 100 


2 "2 

51. -4 53. ±2 55. -1,0,2 57. 4 59. 4 

61. 21 63. -1,0,3 65. ±2y/2,±Ss/2 

67. 27, 729 69. - 5 71. ±1.5 73. 3.99, 4.01 


75. x - 5.06 77. 1.200, 1.250 


PV 

79. If - — 
nT 


81. /i = 


85. r = ± 


A ~ 2iu> 
2/ + 2w 
3F 


83. x = 


2d - b 
a — 2c 



irh 


89. i = 100(—1 + y/A/P) 91- 2 

OS b = +90 


87. b = ±7c 2 - a 2 

93. 1 


Seccion 1.6 ■ 

1. 0.14x 3. 50w 5. 3s + 15 7. 714 

9.111,112,113 11. 19 y 36 

13. $9,000 al 45 % y $3,000 al 4% 15. 7j% 

17. 45 pies 19. 4 pulg 21. 25 pies por 35 pies 
23. 13 pulg por 13 pulg 25. 11 h 27. 450 mi 
29. 4 h 31. 50 mi/h (o 240 mi/h) 33. 200 mL 
35. 18 g 37. 0.6 L 39. 37 min 20 s 41. 3 h 
43. 3 h 45. 200 m 

47. (a) Despues de 1 s y de l\ s (b) Nunca (c) 25 pies 
(d) Despues de 1 3 s (e) Despues de 2 5 s 

49. (a) Despues de 17 afios, el 1 de enero de 2014 
(b) Despues de 18.612 afios, el 12 de agosto de 2015 
51. 215,000 mi 53. 49 pies, 168 pies y 175 pies 
55. 8 h 57. 7 afios 59. 300 mi 61. 35 yd 
63. 4.55 pies 


Seccion 1.7 ■ 

1. {-1,0,£,72,2} 3. {-1,2} 

5 . (— 00 , 4 ] 7. (-<»,-5) 


4 -5 0 



11. Trapezoide, area = 9 
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17. 


19. 



21 . 


23. 



25. A(6,7) 29. <b) 10 



(b) (|,3). (f ,3) 

35. interseccion en x 0, 
interseccion en y 0, 
simetria respecto al ori; 


33. (a) (8.5) 

(b) (a + 3, b + 2) 

(c) A'(-2,l), B’(0, 4), 

C'(5,3) 


37. interseccion en x 1, 
interseccion eny-l, 
no hay simetria 


y 

5 



y 

5 ' 



39. interseccion en x |, 41. intersecciones en x 1, 

interseccion en y -5, interseccion en y 1, 

no hay simetria simetria respecto al eje y 



43. intersecciones en x 3, 45. intersecci6n en x 0, 

interseccion en y -9, interseccion en y 0, 

simetria respecto al eje y no hay simetria 




47. interseccion en x 0, 49. intersecciones en x 4, 

interseccidn en y 0, interseccion en y 4, 

simetria respecto al eje y simetria respecto al eje y 



51. interseccion en x 0, 
interseccion en y 0, 
simetria respecto al origen 
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53. Simetrfa respecto al eje y 55. Simetria respecto al origen 
57. Simetria respecto al origen 
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35. Todas las rectas pasan por (3. 2) 


37. -1, 3 


41. 1,3 


45. 1, -3 


39. -1,0 




43. 0, 4 




47. -ii 




53. x - y — 3 = 0 55. (b) 4* - 3y - 24 = 0 

57. 16,667 pies 

59. (a) (b) La pendiente representa 

. el costo de produccion por 

/ tostador; la interseccion en y 

12,000 • / la representa el costo mensual 

/ fijo. 


61. (a) t = jjn + 45 (b) 76 °F 

63. (a) P = 0.434 d + 15, siendo P la presion en lb/pulg 2 y d la 
profiindidad en pies (b) 196 pies 
65. (a) C = | + 260 (b) $635 

(c) La pendiente representa > 

el costo por milla. i.ooo-- 

(d) La interseccion en y repre¬ 
senta el costo anual fijo. ;; _■— 


67. (a) 30 



u | 500 1,000 

(b) (21.82,13.82) 

(c) Precio $21.82, 
cantidad 13.82 


Repaso del capltulo 1 ■ 

1. Propiedad conmutativa de la suma 

3. Propiedad distributiva 

5. —1 < jr =s 3 7. (2,«>) 


9. 6 11. 1 13. 11 15. 4 17. 12x 5 y 4 

19. 9x 3 21. ,V 23. «■ - 

4 - x s 

27. 7.825 X 10'° 29. 1.65 X 10" 32 

31. 3xy 2 (4xy 2 - y 3 + 3 jc 2 ) 33. (x - 2)(x + 5) 

35.' (4f + 3)(r - 4) 37. (5 - 4r)(5 + 4r) 

39. x~ ,/2 (x — l) 2 41. y{a + b) (a — b) 

43. 2jt 3 (x - 3) (jc — 6) 45. 6x 2 — 21x + 3 

47. 4a* - 4 a 2 b + b 2 49. 2x vi + x - x' n 


2x + 3 x 

59. -- - - ■= 

y/x + h + yfx 

67. 2,7 69. -1,| 


57. - — 
2x 

65. -30 


—2 ± y/l 


3 ± \/6 


75. 20 lb de pasas, 30 lb de nueces 77.4:00 p. m. 
79. 1 h 50 min 

81. (-3,oo) 83. [f,=o) 


85. [-4,-1) 


87. (-oo, -2) U (2,4] 


500 1,000 1,500 



93. 


y- 

3 - 



95, B 97. (x + 5) 2 + (y + l) 2 = 26 

99. Circulo, centro en (-1, 3), radio 1 

101. No hay grafica 103. 2jc — 3y — 16 = 0 

105. 3x + y — 12 = 0 107. * + 5y = 0 

109. jc 2 + y 2 = 169, 5jc - 12y + 169 = 0 

111. Nohaysimetrfa 113. No hay simetria 



(b) (-0O.5); [-2,1] (c) 53 

2. (a) 81 (b) 5 6 = 15,625 (c) 2 (d) g 

8x 

3. (a) 8v/2 (b) 54aV 4 (c) - 


' x - 2 w * - 2 

4. (a) 3.25 X 10" (b) 8.931 X 10 6 

5. (a) 2x 2 -lx-\5 (b) x - y 

(c) 9f 2 + 24f + 16 

6. (a) (3x - 5) (3x + 5) (b) (3x + 5)(2x - 1) 

(c) (x 2 - 3 )(jc - 4) (d) x(x + 3) {x 2 - 3x + 9) 

(e) 3jc- ,/2 (jc - l)(x - 2) 

x{^ + 2) V 

x — 4 2h{2h + 1) 

9. (a) -10 (b) 1 (c) -3,4 (d) No hay solucion 

(e) 0,|,1 (f) 0, -3 

10. 120 mi 11. 50 pies por 120 pies 

12. (a) (- 00 , 3 ] (b) (0,1) U (2,oo) 
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13. 41 ? F a 50 °F 

14. (a) 20 (b) (-1, -4) (c) 4x + 3y + 16 = 0 

(d) 3x - 4y - 13 = 0 (e) (x + l) 2 + (y + 4) 2 = 100 

15. (a) (b) 




(x - 3) 2 4 (y + 5) 2 = 25 (x + §) 2 + (y + §) 2 = 0 
16. (a) x + 3y - 7 = 0 (b) 4x - y + 12 = 0 




CAPITULO 2 


Seccion 2.1 ■ 

1. Ventajas : Se pueden analizar las diferentes perturbaciones o 
modificaciones que sufriria un objeto (o una situacion), 
bajo ciertas condiciones sin necesidad de alterar dicho 
objeto (o situacion) y por tanto el modelo da un marco de 
referenda para el analisis logico y coherente del objeto (o 
situacion) permitiendo colocarse en diferentes escenarios, 
analizando las consecuencia de cada uno de ellos sin 
modificar en absoluto al objeto (o situacion). Desventaja: 
Un modelo es una representacion de la realidad y por tanto 
puede que omita factores relevantes del objeto o situacion, 
sobre todo cuando el objeto sea muy complejo. 

3. Modelos de objetos microscopicos. 


5. Modelo concrete). 

7. Modelo analogico. 

9. Modelo analogico. 

11. Modelo analogico. 

13. Modelo simbolico. 

15. Verdadero. 

17. Falso. 

19. Verdadero. 

21. Falso. 

23. Falso. 

25. Falso. 

27. b. 

29. c. 

31. c. y d. 

33. Concretos: Modelos a escala de un muelle, una fotografla y 
una reproduccion 

Analogicos: El barometro, los pianos de una maquinaria y 
graficos estadfsticos. 

Cuantitativos: modelos para el crecimiento de poblaciones, 
modelos financieros y economicos, modelos de conexion de 
redes. 

35. La explication queda a consideration de los alumnos. 

Seccion 2.2 ■ 

1. Modelo del gasto familiar mensual, modelo de diseno de 
rutas desde la casa a a universidad, modelos de presupuesto 
para un evento. 

3. Medida de desempeno: C: costo total en bencina 

Parametros: d: distancia entre las dos ciudades (km); c ( : 
precio del litro de bencina ($); r: promedio de rendimiento 
del automovil a usar (km/litro) 

Restricciones: d>0,C/>0,r>0 
Relaciones del modelo : . 

5. n(MnFnC c )=37, n(MnF c nC) = 25, «(Af'nFnC) 
= 48, n (M c nF c nC) = 57,n(M c nFnC c ) = 61, 
n(M nF c nC c ) = 88, «(M) = 500, n(F) = 502, 
n(C) = 480, n(M c ) = 450, n(F c ) = 448, n(MnF) = 387, 
n(M c nF) = 115, n{M c nF c ) = 335, n(FnC) = 398, 
n(F c r\C) = 82, v, «(MnC) = 375, n(M c nC) = 105, 
n(MnC c ) = 125, n(M c r\C c ) = 345 mas los 6 datos de la 
situacion. 

7. Modelo descriptivo conjuntista. Conjunto referential: R: 
Conjunto de tecnicos de la empresa; Categorias: H: 
tecnicos que hablan correctamente espanol; S: Tecnicos 
solteros; P: Tecnicos que pueden conseguir un reemplazo 
para su cargo. El objetivo del modelo es determinar n(H n S 
n P) para elegir 20 de ellos. 
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9. Medida de desempeno: C : cantidad total de combustible 
liberado desde el hundimiento. 

Variable de decision: n: numero de dfas trascurridos desde el 
hundimiento. 

Restricciones: n> 0 

Relaciones del modelc: C = 25n 2 + 2,975 n 
11. Medida de desempeno: V: volumen de la barra de chocolate. 
Variable de decision: h: cantidad reducida en el largo y 
ancho 

Restricciones: 0 < h < 5 
Relaciones del modelo: V = 2 h 2 - 30 h + 100 
13. Medida de desempeno: P: Cantidad a producir en un tiempo 
determinado. 

Variable de decision: d: cantidad demandada en este tiempo. 
Restricciones: d e IN 

Relaciones del modelo: P = n+l donde n e IN tal que 
n - 1 < 1.03 Id < n 

Section 2.3 ■ 

I. C, = 82,000 + 3,850.x el costo de fabricar 100 sillas de estilo 
al dfa es $467,000. 

3. a) C, = 485,000 + 565x b) / = 1 ,250x c) C, = 1,530,250 
7=2312,500. 

5. C, = 150,000 + 3,775jc, el costo de fabricar 33 artfculos a la 
semana es $274,575. 

7. C = 2,500* + 15,000. 

9. (45,60). 

II. a) x = 27.58 = 28 b) Si el precio de venta se mantiene, el 
equilibrio se obtiene, en este caso, al producir 33.98 = 34 
artfculos, no siendo ventajoso en este momento. 

13. a) 13,000 toneladas al mes b) 2,200 toneladas. 

15. En el ano anterior se vendieron aproximadamente 19,179 
artfculos y en este ano aproximadamente 21,179 artfculos. 

17. a) Aproximadamente 4,706 libros. b) Una perdida de 
U$12,000. c) Debe cobrar U$23. d) Una gahancia de 
U$ 11,800. 

19. 7,550,000 - 604,000t. Despues de 4 aiios el valor es de 
$5,334,000. 

21. 1833%. 

23. El valor en el fondo al final de 8 anOs es de U$31,846.22, el 
valor en libros al final de 8 aiios es de U$48,153,78, la 
depreciacion que debe cargarse al final de decimo ano es 
U$5,70634. 

Repaso ■ 

1. F 
3. V 
5. F 


7. F 
9. F 
11. V 

13. Los datos son resultados de experiencias que no describen 
las relaciones entre variables. 

19. Medida de desempeno: G: gastos totales de hospedaje. 
Variable de decision: n: numero total de dfas de hospedaje. 
Restricciones: neN 

Relaciones del modelo: G = 1,175 + 22325 n 
21. (a) T: Numero de trabajadores a contratar (b) d: dfas de 
plazo (c) TeN, deN (d) T = ^ 

d 

23. Medida de desempeno: C: Gasto total en publicidad. 
Variable de decision: x: tiempo de publicidad en radio; y: 
tiempo de publicidad en television 
Restricciones: x > 0, y > 0 
Relaciones del modelo: C = 262,500.x + 564,375y 



114.8 minutos en radio y 86.1 minutos en television. 

25. (a) Hipotesis: El crecimiento de la poblacion de insectos 
depende del crecimiento de la poblacion de las hembras. Es 
apropiado en vista que las hembras son las que depositan los 
huevos. 

(b) Medidas de desempeno: x„:Numero total de hembras 
menores despues de n anos; y„:Numero total de hembras 
jovenes despues de n aiios; z„:Numero total de hembras 
adultas despues de n anos. 

Variable de decision: n: numero de aiios trascurridos desde 
el inicio del estudio. 

Restricciones: neN 

Relaciones del modelo: x n = 4y„_, + 3z n _,; y n =~ x «-i '< z n =^>’«-i 

27. Medidas de desempeno: xNumero total de bacterias de la 
cepa Bp, y:Numero total de bacterias de la cepa Bp, z: 
Numero total de bacterias de la cepa B 3 . 

Variable de decisibn: Cp.C antidad de unidades de alimento 
Ai colocadas en el tubo diariamente; C 2 :Cantidad de 
unidades de alimento A 2 colocadas en el tubo diariamente; 
C 3 : Cantidad de unidades de alimento A 3 colocadas en el 
tubo diariamente. 

Restricciones: C V C 2 ,C 3 efVu{0}, x,y,zeN u{0} 
Relaciones del modelo: 2x+2y+4z = C 1 ; x+2y = C 2 ; x+3y 
+ z = C 3 . 

29. Medidas de desempeno: h: altura del edificio. 

Variable de decision: s: longitud de la sombra; 0; medida 
del angulo del sol con la horizontal 

Tt 

Restricciones: s> 0, O<0 <—. 

Relaciones del modelo: h = s tan0; 


674 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 


31. Medidas de desempeho: A: Cantidad acumulada de dinero 
despues de n anos. 

Variable de decision: P y n 
Pardmetro: r 
Relaciones del modelo: 

<*) 0 » <c) A ‘ p i'*m) 

33. (a) Objetivo del modelo: Estimar el tiempo que tarde una 
rata blanca en aprender el camino de salida de un laberinto 
(atravesar un laberinto dependiendo del numero de veces 
que sea sometida al experimento). Medida de desempeho: T n 
Tiempo en que tarda la rata en atravesar el laberinto en el n- 
esimo intento .Variable de decision: n: Numero de intentos o 
veces que la rata es sometida al experimento. Restriccion: 
nzlynelN. Ecuaciones del modelo: 

i Tn= h±l =3+ L 

\ n n 

(b) (i) 3.043 minutos (ii) 20 (iii) No. 

35 . y = 10 - 2 x donde x, y es la cantidad que el consumidor 
puede comprar de cada articulo. 

37. (a)Si x: Numero de chips ensamblados.x e IN; /: El ingreso 
total por x chips; C x : El costo total de ensamblar x chip 
utilizando la altemativa 1; C 2 : El costo total de ensamblar x 
chips utilizando la altemativa 2. /= 28.5x, C x = 44,000 + 

16 lx, C 2 = 152,000 + 9x (b) Sin importar la altemativa, el 
negocio sera rentable si se ensamblan 7,795 chips o mas (es 
decir, a partir de 7,795 chips), (c) (0,15428) la altemativa 1 
es mas rentable que la 2 y (15429,18000) la altemativa 2 es 
mas rentable que la 1 . 

39. (a) Si x: cantidad de motores de automovil e y: cantidad de 


43. $7,877,500 
45. $13,125,000 

47 rl - 1 1777 400-20 p) ; aumentarfan a 3351 estanterias 
169 ’ 

aproximadamente. 

49. s — 8p — 2,800 

51. (a) d = p +46,400 (b) p = 2,497.30, total gastado: 

$7,775,368.52 


Examen del capitulo 2 s 

2. Medida de desempeho: Crcantidad de clientes. Variables de 

decision: P: precio por masaje. Restri cciones: C e; ; 0 <P<, 

„ fl 12,500-9/* ■ 

12500. Relaciones del modelo: C = J --- 


3. Un modelo de probabilidades. <,Cual es la probabilidad de 
ganar el juego? 

4. x: desplazamiento horizontal; y: desplazamiento vertical. 

k 

x= — ' 

y 

5. (a) Medida de desempeho: IWtilidad total. Variables de 
decision: x: Numero de participantes Restricciones: x eW; 
Relaciones del modelo: U — 126,000x — 2,520,000. (b) 
$1(260,000 (c) 20 participantes. 

2 , 

6 . (a) 600 y 100 respectivamente. (b) / = 800/), 
restricciones 10500 sps 36,750 (c) p = 21,000 (d) d — 400 
unidades I = $8,400,000 


motores de automovil producidos.j, _ 2 *+25 It) x es 7 . Medida de desempeho: r: interns anual. Variables de 


un entero entre 0 y 50 e y un entero entre 0 y 25 
c) 



decision: P: Capital inicial. A: monto final a 3 anos,«: 
numero de veces que se capitalizan los intereses en un ano. 
Restricciones: P > 0, A> P, n e, Relaciones del 
modelo:r = n ^Jj ^ ~ n >( a ) r ~ 0.5326 (b) r = 0.435 (en la 


0 10 20 30 40 50 


41. x: Cantidad de unidades de producto A; y: cantidad de 
unidades de producto B 
6 x + 6 y = 110, 3x + 6 y = 150, 4x + 2y = 60 


realidad jamas se podra obtener el monto deseado). 

8. Medida de desempeho: C: costo total de matriales. Variables 

de decision: l: longitud del lado de la base; V: capacidad 

deseada. Restricciones: l> 0, V > 0 Relaciones del modelo 
V 

C = 5,250/ 2 + 21,000—. 

9. (a) Medida de desempeho: C: cantidad de calcio de la 
persona. Variables de decision: d: numero de dias trascurridos 
desde comenzo a perder calcio. Restricciones: d e N 
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Relaciones del modelo C = 18 - 0.0003<L (b) 6,667 di'as 
aproximadamente. 

10. (a) x: calificacion escala initial; y: calificacion en la escala 

final.v = 5x+42 ' (b) jc = 0.84. 

11 

11. Medida de desempeho: VP: cantidad prestada. Variables de 
decision: m: monto a pagar por periodo; n: numero de pagos 
por ano; t: tiempo en anos del prestamo Parametros: r: tasa 
anual del prestamo. Restricciones: m > 0, n e; , t > 0. 


Relaciones del modelo VP 


prestado: $837,684.90 




.Puede pedir 


CAPITULO 3 _ 

Section; 3.2 ■ 

. i 1 7 5 

• • Gt — , Qj — , flo — j Cl a • 

1 3 2 3 ^ 27 4 27 

3. a l = a 2 =a 3 =a i =5. 

5. a 1 =l,a 2 =4,a s =9,a 4 =l6. 

7. o, =V2-l,o 2 = V3-V2,o,=2-V3,o 4 = ^-2. 

9. a l = 2,o 10 = 2.5937,a 50 = 2.6916,a 100 = 2.7048,a 200 =2.7115 . 
x-x"* 1 

11. Si x * 1 -. Si x = 1 el resultado es n. 

1 — x 


13 n(n +1) Y 

’ 2 V 


15. —-2" +1 5 - " +—5"” +— 

3 4 12 

17. Es una P.G. y la suma es 
19. d = 3. 


- J«’ 

25. 1365,-1365,0. 

27. 455. 

29. a. =-4 + 5t -4« + 5 

* J 


n(n + 1) 


31. a t = —5 + 2^, -5« + «(m + 1) 

33. a. =—3+3k , -3w+3 w( ” +1) 


35. U$ 294,000. 
37. 324. 

39. 3/ 4 


41. a 2 

,, .*-3 13 3 10 -1 

43 a* = 13 • 3 ,--. 

1 9 2 


45. ad= 


,j±r, nfr-Lf-, 

I 10 I 3 [lOJ 


47. aprox. $10,950. 


53. 705,432. 


Section 3.3 ■ 

1 . oo )(- °°3 0), 1, No existe, 0,1. 

3. (4,o°), (-~,l)>4,Noexiste, 1,4. 

5. No tiene, No tiene, no existe, no existe, no existe, no existe. 
7. Converge a 0. 

9. Diverege. 

11. converge a —-— solo si a < 1. 

1-a 

13. Converge a 1/2. 

15. Limite 1. 

17. Limite ^ + 

2 

21. Limite ^ + 

2 

43. Existe y vale x. 

45. Es Falsa. 


Section 3.4 ■ 

1. Verdadera. 
3. Falsa. 

5. Falsa. 

7. Falsa. 
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11. e 2 
13. e- m 

Repaso a 

11. Si en el lugar 11, No, Si en el lugar 23, No. 

13. No existe, 5/3, no existe, 5/3, monotona creciente. 

15. 1 / 2 , no existe, 1 / 2 , no existe, monotona decreciente. 

19. No es monotona ni acotada. No es monotona pero esta entre 
ly -1 

21. Es acotada. 

23. Una sucesion no acotada inferiormente. 

25. 99. 

27. aprox. 63,736. 

29. 5566 / 7503. 



33. -4. 

35. 1/6. 

37. e. 

39. 0. 

41. 7 a 2 + 7b 2 + H)ab. 

43. 9. 

45. x 2 - 6 x - 13 6 - x 2 + 6 x + 13. 

47. 9,12,15. 

49. 2,334,267. 

51. x 2 + 4x+l. 

53 +_L + A +2^2 +J_ 

V2’"l/2 , “^’~ V2 ’“V2 

55. 944, 945 . 

57 29 ±5^409 
32 

59. 75582y 8 x u . 

61. No existe. 


Examen H 

1 . r = -3,rf = -84. • 

2. Constante. 



5. 38,840. 
7. 2 s .■ 



11. a) (03) b) Si. c) Minimo es 0. No tiene maximo. d) 
Supremo es 3 y el l'nflmo es 0. 

12 . a)l, b)fcc) e-■ 

13. b) limite es - + ^— + ^ —. 0 < a < 2. 

2 

14. a) Verdadera. b) Verdadera. 

CAPtTULO 4_ 


Seccion 4.1 * 

f:R —» R 

1 ’ x /(x) = 3x+l 

f:R —» R 

3 ' x /(x) = (x+2) 2 

5. Dividirpor 3 y a continuation restar 5. 

7. Elevar al cuadrado, multiplicar por 2 y fmalmente restar 3. 

9. yj: {a.i.c} -> {a,6,c} f 2 : {a,i,c} —> {a,6,c} /,: {a.A.c} -> {a,i,c} 
« (-» a tf l-» tf a b 

b i-» b b I-* c i l-> a 

c i-> c c 6 ci->c 

/,: {a,6,c} -> {a,6,c} / s : {a,6,c} -> {a,*,c} / 6 : {a,i,c} -» 

a l-» 6 a i-» c «i-»c 

6 l-» c ’ 6 l-» a ’ i> t-» 6 

c a c(->6 e i-» a 

11. a: R + xR + —» R + . Conjuntodepartida:#t + xR + 

(r, ft) l-> a(r, ft) = 2x r(ft+ r) 

Conjunto de llegada: R + . 

13. Si /j =(a) y P 2 = ( b ) entonces 

d: RxR -> R + u{0} 

i-» d(,P„P 2 ) = \a-b\ 

15. Si /j =(a,b,c ) y = {d,e,f ) entonces 

</: R 3 xR 3 -> R + u{0} 

(/J,P 2 ) d(P„P 2 ) = V(a-d) 2 + (ft-e) 2 + (c-/) 2 



't;'-, 5rs^'£.''£ : £'’kt r ^'VV- / .^v;>>- i r , j-]^i ^ v , ) V^VpS^iKj 
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- Inverso multiplicative po« 2 


23. c t :N 0 xN 0 -» N 0 , N 0 =Nv{{ 0} 

(x.jp) 1-4 Cj.(x,_p) = ^ + 2_y 


a verso multiplicative par 2 


Eatrada _ _ — J 

2-W Inveno maltipKcarivo por 2 


Numero 
de hijos 

Frecuencia 

relativa 

0 

24 

1 

36 

2 

22 

3 

12 

4 

4 

5 

2 


intrada_I 

3 - — —— ^ invmo muHiplicativo por 2 


‘4-fnveno mulliplicativo par 2 


12 3 4 



19. a)^ ’ ® + * ® + nde d es la distancia entre us- 

/ 1-4 d(/) = 1,080/ 

ted y la tormenta, t la longitud del intervalo de tiempo. 
b) la constante k= 1,080 es aproximadamente la rapidez del 
sonido (en pies/s) 



c) 8,640 pies. 

21. c: N -4 N 

X (-> c(x) = 


,500x si l<x<9 
,250x si x> 10 


Nivel de 
azucar 

Frecuencia 

4.0-4.8 

24 

4.9-S.7 

36 

5.8-6.6 

22 

6.7-7.5 

12 

7.6 “8.4 

4 

8.5-9.3 

2 


p\ r + xr + —4 r + 

i "' K (b.h) m> p(b, h) = 2b+2h 
R t x R t -Conjunto de llegada: R + . 

31. a = 6lJ7. 

33. L: R + u{0} -4 

d t-4 £(d) = — 


35. v: R + -4 R t 

x (-4 v(x) = (12-2xX20-2x)x 

37. d: R + -4 R + 

h 1-4 A(h) = 2 hy]r 2 -h 2 


Conjunto de partida: 


cl R.xR — 4 R. 
+ + + 


, k constante de propor- 


J3. 7 TV WilOUUllV UV J/XVJ/V/1 

0,n) 1-4 c(p,n) = kpn 

cionalidad. Conjunto de partida; R + x R + , conjunto de llegada: R 
b)c: R + xR + -4 R + 

(p,«) 1-4 c(p,n) = ^pn 

F: R u{0} -» R u{0} . 

41. a) + i J + l j _ ic constante de proporcto- 

x 1-4 F(x) = kx 

nalidad. Conjunto de partida; R + u{0}, conjunto de llega¬ 
da; R + u{0}- 
b) 8 c) 32N 
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43. a) T ■■ R + -> R + 

d h> T(d) = JkcF 


b )k = 


365 2 

(9.3 xlO 7 ) 3 


s 1.65629 x 10 19 c) 59976 dias aprox. 164 anos 


Seccion 4.2 ■ 

1. a) Dom (f) = N Rang(/) cp(?V) b) /(17) = {l,17} 
/( 30 ) = { 1 , 2 , 3 , 5 , 6, 10 , 15 , 30 }, /( 124 ) = { 1 , 2 , 4 , 31 } c) 
G f ={(«,/(«))I ^f(n) = {deN\d divide an}} 
cl\Tx|)( N) 





7. Es fiincion: g(x) = -fx Dom(g) = 9. No es fiincion. 

R + u{0},Rang(g) =R + u{0} 



0 ! 2345 6709 10 



11. /(5,1925) = 2.59, /(10,2200) = 3.94, /(20,1650) = 5.35, 
/(25,1925) = 5.77. Cantidad de kilos de came consumidos a 
la semana por familia segun ingreso anual. 

13. 



0 5 10 15 2D 25 30 

Ingreso faimiliar 


Consumo de came (kilos por semarta) segun ingreso familiar 
cuando el precio por kilo se fija eii $1,650 el kilo. 




r,o i i :-1-'-_ * 

1500 1700 1900 2100 2300 2500 2700 

Precio de la 6ame 


Los puntos en la grafica de la funcion / tienen tres compo- 
nentes (x, y ,z) donde x representa el ingreso familiar, y el 
precio del kilo de came y z el consumo semanal de came. 

La grafica de h corresponde a la interseccion de la grafica de 
/ con un piano paralelo al piano YZ que pasa por y = 1,650 y 
la grafica de g corresponde a la interseccion de la grafica de 
/ con lin piano paralelo al piano XZ que pasa por x— 15. 

17. El peso de esta persona aumenta a medida que crece; des- 
pues continua creciendo mas lentamente; entonces, posible- 
mente la persona se apega a una dieta estricta cuando tiene 
30 anos y su peso disminuye bruscamente; despues vuelve a 
ganar peso, y al final la ganancia de peso se nivela. 



















RESPUESTAS 


679 





23. a) Dom(f) = {L, Ma, Me, J, V, S, D} (los dias de la semana) 
Rang(/) = {26,28,28.5,30,32} b) Entre el sabado y el do- 
mingo c) Entre el lunes y el martes. 

25. La funcion /asigna el numero de estudiantes de un curso 
universitario dependiendo de su edad. Dorn(/) = {[17,18),. 
[18,19],[20,21),[21,22)}.Rang(/) = {4,5,18,33} b) 55% 
c) 36.6% d) 




29. +: R*xR 2 R 2 

( a,b ) t-> +(a,b) = (a ] ,a 2 ) + (b l ,b 2 ) = (a [ +b l ,a 2 +b 2 ) 

Dom(+)=R 2 xR 2 , Rang(+) = K 2 

31. s(a,b) = s(ia l ,a 2 ),(b l ,b 2 )) 

— (^i +b lt o 2 + b 2 ) 

= 4- c?,, b 2 + c 2 ) 

= s((b ,, b 2 ), (^i , )) 

= s(b,a) 

Conmutatividad de la suma 
33. Si a = (o,,a 2 ),sea a‘ =(-a t ,-a 2 ). 

s(a,a’) = s((a l ,a 2 ), (-a t , ~a 2 )) = (a, - a,, a 2 - a 2 ) = (0,0) = e 
Existencia de inversos aditivos. 



No es la representacion grafica de la funcion a, ya que la 
grafica de la funcion a es un subconjunto de R? y no de R. 2 
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17. (a) 



(b) Dom(/) = (- 00 ,9] 
19. (a) 



(b) Dom(/) = [-4,4] 

21. Dom(/) = (-l,-H»), Rang(/)==(0,+~). 

23. Dom(A) = (-oo,-3]u[3,+o<>), Rang(/j) = [0, +“)■ 
25. Dom(0 = [-2,3)u(3,+o=), Rang(/)=R 
27. Dom(z) = (- 00 , -2]u [4, -H»), Rang(z) = [(),+<*>) . 
29. Dom(g)=R-{0}, Rang(g) = (-1,1} 

31. Dom(» = (-l,l], Rang(p) = {0,1} 

33. 5, -3, 2a+2b+l, 2a + 2b+2 
35. Para todo xen R. 

37. Paratodo xy hen R . 

39. Para todo ten R. 

41. Para todo xen [-2,2]. 

43. Para todo y en [-1,1]. 

45. Para todo s en [-4.4], 


47. (a) 

3 . 0 -] 

2 . 5 : 

ZD-; - 

1.5“ 

1.0:- 

0.5' 

00 1 , 1 - ) -r » t i : \ 1 1 i \ 1 1 1 1 = nr 
0.0 as 1.0 1.5 2J) 

X 

(b) Dom(g) = [0,1] 



3XH 

2-5: 

20: - 

i.5: 

i.0: - 

djH 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 * i~ 
0 12 3 4 


(d) Dom(k) = 0 
49. (a) 


a 

2 


l i i 11 l 1 1 1 1 1 11 i Q 


-1 

s- 

-8 

-10— 1 


I I ! 1 [ I I I 
1 
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65. Dom(.j) =R , Rang (s) = R ■ 



67. Dom(g) = [-3,4], Rang(g) = [0,16] ■ 



69. Dom(i) =f? -{0}, Rang(i) = (-<*>,-3)u (-1,0)- 



71- Dom (k)=R , Rang(Ar) = 1) 



73. Dom(m) = R —[5}, Rang(/w)=#J 



75. Dom (p)=R , Rang(p) = {0,3} • 



X 


77. 

' 2 

si 

0<JC<1 


2.2 

si 

1<X<1.1 

C(x) = - 

2.4 

si 

l.l<x<1.2 


4.0 

si 

\.9<x<2 


0 -# 
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79. (a) E y = [1,4) (b) E, =|j,lj (c) E y =^,^3 
81. (a) 0,1 (b) (0,1) (c) (—,0)u(l,+~) • 


85. f{x) = --x-\,-7<x<4 

O J 

87. f(x) = \ + J\^c, jc<1- 


Section 4.4 i 

1. Par 




5. Par 



7. Par 



9. Dom(/) = R, Rang(/) = (—°°,0],no es par, ni impar, ni 
periodica. 



1 1 . Dom(/) = [-3,3), Rang(/> =[0,3], es par. 



13. Dom(/) = R , Rang(/)=[0,+°°), no es par, ni impar, ni 
perodica. 
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15 Dom(/) = R , Rang(/) =[0,+~), es par. 



-TO -5 C 5 10 


17. Dom (/)=R , Rang(/) = [0,1]. Par y periodica de periodo it 



-S.0 -2 £ 0.0 2.S 5.0 


19. Dom(/) = R , Rang(/) = R . No es par, ni impar, ni periodica. 



21. Dom(/) =R , Rang(/) =R .Noespar,ni impar, ni periodica. 


23. Decreciente en 


(-oo — creciente en A +00 | 


. En x = -la 


funcion tiene un valor mi'nimo. 


25. Decreciente en (3, + 00 ), creciente en (-°°, 3) 

27. Decreciente en (4,6) (6,7), creciente en (3,4) 

29. Desplazamiento de la grafica de/ hacia la derecha 4 
unidades. 

31. Desplazamiento de la grafica de/ hacia la izquierda 5 unidades. 
33. Alargue de la grafica de/vertical por un factor de 3. 

35. Reflexion de la grafica de/en el eje Y. 

37. Contraccion horizontal de la grafica de/por un factor de 1/2. 

39. 
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(C) 



(d) 



41. Decreciente en (-<», 2), creciente en (2, -K*,). Minimo enx = 2. 



43. Creciente en todo su dominio: [-13]- Minimo en x = -1, 
maximo enr = 3. 



45. Creciente en 


H 



49. 30 veces. 

53. 1300 m por 600 m. 

57. p(x) = 24,000 + 160* -Ax 2 


51. jc = ;y = 50 
55. 650 pesos 



Seccion 4.5 h 


(f+g)(x) = x 2 +5, (f-g)(x)-x 2 -2x-S, (fg)(x) = x 3 + 


4x 2 -5x, 


/ 2 

f t \ X ~ X 

W=—T 

UJ * +5 


. Dom(/ +g) = Dom(/ -g)~ 


Dom (fg)=R , Dom(—) =IR -{-5} 
g 


3. (f + g){x) = ^]l + X+'J\~X , (f-g)(x) = yjl + x- -jl-x , 

( fg)(x ) = yjl-x 2 , ^ j(x) = Dom(/ + g) = 

Dom (f -g) = Dom (Jg) = [-1, l], Dom(—) = [-1,1) 

g 


5-(/+g)W = 

(f~g)(x) 

C&)« = 


x+4 


si x<3 


■t 




-Jx+3 +x+5 si x>3 
-x-6 si x<3 

yfx+3-x-5 si x>3 

-x—5 si x<3 

^y/x+3^(x-5) si x>3’ 

-1 

si x<3 

si x> 3 


x+5 

yJx+3 


x+5 
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Dom(/ + g) = Dom(/ -g) = Dom (fg) =R -{3}, 

Dom(—) = R - {-5,3}. 
g 



- 2-10 1 2 



«■ a) /(g(0)) = -l y g(/(0)) = 4 

b) /(/(2)) = 119 y g(g(3)) = 0 

c) (g°f)(~ 2) = 340 y (/°g)(-2) = 79 

d) (g°/)« = 64x 2 -40x+4 , (go f)(x) = 8x 2 -24x-l 

e) (g ° g)(x) = x 4 - 6x 3 + 6x 2 +9x, (/ ° /)(x) = 64x - 9 

f) x 4 —6x 3 + 70x 2 -31x+4 


13. (/°g)(x) = 8x+l, (g°/)(x) = 8x+ll, (g°g)(x) = 16x-5 
y (/°/)W = 4 x+9 

Dom(/ ° g) = Dom(g ° /) = Dom(g ° g) = Dom(/ °f)=R 


23 - (/°s)(x) = 7^’Dom(/og)=R -{- 72 , 0 , 72 } 
(g°/)W = 4+-> Dom(g °f)=R- {0}, 

X X 

(gog)(x) = x 9 + 6x 7 +12x 5 +1 Ox 3 + 4x, Dom(gog) = iK y 
(/°/)M = Dom(/o/) =7? -{0}. 


25. (/og)(x) = -i-+2, Dom(/og)=K-{2}, 
x-2 

(g°/)W=-» Dom(g°/)= -{0}, (gog)(x) = --~ 

x _ 5-2x 

5 


Dom(#og)==ft-j-j y (/o/){x) = X+4,Dom(/ °f)=R 

2y4-4 

27. (/°g)(x) =-+2, Dom(/og)=i? -{0}, 


(g°/)(*)=-^T» Dom(go/) = R-{-l}, 
x + 1 

(g°gXx) = ~^, Dom(g°g)=K—j-|j y 

(f°f)(x) = x, Dom(/»/)=f( -{(>}■ 

29. (/og)(x) = 7 = 7, Dom(/°g) = (-“,0], (g°/)(x) = -\/l-7x 2 -l, 

Dom(g°/) = (g°g)(*)=^“, Dom(gog) = R — |—yj y 

(f°f)(x) = x, Dom(/o/)=K-{0}. 

31- ( f°g)(x)= . 1 Dom(/°g) = (- oo ,0)u(4,+<»), 

Vx — 4x 


(g°/)W=--4=’ Dom(go/) = lR+ , 

X Vx 

(gog)(x) = x 4 -8x 3 + 12x 2 +16x, Dom(g °g) = R y 
(f°f)(x) = ifc, Dom(/o/) = W + u{0}. 


33. (/°g)(x) = 


1 


x+3 

(x+3) 2 


Dom(/ °g)=R - {-6} 

si x > —6 


(g°/)0) 


+3 si x<-3 „ , _ „ r -i 

Dom(g ° f) = R- {-3} 


x+3 si x > -3 


(g o g)00 = *+6, Dom(g °g)-R 

(/°/)W = -jx 2 S ' 3 Dom(/°/)=K-{-3} 
x 4 si x > -3 


15. 5 
17. 3 
19. -2 
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Repaso m 

1.(a)— unidades de temperatura (b) f(x) = /(x,0) = —, 

25 j jc j 

Dom(/) = (0,50] (c) g(y) = t{ 0, y) = , Dom(g) = (0,30] 

(d) h(x) = t(x,x) = — j—r, Dom(/i) = (0,30]. 

2 m 


3. (a) Dom(/) =N (b )Rang(f) 

(c) Gj 




= I Heivjc (0,1] 


(d) lim—= 0 

v y n —>°a Yl 


Examen a 

(a), (b) son graficas de funciones (a) es inyectiva 


1. [0,l)u(U+~) 

2. (a) 



(b) 


I 1 I i I i I M 0 
-6 -4 -3 -2 -1 


/ 


l I l l/i I M 
1/34 

. / 


3. (a) Desplazar 3 unidades hacia la izquierda, reflejar en el 
eje y y luego desplazar 2 unidades hacia arriba. 

(b) Reflejar en el eje x y despues en el eje y. 


4. (a) /(—2) 




/(3) = 7(b) No 


5. (a) grafica a)/ grafica b) j, grafica c) k 
• *• g: ( -00 ’°] 

(b) No es myectiva, , , , 

x 1 -^ g(x) = x + 1 

g ' ■ -> 

X g~ l (x) = -y[ l-X 

(c) -V2.V2 


6- (a )(f+g)(x) = 


„ , „ 1 
4-x +2x si x< — 


2-x 2 —2x si x>—- 
2 


,Dom(/ +g)=R 


(b )(/gXx) = 


4+4x-2x 2 -2x 3 si x<-— 


(c) 




—4x+2x 3 
2 + 2x 


si x > — 


,Dom (fg) = H 


, si x < — 

x 2 -2 2 

2x . * 

—r SI X > 

x 2 -2 2 


|,Dom(/g)=K-{ : V2,V2] 


(d)(/og)(x) = 


6-2x 2 si x<- 


V10 


2x -4 si 


6— 2x 2 si 


VIo^ ^>/io 


<x<- 
2 2 


x>- 


V10 


(e) (g°f)(x) = 


-2-8x—4x 2 si x<- 


2-4x 2 


si x > — 
2 


1. (a) vl(x) — 400x - 2x 2 (b) 200 pies por 100 pies 

2. (a) 
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(b) La grafica de g tiene mayor pendiente que la de /. 
43. (a) 




La grafica de/aumenta 
al final con mucha mayor 
rapidez que la de g. 


(b) 1.2, 22.4 



Cuanto mayor es el valor 
de c, la grafica aumenta 
con mayor rapidez. 



7. R, (O.oo), y = 0 






9. (a) $16,288.95 

(b) $26,532.98 

(c) $43,219.42 


11. (a) $4,615.87 (b) $4,658.91 (c) $4,697.04 


47. o 



-l 


Asmtota vertical: x = 0, asmtota horizontal: y = 1 
49. Mfnimo local en =* (0.37,0.69) 

51. (a) Creciente en (-°°,0.50], decreciente en [050, °°) 
(b) (0,1.78] 


(d) $4,703.11 (e) $4,704.68 (f) $4,704.93 

(g) $4,704.94 

13. (i) 15. $7,678.96 

17, (a) 45% (b) 500 (c) 4744 

19. (a) n(t) = 18,OOOe 008 ' (b) 34,137 
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2h (a) 233 milloncs (b) 1®1 miUones 

23. 5,870 billones 2Sv (a)■ Unos.500 (b). 361,000 

27. (a) 6 g. (*»)) 1 g 
2fc(a) 2.71b O 4.9 lb 



(<$) 6b00O 





(b) i Mientras mayor es el valordea, la.grafica tiene 
rnenos,pendienteysu; valor rm'ftirno ,es, menor 
4S. Mfixijno local cn (1.00.0.37,1 


Seccion 53 ® 


I. (a) 2 s = 32 (b) 5° = 1 

3. (a) 4 V2 = 2 (b) 2- = ^ 

5. (a) e* = 5 (b) e 5 = y 

7. (a) ta&S = 3 (b) logwO.OOl = -3 

9. (a) log 4 0.125 = (b) log, 343 = 3 

II. (a)ln2 = x (b) lny = 3 

13. (a) 4 (b) 3 (c) 1 15. (a) 2 (b) 2 (c) 10 

17. (a) -3 (b) \ (c) -1 

19. (a) 37 (b) 8 (c) V5 

21. (a) -1 (b) 4 (c) -1 23. (a) 32 <b) 4 

25. (a) 100 (b) 25 27. (a) 2 (b) 4 

29. (a) 0.3010 (b) 1.5465 (c) -0.1761 

31. (a) 1.6094 (b) 3.2308 (c) 1.0051 

33. y = log** 35. y = log,* 

37. n 39. Ill 41. VI 
43. 


1 

45. (4, «■), R, x = 4 47. (-<=o,0), R, * = 0 




49. (0, oo), R. x = 0 51. (0, oo), R, * = 0 
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53. (0,<=°), [O.oo),* = 0 



55. (-§,«>) 57. (-00,-1) U (l,oo) 59. (0,2) 




dominio = (-1,1) 

2 asintotas verticales: 
x= 1,jc = —1 
maximo local en (0,0) 


dominio = (0, oo) 

3 asintota vertical: x = 0 
no tiene maximo ni minimo 


65. • 



dominio = (0, oo) 
asintota vertical: x = 0 
asintota horizontal: y = 0 
maximo local en (2.72,0.37) 


67. La grafica de/aumenta con menos rapidez que la de g. 
69. (a) 6 o = 4 



(b) La grafica de f(x) = log(cjt) es la de f(x) = log x 
desplazada log c unidades hacia arriba. 

71. (a) (l,oo) (b)/-(*) = 10 2 ' 


73. (a) /“'(*) 


- lo 4rhr) 


(b) (0,1) 


Seccion 5.4 m 

1. log 2 x + log 2 (x — 1) 3. 23 tog 7 

5. lofeA + 2k>g2£ 7- tog 3 x + 

9. 3 log 5 (j 2 + 1) 11. Kina + ln») 

13. 31og:t + 41ogy - 61<®z 

15. log 2 x + log 2 (jc 2 + 1 ) - 5 log 2 (jt 2 — 1 ) 

17. In x + 3 (lny — In z) 19. j It® (a : 2 + y 2 ) 
21. i[log(x 2 + 4) - tog(jt 2 + 1) - 2!log(z 3 - 7)] 
23. 3 In x + 4 In z - | ln(y 2 + 6 y + 17) 

25. 4 27. 1 29. 3 31. In* 33. 46 


t -A(. 

41. ln[5jt 2 (x 2 + 5) 3 ] 

43. log[v^TTTV(x - 4)/(x 4 - x 2 - 1) ] 

45. 2.807355 47. 2.182658 49. 0:655407 

51. 4.165458 

53. 2 _ 



Seccion 5.5 

1. 1.7227 
9. 0.2524 
15. 2.1492 
21. -2.4423 


3. -0.5850 5. 1.2040 7. 0.0767 

11. 1.9349 13. -43:0677 

17. 6.2126 19. -2:9469 

23. 14.0055 25. 27. 0,| 


29. In 2 ~ Q.6931, 0 31. | to 3 ** 05493 

33. e 10 ~ 22026 35. 0.01 37. f 

39. 3 - e 2 « -4.3891 41. 5 43. 5 45. if 

47. 6 49. | 51. 1/-J5 « 0.4472 53. 73 alias 

55. (a) t = — n ln(l - |§/) (b) 0318 s 

57. 2.21 59. 0.00, 1.14 61. —057 <63. 056 

65. 2<x<4o7<jc<9 67. fe(g2 < x c ifejgS 

69. 101, 1.1 71. log 2 3 « 1.58 


‘ -4.3891 41. 5 43. 5 45.1§ 

I 51. I/JS « 0.4472 53. flS*ilte 


Seccion 5.6 i 


I. (a) $12,870.19 (b) 8.24 anos 3.5aitos 

5. 8.15 afios 7.8.30% 

9. (a) 500 (b) 45% (c) 1,929 (4) 6M fe 

II. (a) n(r) = 112,OOOe 0041 (b)Mfcorom* 142,000 

13. (a) 20,000 (b) n(t) = 20,000e® Mi “ 9 

(c) Mas o menos 48,000 (d) 2004 

15. (a) n(r) = 8600e° 15081 (b) MSs o menos 11,600 (c) 4.6 b 

17. (a) 2029 (b) 2049 19. 22.85 h 

21. (a) n{t) = lOtT 0023 ’ 1 (b) 1.6 g (c) 70 afios 
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| 


I 

ji 

■i 

jj 

| 


t 

■ 


23. 16 anos 25. 149 h 27. 3560 anos 
29. (a) 210 °F (b) 153 °F (c) 28 min 

31. (a) 137 °F (b) 116 min 

33. (a) 2.3 (b) 3.5 (c) 8.3 

35. (a) 10 ' 3 M (b) 3.2 X 10 “ 7 M 37. 4.8 pH =s 6.4 

39. log 20 ~ 1.3 41. Doble intensidad 43. 8.2 

45. 6.3 X 10 3 W/m 2 47. (b) 106 dB 

Repaso del capftulo 5 a 

1 . R, (0, °°), y = 0 3. R, (-oo, 5), y = 5 







13. (-oo, ±) 15. 2 10 = 1024 17. KF = x 

19. log 2 64 = 6 21. log74 = x 23. 7 25. 45 

27. 6 29. -3 31. j 33. 2 35. 92 37. § 

39. log A + 2 log IS + 31ogC 
41. |[ln(x 2 - 1) - ln(x 2 + 1)] 


43. 2 log 5 x + | log 5 (l - 5x) - 5 log 5 (x 3 - x) 

F (x — y) 3/2 1 ( x 2 — 4 

45. log 96 49 - l08 (^PT 

51. -15 53. 4(5 - logs 26) = 0.99 


55. 4 In 10 = 3.07 57.3 

63. 2.303600 
65. io 



59. -4, 2 61. 0.430618 

asmtota vertical 
x = -2 

asmtota horizontal 
y = 2.72 

sin maximo ni mlnirno 


asmtotas verticales: 

x = -l,x = 0 ,x= 1 
maximo local en 
(-0.58,-0.41) 


69. 2.42 71. 0.16 < x < 3.15 

73. Creciente en (-“>, 0] y en [1.10, oo), 
decreciente en [ 0 , 1 . 10 ] 

75. 1.953445 77. log 4 258 

79. (a) $16,081.15 (b) $16,178.18 (c) $16,197.64 

(d) $16,198.31 

81. (a) n(t) = 30e 0 ' 15 ' (b) 55 (c) 19 anos 

83. (a) 9.97 mg (b) 1.39 X 10 5 anos 

85. (a) n{t) = 150c 00004359 ' (b) 97.0 mg (c) 2,520 anos 

87. (a) n(t) = 1500e 0 ' 1515 ' (b) 7940 89. 7.9, basica 

91. 8.0 


Examen del capftulo 5 ■ 



(- 2 , 00 ), R,x= —2 

3. (a) I (b) 3 (c) | (d) 2 

4. 4Dog (* 2 - 1) - 31ogx - 5 log(y 2 + 1)] 










RESPUESTAS 


695 



6. (a) 4.32 (b) 0.77 (c) 5.39 (d) 2 

7. (a) «(/) = l.OOOe 207944 ' (b) 22,627 (c) 1.3 h 



8. 8.33 anos 9. (-4,f) 



(c) Minimo local en (3.00,0.74) 

(d) (-oo,0) U [0.74,0°) (e) -0.85, 0.96, 9.92 


ENFQQUE EN MODELADO & 


1. (a) 



(b) y = ab 1 , siendo a = 4.041807 X 10 -16 y 

b = 1.021003194, y y es la poblacion en el ano t, 
en millones. 

(c) 457.9 millones (d) 221.2 millones (e) No 

3. (a) Si 

(b) Si, la grafica de in e 

dispersion parece ser lineal *' . • 

sj- • 

5.0 ■ 

4.S-- 

4.0- 

3.5 


s 


■ - 

0 10 20 30 

Ano despues de I960 


(c) In E = 3.30161 + 0.107691, siendo t anos a partir de 1960 
y E el gasto en miles de millones de dolares. 

(d) E = 11. 15633e 0 10769 ' 

(e) 1,310,900 billones de dolares 

5. (a) y = ab', siendo a = 301.813054 , b = 0.819745 

y t la cantidad de anos a partir de 1970 

(b) y = at* + bi* + ci 2 + dt + e, siendo a - -0.002430, 


b = 0.135159, c = -2.014322, d = -4.055294, 
e = 199.092227, y t la cantidad de anos a partir de 1970 

(c) En las graficas 
se ve que el modelo de 
polinomio de cuarto 
grado es mejor. 

(d) 202.8, 27.8; 184.0, 43.5 



CAPITULO 6 


Seccion 6.1 M 

L 3. 



5. 7. 




RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 







y —> 00 cuando x -> <» 
y —> -“ cuando x —> -°° 
35. 20,000 


y —» oo cuando x —> oo 



y —> 00 cuando x —» oo 
y —> -°° cuando x —» -oo 



intersecciones en x 0, 8 
interseccion en y 0 
maximo local en (4,16) 



intersecciones en x -3.79,0.79, 3 
interseccion en y 9 
maximo local en (-2, 25) 

5 nunimo local en (2, -7) 






intersecciones en x -4, 0 
interseccion en y 0 
nunimo local en (-3, -27) 



intersecciones en x —1.42 
interseccion en y 3 
maximo local en (-1,5) 
nunimo local en (1,1) 
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45. Maximo local en (0.75,6.13)D 
47. Maximo local en (-0.33,0.19)JU 
mfnimo local en ( 1 . 00 , - 1 . 00 )□ 

49. Maximo local en (0,4);D 

mfnimos locales en (-1.58,-2.25), (1.58, -2.25)D 

51. No hay extremosD 

53. Maximo local: (0.44,0.33);D 

mfnimos locales en (1.09, -1.15), (-1.12, -336) 

55. 



-5 


A1 aumentar el valor de c la grafica se alarga verticalmente. 



A1 aumentar el valor de c la 
grafica se mueve hacia arriba. 



-40 


A1 aumentar el valor 
de c hay una bajada mas 
pronunciada en el 4o. 
cuadrante y la intersection 
en x positiva se recotre 
hacia la derecha. 



(b) Tres 

(c) (0,2), (3,8), (-2,-12) 


63. (g) P(x) — P 0 (x) + Pe(x), siendo 
P 0 (x) = x 5 4- 6 jc 3 — 2x y Pg(x) = —x 2 + 5 


65. 3soo (a) 26 licuadoras 

— “ -v 

y—\ (b) La utilidad maxima es 

/ \ $3,276.22 cuando se 

/ \ producen 166 licuadoras 

0 -V- 300 

,_ » 3 

-2000 

67. (a) Maximo local en (1.8, 2.1), 
mfnimo local en (3.5, -0.6) 

(b) Maximo local en (1.8, 7.1), mfnimo local en (3.5, 4.4) 

Section 6.2 

En las respuestas 1 a 11, el primer polinomio que aparece 
es el cociente, y el segundo es el residuo. 

1. x 2 + 2, -3 3. x 2 -3x + 1, -1 

5. x 4 + x 3 + 4x 2 + 4x + 4, -2 7. x + 2, 8 x - 1 

9. 3x + 1, 7x — 5 11. 2x 2 + 4x, 1 13. -3 

15. 12 17. -483 19. \ 21. ±1, ±3 

23. ±1, ±2, ±3, ± 6 , ± 5 , ±\ 25. -2, 2, 3 

27. -1,2,3 29.1,2,4 31.-1 33. ±1, ±2 

35. 1, -1, -2, -4 37. ±2, ±| 39. -§,£, 1 

41. -1, ±\ 43. -1, ±2, 3 47. x 3 - 3x 2 - x + 3 

49. x 4 - 8 x 3 + 14x 2 + 8 x - 15 

51. 1 positivas, 2 o 0 negativas; 3 o 1 reales 

53. 0 positivas, 4, 2 o 0 negativas; 4, 2 o 0 reales 

55. 5, 3 o 1 positivas, 2 o 0 negativas; 7, 5, 3 o 1 reales 

61. 3, -2 63. 3, -1 65. -2, ±1 

67. ±\, ±V5 69. -2, 1, 3, 4 71. -2, 2, 3 

73. -|,-1,1,4 75.5.15 77.0.67 

79. -1.00, 1.50 81. -1.50 83. 11.3 pies 

85. (a) Comenzo a nevar otra vez. (b) No 

(c) Justo antes de la medianoche del sabado 
87. 2.76 m 89. 88 pulg (o 3.21 pulg) 

Section 6.3 8 

1. Parte real 3, parte imaginaria -5 

3. Parte real 0, parte imaginaria 6 

5. Parte real -Jl, parte imaginaria -fi 

1.9 + i 9. 12 + i 11. -19 + 4 i 13. -4 + 8 / 

15. 30 + 10/ 17. -33 - 56/ 19. -Z 21. | + 5 / 

23. -5 + 12/ 25. -4 + 2/ 27. -i 29. 1 

31. 5/ 33. -6 35. (3 + v^) + (3 - >/5 )i 37. 2 

39. -iy/2 

41. 3 43. V29 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 


45. 2 47. 1 


Im, 

Im, 



i- 

• 0.6 + 0.8; 

i- 

• xri + i 


0 

1 Re 0 

1 Re 



53. 






Section 6.4 
1. ±4 i 3. 

9. 4 ± i 


•li, 5. —2 ± 2i 7 

6 

—3 ± i \fi 

11. -—— 13. ±1, ±t 


<— + 3 + 3 -VT i 

15. -2, 1 ± iVT 17. ±2, ±2/ 19. ±3,--— 

2 


21. ±iV5 23. ;t 3 - 2x 2 + x - 2 

25. jt 4 - 4x 3 + 10x 2 - 12* + 5 
27. 6x 4 - 12* 3 + 18x 2 - 12* + 12 


31. 1, 


1 ± iyfc 


33. 2, 


1 ± 1^3 


29. -2, ±2i 
35. -2, 1, ±3i 
3 - 3y/3i 


S7.fr + 

39. (* + 2)(x — 1)(* — 1 + i\/T)(* — 1 — iy/J) ■ 

( , 1 + iJ5\( . 1 -fV _> 

V + —r- { x + -i~ 


41. (x - 2)(x + 1 + i-j2)(x + 1 - iV2 ) 

43. {x — 2)(* + 1)(* - 3/) (* + 30 
45. 0 positivas, 2 o 0 negativas; 4 o 2 imaginarias 
47. 1 positivas, 2 o 0 negativas; 4 o 2 imaginarias 
49. (a) 4 reales (b) 2 reales, 2 imaginarias 
(c) 4 imaginarias 


Section 6.5 ■ 


I. Interseccion en x 6, intersection en y -6 
3. Interseccion en * 0, interseccion en y 0 
5. Interseccion en x 3, interseccion en y 3 
vertical en x = 2, horizontal en y = 2 

7. Vertical enr = -3, horizontal en y = 0 
9. Vertical en x = 3 y x = -2; horizontal en y = 1 

II. Horizontal en y = 0 

13. Vertical en x = 1; inclinada_y = x+ 1 
15. Vertical en x = -3 






Vertical x = 2 
vertical x = —1.5 
interseccion en x 0, 2.5 
interseccion en y 0 
maximo local (-3.9, —10.4) 
nunimo local (0.9, -0.6) 
comportamiento en extremos: y = x - 4 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 


53. 10 



vertical x — 1 
interseccion en x 0 
interseccion en y 0 
mmirno local (1.4, 3.1) 
comportamiento en extremos: y = x 2 



63. (a) 2.50 mg/L (b) DecreceaO (c) 16.61 h 



Si la rapidez del tren se acerca a la rapidez del sonido, el tono 
o altura aumenta indefinidamente (un estruendo sonico) 

Repaso del capitulo 6 a 





-50 



-10 


intersecciones en x: -3, -0.5, 3 
interseccion en y: -9 
maximo local: (-1.9, 15.1) 
mi'nimo local: (1.6, -27.1) 
y —> oo cuando x —> 03 
y —» -oo cuando x —» 

interseccion en y: 1.3 
interseccion en y: -5 
maximo local: (-0.7, -4.7) 
mmirno local: (0, -5) 
y —» oo cuando x —» oo 
y — co cuando x —> — oo 


En las respuestas 11 a 17, el primer polinomio que aparece 
es el cociente y el segundo es el residuo. 

11. x 2 + 2x + 7, 10 13. x - 3, -9 


15. x 3 — 5x 2 + 4,-5 

17. x 3 + (-v/3 + l)x 2 + (>/3 + l)x + y/3, 2 
19. 3 23. 8 25. ±1, ±2, ±3, ± 6 , ±9, ±18 

27. -3 - 9i 29. 19 + 40i 31. (-5 - 12i)/13 

33. i 35. (2 + 2y/3) + (2 - 2y/3 )i 
37. 4x 3 - 18x 2 + 14x + 12 


39. No; ya que los complejos conjugados de ceros imaginarios 
tambien son ceros, el polinomio tendrfa 8 ceros, contraviniendo 
el requisito que debe tener el grado 4. 

41. —3, 1, 5 43. —1 ± 2 i, —2 (multiplicidad 2) 

45. 2, 1 (multiplicidad 3) 47. ±2, ±1 ± i y/3 


49. 1,3, 


-1 ± jy/T 
2 


51. x = -0.5, 3 53. x = -0.24, 4.24 
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abscisa al origen 3 
ordenada al origen -0.5 
vertical: x = -3 
horizontal: y = 0.5 
no hay extremos locales 


interseccion en x —2 
interseccion en y -4 
vertical en x = -l, x = 2 
inclinada y = x + 1 
maximo local en 
(0.425, -3.599) 

nunimo local en (4.216, 7.175) 


Examen del capftulo 6 a 



2 . cociente: x 3 + 2 x 2 + 2 
residuo: 9 

(bHx-V)(* - 0C* +!)(*“ 3) (c) 1 , 3 

4 . (a) £ - §/ (b) 2 - 11/ (c) i 

5. -1, 2, -1 ± i 

6 . (a) Para P y Q: con el teorema de los ceros racionales; para 

R: con la regia de Descartes (b) No, segun la regia de Descartes 

(c) Dos (una positiva y una negativa); con la regia de Descartes 

(d) Los unicos ceros racionales posibles son 1 y —1, y ninguno 
de ellos es cero 

7. x 4 + 2x 2 + 8 x + 5 

8. (a) 4, 2 o 0 nuces reales positivas; 0 raiz real negativa 



10. 12 



intersecciones en x: -1.24,0, 2, 3.24 

maximo local en (1, 5) 

irrinimos locales en (-0.73, -4), (2.73, -4) 


CAPITULO 7 


Seccion 7.1 ^ 


5. P(|,f) 7. P(|,-x/5/3) 9. P( 1 / 2 " /3, — y/f /3) 

11. Cuadrante I 13- CuadranteH 



15. Cuadrante III 17. (\^/ 2,-j2/2) 

19 . ibSn) 

21 . (- 1 , 0 ) 



23. (-{ , V3/2) 25. (-72/2, -72/2) 

27. (a) (-1,5) (b) (|,-|) (O (-§,-!) 

(d) (U) 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 


29. 

(a) 

7l/4 

(b) 

ir/3 (c) 

ir/3 

(d) 77/6 

31. 

(a) 

tt /5 

(b) 

17/6 (c) 

ir/3 

(d) 77/6 

33. 

(a) 

17/4 

(b) 

(-72/2, 72/2) 


35. 

(a) 

ir/3 

(b) 

(-7-73/2) 


37. 

(a) 

ir/4 

(b) 

(- 72 / 2 ,- 

1 

39. 

(a) 

17/6 

(b) 

(-73/2,- 

4) 


41. 

(a) 

ir/3 

(b) 

(773/2) 



43. 

(a) 

ir/3 

(b) 

(-7-^/2) 

45. (0.5,0.8) 

47. 

(02 

5, -0.9) 





Seccion 7.2 b 

1. 277/9 « 0.698 rad 3. 2 tt/ 5 » 1.257 rad 
5. 7 t /4 =* 0.785 rad 
7. -630° 

9. 360°/t7 « 114.6° 11. 40° 17. 36° 

15. 660°, 1020°, -60°, -420° 

13. 7ir/4, 15 tt/4, -9tt/4, -17tt/ 4 
17. Si 19. SI 

21. 63° 23. 280° 

25. 77 41. 77/4 27. 5577/9 » 19.2 29. 4 

31. 4 mi 33. 2 rad « 114.6° 35. 36/ir * 11.459 m 

37. 33077 = 1037 mi 39.1.6 millones de millas 41.1.15 mi 
43. 50 m 2 45. 4 m 47. 6 cm 2 

Seccion 7.3 « 

1. sen# = 5, cos# = f, tan# = 5., esc# = f, sec# = f. 
cot # = | 

3. sen# = 7, cos# = -J33/7, tan# = 4^/33/33, esc# = 
sec# = 7-733/33, cot# = V33/4 

5. (a) 2 713/13,2 713/13 (b) f,| (c) 713/3,713/3 

7. f 9. 13 73/2 11. 16.51658 

13. x — 28 cos 0,y = 28 sen # 

15. cos # = 5, tan # = |, esc # = §, sec # = f, cot # = | 



17. sen# = 72/2, cos# = 72/2, 
tan# = 1, esc# = 72 , 
sec# = 72 



21. (1 + 73 )/2 23. 1 25. { 




31. sen# « 0.45, cos# == 0.89, tan# = 0.50, esc# = 2.24, 
sec# » 1.12, cot# = 2.00 

33. 1,026 pies 35. (a) 2,100 mi (b) No 37. 19 pies 

39. 38.7° 41. 345 pies 43.415 pies, 152 pies 

45. 2,570 pies 47. 5,808 pies 49. 91.7 millones de mi 

51. 3,960 mi 53. 230.9 55. 63.7 

57. a - sen#, b = tan#, c = sec#, d == cos# 

Seccion 7.4 B 

1. (a) 0 (b) 1 3. (a) 0 (b) -1 

5. (a) 1 (b) -1 7. (a) 0 (b) 0 

9. (a) ^ (b) 2 11. (a) 1 (b) \ 

13. (a) 73/3 (b) -73/3 15. (a) 2 (b) -2 73/3 

17. senO = 0, cosO = 1, tanO = 0, secO = 1, 
los otros estan indefinidos 

19. senrr = 0, cosir = -1, tarnr = 0, sec7r = -1, 
los otros estan indefinidos 

21. I, |,| 23. —713 /7, f, —713/6 25.^, 

27. -{f, 29. (a) 0.8 (b) 0.84147 

31. (a) 0.9 (b) 0.93204 33. (a) 1 (b) 1.02964 

35. (a) -0.6 (b) -0.57482 37. Positivo 

39. Negativo 41. II 43. II 

45. sen t = 7l — cos 2 / 

47. sen t = - V l-l/sec 2 t = - 7 sec 2 t - 1 / sec t. 

49. sec 2 t sen 2 t = 1 - cos 2 t /cos 2 t = l/cos 2 t -1. 

51. sen t = -3/5, tan t = %sec t = -5/4, cosc t = -5/3. 

53. cos t = 1/3, sen t = -2/3 V2, tan t = - 2 ^2, cot t = 

-V2/4, esc t =-3/4^2. 

55. sen t = -7221/17, cos t = -4 717/17, cot t= 4, sec t = 

- 7l 7/ 4, esc t= 7221/12. 

57. sen t = 4 717/17, cos t = - 7221/17, cot t = -1/4, sec t = 

- 7221/13, COS t= 7l7/4. 

59. Par. 

61. Ninguna. 

63. Par. 

65. Par. 


1 




RESPUESTAS 


Seccion 7.5 s 

1. (a) 45° (b) 35° (c) 1° 

3. (a) 25° (b) 85° (c) 15° 

5. (a) tt/3 (b) tt/A (c) 7 r — 3 ~ 0.14 
7. \ 9. a/2/2 11. -a/3/2 13. 1 15. -a/3/2 

17. v/3/3 19. a/3/2 21. -1 23. \ 25. 2 

27. -1 29. indefinido 31. Ill 33. IV 

35. tan 6 = — a/ 1 — cos 2 d/cos 6 37. cos 6 = a/ 1 — s 

39. sec# = — Vl + tan 2 d 

41. cosd = —f, tand = —|, esed = f, seed = — f, 
cot 0 = - 5 

43. send = — 5 , cost? = 5 , esed = — f, seed = f, 
cotd = — | 

45. send = 5 , cosd = a/ 3/2, tand = ^3/3, 
seed = 2s/3/3, cotd = a/3~ 

47. send = 3yJJ/l, tand = -3 a/ 5/2, esed = 7 a/ 5/15 
seed = — 5 ,cotd => —2 -a/ 5~/15 
49. (a) a/3/2, a/3 (b) 5 , JJ/4 (c) |, 0.88967 

51. 19.1 53. 66.1° 


5 , esed = —f, seed = 


Seccion 7.6 a 
1. 21.5 3. 134.6 



15. LB = 30°, LC ~ 40°, c = 19 17. No hay solucion 

19. LA, » 125°, LC, « 30°, a, » 49; 

AA 2 * 5°, AC 2 - 150°, a 2 « 5.6 

21. No hay solucion 23. 219 pies 

25. (a) 1018 mi (b) 1017 mi 27. 155 m 


29. (a) d 


sen(/3 — a) 


(c) 2,350 pies 31. 48.2° 


Seccion 7.7 ■ 

1. 13 3. 29.89° 

5. LA » 39.4°, LB = 20.6°, c « 24.6 
7. a = 57,15, B ~ 80° y C ~ 30°. 

9. A = 38°, B = 49° y C = 123°. 


Seccion 7.8 a 







(b) Periodo tt (c) Par (b) Periodo 2ir (c) Par 









RESPUESTAS 


59. (a) 



- 0.5 


(b) Periodo tt 

(c) Par 


61. Valor maximo 1.76 cuando x 0.94; valor nunimo—1.76 
cuando x -0.94 (Los mismos valores maximos y mrnimos 
se presentan en una cantidad infinita de otros valores de x.) 
63. Valor maximo 3.00 cuando x = 1.57, valor nunimo -1.00 
cuando x = -1.57 (Los mismos valores maximos y mrnimos 
ocurren en un numero infinito de otros valores de x.) 

65. 1.16 67. 0.34, 2.80 

69. (a) Impar (b) 0, ±2ir, ± 477 , ± 677 ,... 

(c) (d) /(x) tiende a 0 

' 1 _ (e) /(x) tiende a 0 



(\„A 




Seccion 7.9 ■ 

1. 77 3. 77 




























RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 


27. ir/3 




31. ir/2 


35. ir/2 



39. I'tr/'i 





41. 3-77/2 




45. tt/2 



Repaso del capitulo 7 ■ 

I . (b) >/3/2, %/3 

3. (a) tt/3 (b) (|, V3/2) (c) sen/ = V3/2 cos/ 

tan/ = v^, esc/ = 2^3/3, sec/ = 2, cot/ = V3/3 

5. (a) 0.89121 (b) 0.45360 

7. (sen/)/(l - sen 2 /) 

9 . tan t = -ft, esc/= f, sect = -j§,cot/ = -y 

II. (16 - Jn )/4 

13. (a) 10, 4 it, 0 15. (a) 1, 4ir, 0 



17. y = 5sen4x 

19. (a) 7tr/18 = 1.22 (b) 7 tt/3 = 7.33 

(c) -4 tt/ 3 « -4.19 (d) -2-77/9 « -0.70 

21.8 m 23. 82 pies 25. 0.619 rad = 35.4° 

27. 18,151 pies 2 _ 

29. sent? = 5/V74, cos# = 7/V74, tan# = 7 , 
esc 6 = y/T4/5, seed = \/74/7, cot8 = 5 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPlTULOS 


9. y = 2sen2(x + -n/3) 

10. (a) L2 (b) Par 



(b) y l tiene el periodo -n, y 2 tiene el periodo 2ir 

(c) sen(cos x) < cos(sen x) 


13. 5ir/3, -*/10 14. 150°, 137.5° 

15. (a) V2/2 (b) V3/3 (c) 2 (d) 1 

16. (26 + 6 -s/l3")/39 17. a = 24 sen#, * = 2 4 cos # 

18. (4 - 3 Ji )/4 7. -{§ 19. tan# = -y/sec 2 0 - 1 

20 . 19.6 pies 21.9.1 22.250.5 23.8.4 24.19.5 

25. 15.3 m 2 26. 24.3 m 27. 129.9° 28. 44.9 

29. 554 pies 


CAPfTULO 8 


Seccion 8.1a 

I. sen* 3. 1 5. sec u 7. tan* 9. sen? 

II. sen 2 * 13. sec* 15. 2 sec u 17. cos 2 * 
19. cos# 83. tan# 85. tan# 87. 3cos# 




No 


Seccion 8.2 ■ 

1. (V6-V2)/4 3. —2 — y/3 5. (V6-V/2V4 

7. V2/2 9. V3 33. 2 sen^x + 

35. 5 y/2 senj 


(* + t) 

37. /(*) = -Jl sen^x + -jj 



41. tan 7 = ^ 







RESPUESTAS 


43. (a) 


- 6.28 


sen lx + 

45. (a) 


f) +sen2 ("-f) = 1 



(b) * = 5V2, 

0 — it/A 


6.28 


Seccion 8.3 ■ 

! 120 119 120 

169 * 169 » 119 


24 
’ 25 » 


_ 7 _ 24 ; 24 2 

25 * 7 25 » 25 


24 

25 » 25 * 7 


7. 2 (| -4 cos 2x + \ cos Ax) 

9. 52(4 — cos4* + | cos 8 *) 

11. ik(l “ cos2x — cos4x + cos 2x cos Ax) 


13. yi - V3 15. + V2 17. i\/2 - V3 

19. (a) sen 36° (b) sen 60 

21. (a) cos 68 ° (b) cos 100 23. (a) tan 4° (b) tan 20 

25. 7 10/10,3710/ 10, | 

27. 7(3 + 2 72 )/ 6 , 7(3 - 2y/l)/6, 3 + 272 

29. 76/6, -730/6, -75/5 

31. f (sen5x - senx) 33. f(cosllx + cos3x) 

35. 2sen4xcosx 37. 2 sen5xsenx 
39. —2cosfxsen|x 41. (7^ + 7^)/2 

43. |(72 - l) 45. 72/2 

69. (a) _ 


sen 3x cos 3x 


sen 2 : 


= 2 


cos * 


71. (a) 



9.42 


(C) 



La grafica de y =/(x) 
esta entre las otras 
dos graficas. 


9.42 


75. (a) P(t ) = 8/ 4 - 8/ 2 + 1 
(b) 0(f) = I6t 5 - 20/ 3 + 5/ 

Seccion 8.4 ■ 

1. (a) 77/6 (b) tt/3 (c) No definida 

3. (a) 77/4 (b) 7r/4 (c). — 77/4 

5. (a) 77/2 (b) 0 (c) 7T 

7. (a) 77/6 (b) — 77/6 (c) No definida 

9. (a) 0.87696 (b) 2.09601 11. ( 13. 10 

15. 77/3 17. 77/6 19. 77/3 21. 7T/3 

25. 77/3 27. f 29. {f 31. f 33. V5/5 

35. ff 37. 1 39. v/l - x 2 41. x/^1 - x 2 

1 - x 2 ... 50 

s 


23. f 


43. 


1 + x 2 
49. (b) 17.1°, 29.7°, 19.7° 
51. (a) 


45. 0 47. 0 = tan 


- 3.14 


3.14 


Conjetura: y = tt/2 para -1 x 1 

53. (a) 0.28 (b) (-3 + y/W)/4 

Seccion 8.5 ■ 

Tr 5 t7 77 277 

1.-1- 2k% -E 2*77 3.-E 2 * 77 , - -1- 2*77 

3 3 3 3 

_ 77 277 477 577 

5 . — + 2 * 77 ,-+ 2 * 77 ,-+ 2 * 77 ,- 1 - 2*77 

3 3 3 3 

77 777 1177 

9.- E * 77 ,-1- 2*77, ——E 2*77 

2 6 6 


(2k + 1)77 


11.- E *77 

3 


13. -^ + *77 
2 


15. ~ + 2 * 77 , — + 2*77 
3 3 


377 

17. - + 2*77 

2 


77 2*77 577 2*77 

19. No hay solucion 21.-1-,-1- 

2 18 3 18 3 


23. 4*77 25. 


*77 

T 


I 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAP1TULOS 


27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 0, 


77 

-E 2kn, 

6 


77 

-H 

8 


2 
5vr 
'~9~' 
3 IT 
' 4 ’ 

2it 

' 

2-n 

T 


2 -jt 

T 

kir 37 T k-TT 

+ 


5tt 47 7 

+ 2177,-E 21:77, —-E 2177 

6 3 


8 
777 

’ V’ 

577 

’IT’ 

477 

’I - ’ 

477 

T 


2 

1177 1377 

777 

T 

577 

T 


1777 

~9~ 


39. 

(b) 

41. 

(b) 

43. 

(b) 

45. 

(b) 

47. 


(a) 1.15928,5.12391 
1.15928 + 2177, 5.12391 + 21i7 
(a) 1.36944, 4.91375 
1.36944 + 2177, 4.91375 + 21t7 
(a) 0.46365, 2.67795, 3.60524, 5.81954 
0.46365 + I 17 , 2.67795 + to 
(a); 0.33984, 2.80176 
0.33984 + 2177, 2.80176 + 2177. 


((21 + 1)77, -2) 


49. 


(j + ^77, VT j 




51. 


377 577 777 977 1177 13l7 1577 


8 ’ 8 ’ 8 ’ 8 ’ 8 ’ 8 


8 


77 277 lit 877 1377 1477 
9 ’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ 9 ’ 9 


57. 0 59. — 


77 ?77 377 1177 

55 ' T’T’T’T" 

77 2177 77 , 5l7 2177 

61. -—■ + , E I 77 ,-1—-— 

9 3 2 9 3 


8 


I 77 


63. 0, ±0.95 

Section 8.6 
1 

' y \ 

II 77 


65. 1.92 67. ±0.71 


. J2 ( cos — + i sen — I 
\ 4 4 j 

5. 4^i 

9. 5 V2 ^cos — + i sen —^ 


( lir 7t7 \ 

I cos- E i sen-I 

\ 4 4 / 

r-( 377 3t7 \ 

. v 2 I cos — + i sen -y J 


3. 2 

7 


11 . 8 ^cos ^y + isen^yj 13 - 2 °( COS7r + ‘sen77) 

15. 5[cos(tan~' §) + isen(tan _1 3 )] 

/ 377 377 \ 

17. 3V2lcos —+ isen—I 

( 77 77 \ 

cos — + i sen — I 

21 . -/T[cos(tan~' 3 ) + isen(tan"‘ 5 )] 

( 77 77 \ 

cos — + isen — I 

= cos(f) - isen(f) 

( 1277 1277 \ 

= 141 cos —--E i sen —— I 

7 / 677 

= — I cos — 

2 \ 7 


25. Z|Z 2 = cos 77 + isen77; 


27. ziz 2 


677 677 

+ 1 sen — 
7 


29. z t z 2 = 100(cos350° + isen350°) 

— = £ (cos 50° + isen 50°) 

a „ »\ 

31. z, = 2l cos — + isen — I 

( 77 77 \ 

cos j + 1 sen j I 

/ 77 77 \ 

= 4l cos y + isen y I 


ziz 2 

Zl 


77 77 

= cos —— i sen — 

z 2 6 6 


33 


z 2 


1 1 / 77 . 77 \ 

z, 2 V 6 6 / 

( 1177 1177 \ 

t. z, = 4l cos -y + isen -y I 

/-/ 37r 3l7 \ 

= V2 I cos — + isen —j 

r-l 277 777 \ 

zjz 2 = 4 V2 I cos — + isen —J 

z, 1377 13 t7\ 

-- 2 ^=o s — + .»n— J 

1 1 / 1177 llwN 

z, 4\ 6 6 } 

35. z, = 5-v/2^cosy + isenyj 
z 2 = 4(cos0 + isenO) 
z,z 2 = 20 V 2 ^cos y + isen y j 











RESPUESTAS 


Z\ 5,/2 / TT ■ w'l 

— = --1 cos-1- i sen — 

z 2 4 \ 4 4) 

1 V2 / tt tt\ 

— =-1 cos-/ sen — 1 

z, 10 \ 4 4/ 

37. Z| = 20(cos tt + i sen 7r) 

( TT TT\ 

z 2 = 21 cos — + isen — I 

/ ITT 7tt\ 

ZiZ 2 = 401 cos — + /sen — I 

z, / 57r 5 tt\ 

— = 101 cos-1- /sen 1 

z 2 \ 6 6 ) 


\ 

■2 = 40 ^ 
= 10^c< 


In 

cos-h i sen 

6 


5tt 5tt 

cos-+ i sen —- 

6 6 j 


— = ^(cos7r - isenir) 


* 1 

39. -1,024 41. 512(-V3 + i) 43. -1 

45. 4,096 47. 8(—1 + i) 49. - i) 



' 3tt 3 tt 

cos — + i sen —— 


r Itt 
cos —— + /sen 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 



7. (3,3) 9. <3, — 1) 11. (5,7) 13. (-4,-3) 

15. (0,2) 17. (4,14), (-9, -3), (5,8), (-6,17) 

19. <0,-2>, (6,0), (-2,-1), (8,-3) 

21. 4i, —9i + 6j, 5i - 2j, -6i + 8j 

23. V5, s/l3, 2 Vs, ^Vl3, V26, VlO, V'T - v /l3 

25. VlOli, 2V2, 2s/l0 T, V?. V 73 , Vl45, VioT - 2 V2 
: _ V 2 . V 2 . 

27. 20 V3 i + 20j 29. « - ~z~J 

t 2 2 

31. 4 cos 10°i + 4 sen 10°j « 3.94i + 0.69j 

33. 15 V3, -15 35. 5, 53.13° 37. 13, 157.38° 

39. 2, 60° 

41. (a) 425i + 40j (b) 427 mi/h, N84.6°E 

43. 794 mi/h, N26.6° W 

45. (a) 20i + 17.32j (b) 26.5 mi/h, N49.1°E 

47. 7.4 mi/h, 22.8 mi/h 49. (a) <5, -3> (b) <-5,3> 

51. (a) —4j (b) 4j 

53. (a) <-7.57,10.61) (b) (7.57,-10.61) 

55. T, - —56.5i + 67.4j, T 2 « 56.51 + 32.6j 

Repaso del capitulo 8 ■ 

23. (a) _14_ (b) SI 



yy 



- 

.5 


25. (a) 



(b) No 


27. (a) 



77 5ir 

29.0,77 31.—,— 33. 

6 6 

77 277 377 477 577 77 T 

37 — - - - -,- 

3 ’ 3 ’ 4 ’ 3 3 4 

77 77 577 777 377 1177 

39. , , — , t * ~ 

6 2 o o z o 


77 577 


277 477 

35. T , T 


41. — 43. 1.18 

6 


45. + V3 47. % /2 - 1 49. V2/2 

, V2+V3 „ „ Vio + 1 

51. V2/2 53. -— -- 55. 2--- 

57. |(V2 + V5 ) 59. V(3 + 2 V 2 )/6 61. 77/3 

63. 1 65. 2/V^T 67. | 69. x/s/i + x 2 

71. 6 = cos 1 — 73. s — 7,920 cos I , , , 1 


2 sen 2 3* + cos6ac = 1 


J2 + s/3 


Vio + 1 


x 3,960 \ 

71. 6 = cos ' — 73. s - 7,920 cos ^ + 3>960 J 

75. 4 V2 (cos -j- + isen-^j 

77. V34 [cos(tan~' |) + isen(tan~‘ |)] 

79. V2 (cos ^ + isen 81. 8(-1 + i V3 ) 

83. -£(l + is/3 ) 85. ±2 s/l (1 — i) 

, V3 . 

87. ±1, ±|± —1 

89. Vl3, (6,4), (—10,2), (-4,6), (-22,7) 

91. 3i - 4j 93. (10, -2) 

95. (a) (4.81 + 0.4j) X 10 4 
(b) 4.8 X 10 4 lb, N 85.2° E 

Examen del capitulo 8 ■ 

277 477 77 77 577 377 

2. (a) ~ ~ (b) ^ ^ ^ 1 2 

3. 0.57964, 2.56195, 3.72123, 5.70355 4. tan# 

5. (a) | (b) (O {^2-s/3 

6. <10-2V5)/15 , o 

7. (a) |(sen8x — sen2*) (b) —2cos 2 ^sen 2 * 8. 2 

71 




Dominio R Dominio [-1,1] 

10. (a) 0 = tan" 1 j (b) 6 = cos" 1 — 11. 3 ? 

12. (a) 2(005 j + isenj^ (b) -512 


- 1.5 
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15. (a) —6i + lOj (b) 2 V34 

16. (a) <19, -3> (b) 5y/2 

17. (a) 14i + 6V3j (b) 17.4 mi/h, N53.4°E 


CAP1TULO 9 _ 

Seccion 9.1 ■ 

Orden de las respuestas: foco, directriz, didmetro focal 
1. FjXO); x - -l;4 3. F( 0, f); y = - f; 9 


13. x 2 = 8y 15. y 2 = -32x 
17. y 2 = -8x 19. x 2 = 40y 

21. y 2 = 4x 23. x 2 = 20y 
25. x 2 = —12y 27. y 2 = -3x 

29. x = y 2 31. x 2 =-4V2"y 
33. (a) y 2 = 12x (b) 8 -s/l5" = 31 cm 

35. x 2 = 600y 

37. (a) x 2 = -4 py, p = 1,4, y 8 

(b) Mientras mas cercana esta la directriz al vertice, 

la parabola es mas cerrada. 



ft , 
p = \ p = j 


Seccion 9.2 ■ 















RESPUESTAS 
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x 2 v 2 

13. —-— = 1 

4 12 

* 2 y 2 

17.-— = 1 

9 16 


V 2 x 2 

15. —-— = l 

16 16 

2 Xl 

19., -y-1 
5," 


64 

25.-£-£-l 27.il- 

16 16 9 

29. (b) x 2 - y 2 = c 2 H 


33. (a) 490 mi (b) 
35. (b) 


5* 2 
256 

£-1 

16 


= 1 


60,025 2,475 

10 


= 1 (c) 10.1 mi 


* = 12 

* = 8 

* = 4 

* = 1 


Section 9.4 ■ 

1. Centro C(2,1); 
focos F{ 1 V5, l); 
vertices V,(-l, 1), 
V 2 (5,1); eje mayor 6 , 
eje menor 4 


Centro C(0, -5); 
focos F,(0, -1), F 2 (0, -9); 
vertices 1^(0,0), V 2 (0, -10); 
eje mayor 10 , eje menor 6 




5. Vertice V(3, -1); 
foco F( 3, 1); 
directriz y = -3 


7. Vertice V(— 5 , 0 ); 
foco 

16 


directriz y -= — 




9. Centro C(-l, 3); 

focos Fj(- 6 , 3), F 2 (4, 3); 
vertices V,(-4, 3), V 2 (2, 3); 
aslntotas 

y = ±$(x+ 1 ) + 3 


11. Centro C(-l, 0); 
focos F(-l, y/ 5 ); 
vertices V(—1, 1); 
aslntotas 
y = ±5(2: + 1) 



13. x 2 = — J (y — 4) 15. 

17. (y - l ) 2 - x 2 - 1 
19. Elipse; C(2,0); 

F(2,±vT); V(2,±3); 
eje mayor 6 , 
eje menor 4 



21. Hiperbola; C(l, 2); 
^(-§,2),F 2 (|,2); 
V(l± ^5,2); 
aslntotas 

y = ±|(x - 1 ) + 2 




23. Elipse; C(3, -5); 

F(3 ± V5T, -5); 
V,(-2, -5), V,( 8 , -5); 
eje mayor 10 , 
eje menor 4 


25. Hiperbola; C(3,0); 
F(3,±5); V(3,±4); 
aslntotas 
y = ±f(x-3) 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPlTULOS 


29. Punto (1, 3) 


31. (a) F < 17 (b) F — 17 (c) F > 17 



(c) Las parabolas se angostan. 

Section 9.5 « 

I. (V2,0) 3. (0.-2v^) 5.(1.6383,1.1472) 

7. X 2 + Y 2 — 2XY — 3y/2X + JlY + 2 = 0 

9. X 1 - Y 2 = 2 

II. (a) Hiperbola (b) X 2 - K 2 = 16 

(c) 4 > = 45° 



13. (a) Parabola (b) Y = j2X 2 

(c) <f> = 45° 



27. Conica degenerada 
(par de rectas), 
y = ±i(*-4) 



15. (a) Hiperbola 
(b) Y 2 - X 2 = 1 



(c) <f> = 30° 



23. (a) Elipse 


= 1 


(c) <t> - 53° 

Vease la grafica a la derecha 


25. (a) (X -5) 2 -Y 2 =\ 

(b) Coordenadas XY: C(5,0); 
coordenadas xy: C(4,3); V\(- 
F{A±\y/2,3±\y/2) 

(c) Y = ±{X — 5); lx - y - 


Section 9.6 ■ 



17. (a) Hiperbola 

Y 2 

(b) — - Y 2 = 1 

4 

(c) <\> ~ 53° 



21. (a) Hiperbola 

(b) {X - l) 2 - 3Y 2 = 1 

(c) 4> = 60° 



Pi(6,0), P 2 (4,0); F{ 5 ± V2,0); 

i.n P*(M); 

- 25 = 0, * + ly - 25 = 0 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPfTULOS 


Repaso del capitulo 9 ■ 

1. V(0,0); F(0, —2); 
y = 2 


2 t 

- 2+2 



5. C(0,0); V(±4,0); 

F(± 2V3.0); ejes 8,4 



9. C(0,0); V(±4,0); 
F(±2 yffi, 0); 

1 



(*~ 4) 2 | ( y - 2) 2 


3. V(-2,2); F(-{,2); 
„ _ £ 



7. C(0,2); V(±3,2); 
F(±-v/5,2); ejes 6,4 



11. C(—3, —1); 

V(-3,-l±y/2); 
F(—3,-1 ± 2^5 ); 
asmtotas ;y = jx, 
>= ~\x~2 



1 


19. Parabola; 
F(0,-2); 
V(0,1) 



23. Elipse; 

F(iA±>/is); 
V(l, 4 ± 2 >/5) 



27. Elipse; 

F(3,-3 ± 1 /y/2); 


21. Hiperbola; 

F( 0,±12V^>. 

V(0,±12) 



25. Parabola; 
F(-^,8); 
V(—64,8) 



Vi (3, —4), V 2 (3, —2) 



29. No tiene grafica 31. x 2 — 4y 

35. - 1 

37 . + <UL»! ., 

225 100 

39. (x - 800)2 = -200(y - 3,200) 

41. (a) 91,419,000 mi (b) 94,581,000 mi 


jt 2 

33 -t-i ? =1 


16 


4 










RESPUESTAS 


723 



15. (x — l) 2 + (y + 2) 2 = 5, circulo 


16. (a) 


i 




CAPITULO 10 


Section 10.1 a 

1-1 

3. No existe 
5.5 

7. no esta bien enunciado, pero el resultado es -1 
9. No existe 

11.0 

13. No existe 

15.1 

17. No existe 
25. No existe 

27. 2, la pendiente de la recta tangente a f(x) en x=l. 
29. «" 



33.20 

35. No esta bien enunciado 


Section 10.2 h 

1. “ ■ 

3.0 
5.0 
7. 1 

9.2 

3 

11.0 

13. x-G es asintota vertical, y = -2es asintota horizontal. 

Section 10.3 ® 

1. Continua 

3. x = a es discontinuidad evitable para a 0. Para a = 0 
discontinuidad esencial. 

5. x = 0 es discontinuidad esencial. 

7. x = 0 es discontinuidad evitable. 

9. Continua. 

11. Discontinuidad esencial para todos los valores x de la forma 

x = —,pe Z. 

3 

23. Si. 

25. c = 2, d= 0 
27. Verdadero. 

29. Falso. 

Repaso del capitulo 10 ■ 

I. (a) 2, (b) 3, (c) no existe, (d) 4; (e) 4. 

3. (a) -1, (b) 2, (c) no existe, (d) 0; (e) 2, (f) 1 
7. [-4,-2) (-2,2) [2,4) (4,6) (6,8) 

9.1 

II. CO 

27. A.H. y = 2, A.V. x = 1, x= -2. 

35. Es discontinua en x = -2 y en x = -3. 

Examen del capitulo 10 ■ 


5. (b) x = 0 (evitable); x - -1.2 y x = 1.2 (esencial); x = 0 y x = 1 

6 . 

(a) 


h(x) = 


(b) para todos los valores de x que pertenecen a los reales. 

4. Para a=lya = -lylos limftes son 1/5 y -1/5. 

5. (a) alb, (b) 0 


✓v . I^vi 


six<0 


six>0 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS IMPARES Y A LOS EXAMENES DE LOS CAPITULOS 


CAPITULO 11 


Seccion 11.1 ■ 


1. 12 

3. (a) 64 

(b) 24 

5. 1,024 

7. 120 

9. 144 

11. 120 

13. 32 

15. 216 

17. 480 

19. 

No 

21. 158,: 

184,000 

23. 1,024 

25. 8,192 

27. 

No 

29. 24,360 31. 

1,050 


33. 

(a) 16,807 (b) 2,520 

(c) 2,401 (d) 

2,401 

(e) 

4,802 





35. 

936 

37. (a) 

1,152 (b) 1,152 39. 

483,840 

41. 

6 





Seccion 11.2 n 




1. 336 

3. 7,920 

5. 100 

7. 2730 

9. 151,200 

11. 

120 

13. 24 

15. 362,880 17. 997,002,000 

19. 

24 

21. 60 

23. 60 

25. 15 

27. 277,200 

29. 

2,522 

,520 31. 168 

33. 56 35. 

330 

37. 

100 

39. 20 

41. 210 43. 2,59f 

1,960 

45. 

120 

47. 495 

49. 2 

,035,800 51. 1,560,780 

53. 

$22,957,480 

55. (a) 56 (b) 256 

57. 1024 

59. 

2,025 

61. 79 

,833,600 

63. 131,072 



5 = 

{HH,HT,TH,TT} 

(b) \ 

(c) | 

i 

6 

(b) | 

(C) 1 5. 

(a) n 

(b) Ti 

5 

8 

(b) l 

(c) 0 9. 

(a) | 

(b) £ 

, J. 

f 14 

(b)'n 

(C) H 




(d) 3 
, , 10 
( C ) 13 


Seccion 11.3 < 

I. (a) 

3. (a) 

7. (a) 

II. (a) 

13. 4C(13,5)/C(52,5) « .00198 
15. 4/C(52,5) = 1.53908 X 10 6 
17. (b) ^ (c) | (d) g (e) re is 

21. 1/C(49,6) = 7.15 X UT 8 23. (a) ^ (b) ^ 

25. (a) 1/48 6 - 8.18 X 10'" (b) 1/48 18 - 5.47 X 10“ 51 

27. 4/11! » 1.00 X 10' 7 29. (a) l (b) \ 

31. (a) Sf (b) No 

33. (a) Mutuamente excluyentes; 1 

(b) No son mutuamente excluyentes; \ 

35. (a) No son mutuamente excluyentes; ^ 

0.1 


19. T5 


(b) Mutuamente excluyentes; ~ 2 


37. (a) | 
43. (a) | 
45. (a) SI 


(b) l 2 

(b) 5 


(c) 1 
(0 li 


39. 


21 
38 

(d) {§ 


41 -H- 
’ I - 1,001 


(b) re 47. (a) re (b) T 2 


49. |2 51. 1444 

55. (i) 57, 


53. —t = 2.14 X 10 
36 3 

, - f < 365 ; 8 ! - 0.07434 
365 


-5 


Seccion 11.4 ■ 

I. $1.50 3. $0.94 5. $0.92 7. 0 9. -$0.30 

II. -$0.0526 13. -$0.50 

15. No, debe esperar perder $2.10 por accion. 

17. -$0.93 19. $1 

Repaso del capitulo 11 * 

1. 624 3. (a) 10 (b) 20 5. 120 7. 45 

9. 17,576 11. 120 13. 5 15. 14 

17. (a) 240 (b) 3,360 (c) 1,680 

19. 40,320 21. § 

23. (a) 

S = {HHH, HHT ; HTH, HTT, THH , THT, TTH, TTT} 

(b) £ (c) } (d) { 

25. (a) (b) ^ (c) n (d) Tt 

27. (a) £ (b) f 29. (a) ^ ( b ) 255 31. 0 

33. $0.00016 35. (a) 3 (b) .51 

37. (a) 10 5 (b) 5 s (c) ^ (d) 75 

39. (a) 144 (b) 126 (c) 84 (d) \ 


Examen del capitulo 11 ■ 

I. (a) 10 5 (b) 30,240 2. 60 

3. 30 - 29 - 28 • C(27,5) = 1,966,582,800 

4. 12 5. 4 • 2 h = 65,536 

6. (a) 4! - 24 (b) 6!/3! = 120 

7. C(5,3)/C(15,3) » .022 8. | 

9. (a) { (b) ^ (c) 4s 

10. (a) A (b) ^ (c) h 

II. $0.65 12. 1 - 1 • 75 • n • h “ -427 
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